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1. Введение
Одной из важных проблем теоретического описания взаимодействия сильных
лазерных полей с ионизируемой средой является расчёт электронных токов,
возбуждаемых в процессе этого взаимодействия. Такой расчёт важен, в част­
ности, для описания хорошо известного явления генерации высоких гармоник
оптического излучения [1—4]. Расчёт электронных токов важен также и для
описания другого широко исследуемого в последнее время явления — генера­
ции когерентного терагерцового излучения при ионизации газа короткими ла­
зерными импульсами [5—8].

В случае генерации высоких гармоник (ГВГ) оптического излучения обыч­
но рассчитывают высокочастотный спектр так называемого дипольного ускоре­
ния [9], которое пропорционально производной по времени от плотности элек­
тронного тока. Физическим механизмом, ведущим к появлению высоких частот
в спектре дипольного ускорения, является рекомбинация электронов, движу­
щихся в континууме под действием лазерного поля, при их возвратных соуда­
рениях с ионами [10, 11]. Высокочастотный спектр дипольного ускорения об­
ладает широким интервалом с примерно одинаковыми интенсивностями гар­
моник (область плато), который заканчивается хорошо выраженной отсечкой
в области частот, соответствующих экстремальному ультрафиолетовому или
мягкому рентгеновскому излучению. Для случая предельно коротких лазерных
импульсов, амплитуда поля в которых на соседних полупериодах значительно
различается, спектральная селекция наиболее высоких гармоник, которые об­
ладают фазовым синхронизмом, позволяет получать одиночные аттосекундные
импульсы [12]. Большое значение для получения таких одиночных импульсов
имеет стабилизация фазы огибающей короткого импульса относительно его за­
полнения [13].

В случае генерации излучения с частотой много меньшей лазерной, напри­
мер, терагерцового излучения, ключевым моментом в теоретическом описании
является отыскание остаточной плотности тока (ОПТ) свободных электронов,
которая пропорциональна нулевой гармонике в спектре дипольного ускорения
электрона. Эта ОПТ является начальным толчком к поляризации создаваемой
плазмы и к возбуждению в ней излучающих собственных колебаний, частоты
которых в широком диапазоне значений газовых давлений и плазменных плот­
ностей лежат в терагерцовой полосе частот. Проведенные исследования, ос­
нованные как на полуклассических [6, 14—16], так и на ab initio ("из первых
принципов") квантовомеханических [7, 17—20] расчётах, показали, что вели­
чина ОПТ зависит от фазы импульса (определяющей расстройку в положениях
максимумов огибающей импульса и периодического поля на несущей часто­
те импульса), что может быть использовано для мониторинга фазы предельно
коротких лазерных импульсов путём детектирования низкочастотных (терагер­
цовых) волн. При фиксированных остальных параметрах лазерного импульса
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существует оптимальная фаза, при которой ОПТ максимальна. Величина ОПТ
при оптимальной фазе экспоненциально возрастает с уменьшением длительно­
сти лазерного импульса, что при использовании очень коротких лазерных им­
пульсов может приводить к очень высоким значениям эффективности оптико­
терагерцовой конверсии [6, 7, 20].

Один из основных подходов к исследованию описанных выше и дру­
гих ионизационно­стимулированных явлений основан на численном реше­
нии нестационарного уравнения Шрёдингера (УШ) для электронной волновой
функции [21]. Основная сложность реализации этого подхода заключается в
большом объёме вычислительных ресурсов, требуемых для численного реше­
ния трёхмерного УШ. Одним из способов повышения производительности рас­
чётов является использование цилиндрической или сферической системы коор­
динат. В случае, когда лазерный импульс является линейно поляризованным,
это позволяет эффективно снизить размерность уравнения (по сравнению с ре­
шением трёхмерного нестационарного УШ в декартовой системе координат)
и добиться существенного ускорения расчётов. Другим способом повышения
производительности расчётов является понижение размерности самой физи­
ческой задачи. В этом случае кулоновское взаимодействие между заряженны­
ми частицами описывается с помощью одномерных или двумерных модельных
потенциалов. Одномерные модельные потенциалы получили большое распро­
странение для исследования различных явлений в сильных полях, включая над­
пороговую ионизацию [22, 23], генерацию высоких гармоник [24—26] и атто­
секундных импульсов [3, 27], стабилизацию атома [28, 29], ускоренную иони­
зацию двухатомных молекул [30,31], генерацию остаточных токов [19,32]. Ис­
пользование двумерных модельных потенциалов позволило провести широкие
исследования в принципиально неодномерных задачах, связанных с описани­
ем ионизационно­стимулированных явлений в полях произвольной поляриза­
ции [33, 34] или за рамками электродипольного приближения [3, 35, 36].

В связи с большим прогрессом в развитии компьютерной техники появля­
ется большое количество работ, в которых в одноэлектронном приближении
решается точное трёхмерное нестационарное УШдля описания ионизационно­
стимулированных явлений. Есть также примеры решения точного нестационар­
ного УШ для двухэлектронных систем, например, атома гелия [37]. Однако ис­
пользование моделей пониженной размерности не утратило своей актуально­
сти и по­прежнему является практически единственной возможностью для ре­
шения многих физических задач [23,38—40]. В частности, модели пониженной
размерности используются в современных работах при решении задач, требую­
щих многократного решения нестационарногоУШ. К их числу относится моде­
лирование взаимодействия лазерных импульсов с твердыми телами на основе
метода функционала плотности [39]; задачи, имеющие дело с пространственно­
неоднородными полями, включая случаи совместного решения уравнений
Шрёдингера иМаксвелла [41]. Другой класс подобных задач относится к иссле­
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дованию систем, обладающих большим числом степеней свободы. Примерами
таких задач являются исследования диссоциативно­ионизационной динамики
молекул [42,43] и непоследовательных многоэлектронных процессов [40,44—
46]. Заметим, что низкоразмерные потенциалы используются также и в зада­
чах, далеких от рассматриваемых здесь ионизационно­стимулированных явле­
ний [47—49].

Целью данного учебно­методического пособия является рассмотрение ал­
горитмов быстрого решения трёхмерного нестационарного УШ в сферической
и цилиндрической системах координат, а также обсуждение известных на на­
стоящий момент моделей пониженной размерности для расчётов электронной
плотности тока. В частности, рассматривается вопрос об оптимальном выборе
низкоразмерных модельных потенциалов для расчётов спектров ГВГ и оста­
точной плотности тока в различных диапазонах параметров ионизирующих ла­
зерных импульсов. Для этого в разделе 2 описывается процедура нахождения
спектров ГВГ и остаточной плотности тока. В разделе 3 рассматриваются ал­
горитмы решения трёхмерного нестационарного УШ в сферической и цилин­
дрической системах координат для случая линейно­поляризованного лазерного
поля. В разделе 4 представлены модельные потенциалы для атома водорода и
атомов различных инертных газов. В разделе 5 приводятся примеры расчётов
спектров ГВГ и остаточной плотности тока при различных значениях интен­
сивности, длительности и длины волны лазерных импульсов. В разделе 6 для
качественного объяснения результатов численных расчётов проводится срав­
нение зависимостей вероятности туннельной ионизации в единицу времени от
напряжённости поля для модельных низкоразмерных потенциалов и трёхмер­
ного кулоновского потенциала. Также в этом разделе проводится сравнение ам­
плитуд рекомбинации, вычисленных для различных одномерных и двумерных
моделей, с соответствующими величинами, даваемыми полноразмерным моде­
лированием. Обсуждения результатов численных расчётов представлены в раз­
деле 7. В разделе 8 указаны области значений параметров лазерных импульсов,
в которых достигается высокая точность расчётов остаточной плотности тока и
спектров ГВГ при использовании различных модельных потенциалов.
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2. Приближения и уравнения
Рассмотрим невозмущённый атом, помещённый в линейно поляризованное и
направленное вдоль оси z электрическое поле E(t) лазерного импульса. Чтобы
можно было пренебречь влиянием магнитного поля на электронную динамику
ограничимся значениями лазерных интенсивностей I ∼ 1013−1015 Вт/см2 [50].
При этом справедливо так называемое электродипольное приближение для
описания взаимодействия поля лазерного импульса с атомом [51]. В этом при­
ближении нестационарное УШ для волновой функции ψ атомарного электрона
в калибровке длины записывается следующим образом:

iℏ
∂ψ
∂ t

=

[
p̂2

2me
+V (r)− ezE(t)

]
ψ, (1)

где ℏ—приведённая постоянная Планка,V (r)—электростатический потенци­
ал, создаваемый родительским ионом, находящимся в точке r = 0, e =−|e| и me
—заряд и масса электрона соответственно, p̂=−iℏ∇ есть оператор импульса, r
—радиус­вектор электрона. В трёхмерной задаче оператор импульса и расстоя­
ние записываются как p̂ =−iℏ(x0∂/∂x+y0∂/∂y+ z0∂/∂ z) и r =

√
x2 + y2 + z2,

в двумерной задаче— как p̂ =−iℏ(x0∂/∂x+ z0∂/∂ z) и r =
√

x2 + z2, в одномер­
ной задаче— как p̂ =−z0iℏ∂/∂ z и r = |z|, где x, y, z —оси декартовой системы
координат.

В результате воздействия электрического поля находящийся в атоме элек­
трон приобретает зависящее от времени и направленное вдоль оси z дипольное
ускорение, вычисляемое с использованием теоремы Эренфеста [9] как

a(t) =
e

me
E(t)− 1

me
⟨ψ|∂V

∂ z
|ψ⟩ (2)

(здесь и далее считается, что электронная волновая функция нормирована на
единицу, т.е. ⟨ψ|ψ⟩ = 1). Через дипольное ускорение можно выразить локаль­
ные макроскопические характеристики среды, в частности, плотность элек­
тронного тока, возбуждаемого в лазерной плазме. Компонента плотности тока
вдоль оси z, которая по определению равна

j(t) =
eNg

me
⟨ψ|p̂z|ψ⟩ , (3)

связана с дипольным ускорением формулой

j(t) = eNg

∫ t

−∞
a(t ′)dt ′. (4)
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Здесь Ng — невозмущенная плотность газа, p̂z = −iℏ(∂/∂ z) — z­компонента
оператора импульса. Поперечные к направлению электрического поля лазерно­
го импульса компоненты плотности тока и дипольного ускорения равны нулю,
поскольку расплывание волновой функции ψ симметрично относительно оси
z. Спектр дипольного ускорения

aω =
∫ ∞

−∞
a(t)e−iω tdt (5)

имеет плато в области высоких частот, много больших лазерной частоты [10,
11].

Кроме высокочастотной части спектр дипольного ускорения обладает так­
же низкочастотной частью. Далее нас будет интересовать нулевая гармоника a0
дипольного ускорения, поскольку она пропорциональна ОПТ jRCD свободных
электронов, величина которой связана с величиной нулевой гармоники диполь­
ного ускорения равенством jRCD = eNga0. При вычислении остаточной плотно­
сти тока необходимо принимать во внимание, что после прохождения лазерно­
го импульса, на временах t ≫ τp, полная плотность тока j(t), которая находится
из формулы (4), включает в себя, помимо остаточной плотности тока свобод­
ных электронов, также и быстро осциллирующую плотность тока jb(t) электро­
нов, находящихся в связанных состояниях. Частота осцилляций плотности тока
jb(t) определяется энергиями переходов между наиболее населенными связан­
ными состояниями. Один из способов отделения плотности тока jb(t) от полной
плотности тока j(t) при t ≫ τp состоит в следующем [18]. Волновая функция ψ
умножается на функцию­маску f (r), которая равна единице при r = 0 и спадает
до нуля на масштабе в несколько боровских радиусов rB = 5.29× 10−9см (как
показывают численные расчёты достаточно использовать 10rB). Получившаяся
функция ψb(r, t) = f (r)ψ(r, t) есть суперпозиция лишь связанных состояний,
поскольку они локализованы вблизи иона, а ионизированный волновой пакет
при t ≫ τp удаляется от иона на значительное расстояние. Величина плотности
тока jb(t) находится из формулы

jb(t) =
eNg

me
⟨ψb|p̂z|ψb⟩ . (6)

Далее величина jRCD находится как разность полной плотности тока j(t) и плот­
ности тока связанных состояний jb(t),

jRCD = j(t)− jb(t). (7)

Описанный метод расчёта остаточной плотности тока свободных электронов
jRCD, основанный на использовании теоремы Эренфеста, является очень удоб­
ным с вычислительной точки зрения, поскольку при этом достаточно решать
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численно уравнение (1) лишь в небольшой окрестности ядра, локализованной
в пределах нескольких осцилляторных радиусов. При расчёте спектров ГВГ ис­
пользование теоремы Эренфеста также даёт существенные преимущества, вы­
ражающиеся в значительном снижении шумовой составляющей в вычисляе­
мом спектре дипольного ускорения.
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3. Алгоритмы быстрого решения трёхмерного
нестационарного уравнения Шрёдингера

3.1. Разложение по сферическим гармоникам

При решении трехмерного нестационарного УШ (1) в случае центрально сим­
метричного электростатического потенциала V (r) и линейно поляризованного
внешнего электрического поля удобно использовать разложение электронной
волновой функции по сферическим гармоникам (см., например, работы [52—
54]):

ψ(r, t) =
1
r

lmax

∑
l=0

Ψl(r, t)Ylm(θ ,φ), (8)

Ylm(θ ,φ) = [(2l +1)(l −m)!/4π(l +m)!]1/2Pm
l (cosθ)eimφ . (9)

Здесь θ , φ есть полярный и азимутальный углы в сферической системе коорди­
нат (r, θ , φ) с центральной осью, направленной по оси z (вдоль электрическо­
го поля), l ­ орбитальный момент, m ­ магнитный момент, Ylm(θ ,φ)­ сфериче­
ские гармоники, Pm

l (cosθ) ­ полиномы Лежандра. Вследствие цилиндрической
симметрии задачи магнитный момент m является сохраняющимся во времени
квантовым числом, определяющимся начальным состоянием квантовой систе­
мы. Например, для атома, находящегося изначально в s состоянии, m = 0. В
случае начальных состояний, представляющих суперпозицию состояний с раз­
ными магнитными квантовыми числами, в разложении (8) необходимо вести
сумму по магнитному моменту m. Максимальное значение орбитального мо­
мента lmax в выражении (8) определяется исходя из параметров электрического
поля.

При подстановке (8) в нестационарное УШ (1) получается система свя­
занных одномерных уравнений для радиальных функций Ψl(r, t) (здесь и да­
лее, если не указано иного, используется атомная система единиц, в которой
|e|= me = ℏ= 1):

i
∂Ψl

∂ t
=

[
−1

2
∂ 2

∂ r2 +
l(l +1)

2r2 +V (r)
]

Ψl + rE(cl−1,mΨl−1 + cl,mΨl+1), (10)

где clm = [((l+1)2−m2)/(2l+1)(2l+3)]1/2. Дипольное ускорение, приобрета­
емое квантовой системой, выражается через радиальные функции как

a(t) =−E(t)−2
∞

∑
l=0

clmRe
∫ ∞

0
Ψ∗

l Ψl+1
∂V
∂ r

dr. (11)
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Для описания численного алгоритма решения системы уравнений (10) удоб­
но воспользоваться матричной записью:

i
∂
∂ t

Ψ(r, t) =
(
R̂+Ŵ

)
Ψ(r, t), (12)

где Ψ ­ вектор­столбец с l­ым элементом, равным Ψl(r, t). Элементы диагональ­
ной матрицы R̂ равны

[
R̂
]

ll =−1
2

∂ 2

∂ r2 +
l(l +1)

2r2 +V (r), (13)

и элементы трехдиагональной матрицы Ŵ равны

[
Ŵ

]
kl =

 cl−1,mrE(t), k = l −1
clmrE(t), k = l +1
0 в ином случае.

(14)

Пропагация волновой функции Ψ(r, t) на шаг по времени ∆t может быть вы­
полнена с помощью приближенного симметричного разложения оператора вре­
менной эволюции:

Ψ(r, t +∆t)≈ e−i∆tŴ(t+∆t/2)/2e−i∆tR̂e−i∆tŴ(t+∆t/2)/2Ψ(r, t)+O(∆t3). (15)

Расчёт результата применения первого и третьего оператора может быть вы­
полнен с использованием диагонализации матрицы Ŵ и унитарного преобра­
зования Ŵ = ŜŴdiagŜ†, где Ŵdiag ­ диагональная матрица и Ŝ ­ аналитически
известная унитарная матрица:

e−i∆tŴ/2 = Ŝe−i∆tŴdiag/2Ŝ†. (16)

Результат применения второго оператора можно получить с использованием
метода Кранка—Николсона:

e−i∆tR̂ ≈ (1+ i∆tR̂/2)−1(1− i∆tR̂/2). (17)

Вторую производную в операторе R̂ удобно вычислить с использованием при­
ближения Нумерова [53, 54].

Для дополнительного ускорения расчётов и повышения их точности мож­
но использовать неэквидистантную сетку, сгущающуюся при приближении r
к нулю. Использование разложения по сферическим гармоникам и неэквиди­
стантной сетки позволяет добиться существенного сокращения вычислитель­
ных ресурсов по сравнению с решением УШ в декартовых координатах. Время
расчёта может быть сокращено на несколько порядков в зависимости от пара­
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метров действующего электрического поля и структуры исходного состояния
атома.

3.2. Решение в цилиндрической системе координат

Другим вариантом понижения используемых вычислительных ресурсов и вре­
мени расчёта для решения нестационарного УШ (1) является использование
цилиндрической системы координат (ρ , φ , z). Существенное снижение време­
ни расчёта в этом случае также достигается в случае, когда атом находится в
линейно поляризованном вдоль оси z поле. Однако в отличие от разложения по
сферическим гармоникам, рассмотренного в пункте 3.1, использование цилин­
дрической системы координат также пригодно для расчёта эволюции волновой
функции в произвольном потенциалеV (ρ,z) с цилиндрической симметрией (не
только сферически симметричном), что делает возможным рассмотрение дина­
мики выстроенных молекул в рамках одноэлектронного приближения.

Когда начальное состояние атома или молекулы не зависит от азимуталь­
ного угла φ (симметрично относительно оси z) решение нестационарного УШ
также не зависит от φ и само уравнение содержит только две независимые пе­
ременные:

i
∂ψ
∂ t

=−1
2

[
∂ 2

∂ρ2 +
1
ρ

∂
∂ρ

+
∂ 2

∂ z2

]
ψ +[V (ρ,z)+ zE(t)]ψ. (18)

Дипольное ускорение, приобретаемое квантовой системой, выражается через
ψ(ρ,z, t) как

a(t) =−E(t)−2π
∫ ∞

−∞
dz

∫ ∞

0
ρ

∂V
∂ z

|ψ|2dρ. (19)

Для численного решения уравнения (18) может быть использован псевдо­
спектральный метод [17, 18], в рамках которого оператор Гамильтона разде­
ляется на два некоммутирующих оператора — кинетической энергии Ĥp =

−1
2

[
∂ 2

∂ρ2 +
1
ρ

∂
∂ρ + ∂ 2

∂ z2

]
и потенциальной энергииU(ρ,z, t) =V (ρ,z)+zE(t). Про­

пагация волновой функции на шаг по времени ∆t производится с помощью при­
ближённой формулы

ψ(ρ,z, t +∆t) = e−i∆tŪ/2e−i∆tĤpe−i∆tŪ/2ψ(ρ,z, t)+O(∆t3), (20)

где Ū = U(ρ,z, t +∆t/2). Такая аппроксимация обеспечивает точность второго
порядка по ∆t. Для численной реализации псевдоспектрального метода произ­
водится аппроксимация волновой функции на прямоугольной сетке по коорди­
натам ρ и z. Применение операторной экспоненты, включающей потенциаль­
ную энергию Ū , производится непосредственным умножением двух функций,
зависящих от ρ и z: ψ1(ρ,z) = e−iŪ∆t/2ψ(ρ,z, t). Пропагация волновой функ­
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ции под действием второй операторной экспоненты e−iĤp∆t производится в три
этапа: (а) применяется интегральное преобразование

ψ̄(kρ ,kz) =
∫ ∞

−∞
dzeikzz

∫ ∞

0
J0(kρρ)ψ1(ρ,z)ρdρ, (21)

где J0(ξ ) есть функция Бесселя первого рода нулевого порядка; (б) вы­
числяется произведение в пространстве волновых чисел, ψ̄1(kρ ,kz) =

e−i∆t(k2
ρ+k2

z )/2ψ̄(kρ ,kz); и (в) применяется обратное интегральное преобра­
зование:

ψ2(ρ,z) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dkze−ikzz

∫ ∞

0
J0(kρρ)ψ̄1(kρ ,kz)kρdkρ . (22)

На последнем этапе, в соответствии с формулой (20), вычисляется значение
волновой функции в момент времени t +∆t как

ψ(ρ,z, t +∆t) = e−i∆tŪ/2ψ2(ρ,z). (23)

Для численной реализации интегральных преобразований (21) и (22) могут
быть использованы алгоритмы быстрого преобразования Фурье и дискретно­
го преобразования Ханкеля [55].

Важно отметить, что при использовании дискретного преобразования Фу­
рье и дискретного преобразованияХанкеля для решения нестационарного урав­
нения Шрёдингера расчётная сетка в координатном пространстве должна со­
держать достаточно большое число узлов для того, чтобы избежать пробле­
мы алиасинга, т.е. наложения высокочастотных колебаний волновой функции
на низкочастотные. Для этого размер шага по координате должен быть много
меньше максимального значения длины волны де Бройля в данной физической
задаче. Другой важной проблемой, возникающей при решении нестационарно­
го УШ (в любой системе координат), является отражение волновой функции
от границы расчётной области (или её возникновение с другого края сетки при
использовании дискретного преобразования Фурье). Для подавления негатив­
ного влияния этого эффекта используются поглощающие слои, расположенные
около границ расчётной области [56].
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4. Модельные потенциалы пониженной
размерности

4.1. Одномерные модельные потенциалы

Наиболее часто используемым одномерным (1D) модельным потенциалом яв­
ляется потенциал, предложенный в работе [22] для численных расчётов энерге­
тических спектров фотоэлектронов при надпороговой ионизации атомов. Вда­
ли от заряженной частицы, с которой взаимодействует электронный волновой
пакет, этот потенциал асимптотически близок к кулоновскому потенциалу. В
точке нахождения заряженной частицы ни сам потенциал, ни его производные
не имеют разрывов и не обращаются в бесконечность, поэтому этот потенциал
получил название soft­core потенциал. Позже было обращено внимание на то,
что запись soft­core потенциала должна зависеть от рассматриваемой системы
из тех соображений, что энергия связи частиц должна быть равной эксперимен­
тально измеренной величине. Для атома водорода этот потенциал есть

V1D(z) =− 1√
z2 +2

, (24)

где значение параметра сглаживания кулоновской сингулярности соответствует
совпадению энергии основного состояния в потенциале с потенциалом иони­
зации атома водорода [24].

Однако ещё в 1994 году в работе [24] было показано, что при использовании
soft­core потенциала для расчётов спектров ГВГ полученные величины спек­
тральных интенсивностей могут на несколько порядков отличаться от соответ­
ствующих величин, даваемых точным решением трёхмерного нестационарно­
го УШ. Аналогичный вывод о значительных ошибках в расчётах спектров ГВГ,
которые могут возникать при использовании soft­core потенциала, был сделан
в 2005 году в работе [57]. Авторы [57] предложили использовать для расчётов
спектров ГВГ другой модельный потенциал, имеющий излом в точке нахож­
дения заряженной частицы, с которой взаимодействует электронный волновой
пакет. Для атома водорода этот потенциал имеет вид

V1D(z) =− 1
|z|+1

. (25)

В начале координат первая производная от потенциала имеет разрыв, из­за че­
го он был назван solid­core потенциал [18]. Зависимость амплитуды рекомби­
нации от кинетической энергии фотоэлектронов для такого потенциала хоро­
шо согласуется с соответствующей зависимостью для кулоновского потенци­
ала [57]. Путём сравнения с результатами расчётов трёхмерного нестационар­
ного УШ было показано, что при достаточно высоких значениях интенсивно­
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сти (∼ 1015 Вт/см2) и малой длительности лазерного импульса (порядка одного
периода поля) использование такого потенциала для атома водорода гораздо
точнее описывает высокочастотную часть спектра дипольного ускорения элек­
трона, чем при использовании soft­core потенциала [57].

В 2010 году в работе [18] было показано, что в широкой, интересной с прак­
тической точки зрения области значений параметров лазерных импульсов ис­
пользование solid­core потенциала, так же как и soft­core потенциала, при рас­
чётах спектров ГВГ может приводить к значительным ошибкам. Были предло­
жены два новых вида модельных потенциалов, симулирующих электростати­
ческий потенциал ионов атома водорода, а также обобщение этих потенциа­
лов на атомы различных инертных газов. Для этого было рассмотрено следую­
щее двухпараметрическое семейство одномерных потенциалов, асимптотиче­
ски близких к кулоновскому потенциалу вдали от иона:

V1D(z) =− 1(
|z|α +β

)1/α . (26)

Здесь α и β — параметры, которые определяют гладкость функции V1D(z) в
точке нахождения иона и энергию основного состояния. На рисунке 1 (а) пока­
заны зависимости, связывающие параметры α и β , найденные из условия, что
модуль энергии основного состояния в потенциалах (26) совпадает с потенци­
алом ионизации атома водорода Ip = 13.6 эВ.

Для нахождения значений параметров α и β потенциала (26), при которых
достигается высокая точность расчёта высокочастотных спектров ГВГ, рассчи­
тывался интеграл от спектральной интенсивности |aω |2 по интервалу вблизи
края высокочастотного плато при ионизации атомов водорода. Было показано,
что при расчётах спектров ГВГ с использованием потенциалов, принадлежа­
щих семейству (26), величины спектральных интенсивностей хорошо согласу­
ются с результатами, даваемыми решением трёхмерного нестационарного УШ,
вшироком диапазоне интенсивностей (∼ 2×1014−1015 Вт/см2), длительностей
(τp ≳ 4фс) и длин волн (∼ 1−2 мкм) лазерных импульсов при α ≈ 3/2. Потен­
циалы семейства (26) при α = 3/2 были названы pliant­core потенциалами. В
случае атома водорода выражение для pliant­core потенциала имеет следующий
вид:

V1D(z) =− 1(
|z|3/2 +1.45

)2/3 . (27)

Второй вид потенциалов, обсуждавшийся в работе [18], соответствует зна­
чению α = 1/2 в (26). Для атома водорода выражение для этого потенциала
есть

V1D(z) =− 1(
|z|1/2 +0.6

)2 . (28)

15



(а) (б)

одномерные потенциалы двумерные потенциалы

Рис. 1. Зависимости, связывающие параметры α и β в выражениях для (а) одномерных мо­
дельных потенциалов семейства (26) и (б) двумерных модельных потенциалов семейства
(29). Приведённые зависимости найдены из условия равенства модуля энергии основного
состояния в этих потенциалах с потенциалом ионизации атома водорода Ip = 13.6 эВ. На
рисунке точками отмечены значения параметров α и β , соответствующие soft­core и solid­
core потенциалам [формулы (24), (25) и (30), (31) соответственно], а также предложенным
в работе [18] pliant­core и supersolid­core потенциалам [формулы (27), (28), и (32), (33) со­
ответственно]

Первая производная от функции V1D(z) в данном случае обращается в беско­
нечность в начале координат, и поэтому потенциал (28) является более острым
вблизи иона, чем solid­core потенциал. Потенциалы такого вида были названы
supersolid­core потенциалами. В [18] было показано, что вероятность туннель­
ной ионизации из supersolid­core потенциала для атома водорода с высокой точ­
ностью совпадает с вероятностью туннельной ионизации из кулоновского по­
тенциала. Поскольку наиболее важной стадией электронной динамики, опреде­
ляющей величину ОПТ, является ионизация, расчёт ОПТ с помощью supersolid­
core потенциалов хорошо согласуется с расчётами ОПТ с помощью трёхмерно­
го нестационарного УШ в широком диапазоне рассмотренных интенсивностей
и длительностей лазерных импульсов.

Модельные pliant­core и supersolid­core потенциалы для атома водорода мо­
гут быть обобщены для их использования в одноэлектронном моделировании
других атомов, например, атомов инертных газов (He, Ne, Ar, Kr и Xe). Для них
в работе [18] были рассчитаны значения параметров β , при которых энергия
основного состояния в pliant­core и supersolid­core потенциалах совпадает с из­
вестными из экспериментов значениями потенциалов ионизации атомов инерт­
ных газов. Найденные значения параметров β приведены в таблице 1.
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Таблица 1. Значения параметра β для одномерных и двумерных pliant­core (α = 3/2) и
supersolid­core (α = 1/2) потенциалов, найденные из условия, что модуль энергии основ­
ного состояния совпадает с потенциалами ионизации Ip атома водорода и атомов инертных
газов He, Ne, Ar, Kr и Xe. Общее выражение для модельных одномерных потенциалов да­
ется формулой (26), для двумерных потенциалов — формулой (29).

β

1D pliant core 1D supersolid core 2D pliant core 2D supersolid core
атом Ip (эВ) (α = 1.5) (α = 0.5) (α = 1.5) (α = 0.5)

H 13.60 1.45 0.60 0.52 0.24
He 24.59 0.49 0.38 0.089 0.095
Ne 21.56 0.62 0.42 0.14 0.12
Ar 15.76 1.11 0.54 0.35 0.20
Kr 14.00 1.37 0.58 0.48 0.23
Xe 12.13 1.78 0.65 0.69 0.27

4.2. Двумерные модельные потенциалы

По аналогии с одномерными модельными потенциалами рассмотрим семей­
ство двумерных (2D) модельных потенциалов, которые вдали от иона асимп­
тотически близки к точному кулоновскому потенциалу:

V2D(x,z) =− 1(
(x2 + z2)

α/2
+β

)1/α . (29)

Двумерные аналоги рассмотренных выше одномерных модельных потенциа­
лов характеризуются теми же значениями коэффициента α , что и в одномерных
моделях. На рисунке 1 (б) показаны зависимости, связывающие параметры α
и β , найденные из условия, что модуль энергии основного состояния в потен­
циалах (29) совпадает с потенциалом ионизации атома водорода. Запишем вы­
ражения для рассматриваемых потенциалов в случае атома водорода: soft­core
потенциал [33, 58] —

V2D(x,z) =− 1√
x2 + z2 +0.64

, (30)

solid­core потенциал [18] —

V2D(x,z) =− 1√
x2 + z2 +0.39

, (31)
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pliant­core потенциал [18] —

V2D(x,z) =− 1(
(x2 + z2)

3/4
+0.52

)2/3 (32)

и supersolid­core потенциал [18] —

V2D(x,z) =− 1(
(x2 + z2)

1/4
+0.24

)2 . (33)

В таблице 1 также приведены значения параметра β , при которых энергия связи
электронов в основных состояниях двумерных pliant­core и supersolid­core по­
тенциалов совпадает с потенциалами ионизации атомов различных инертных
газов.
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5. Примеры численных расчётов
5.1. Метод расчёта

В этом разделе приведены результаты использования одномерных и двумер­
ных потенциалов для расчётов высокочастотной части спектров ГВГ и оста­
точной плотности тока при различных интенсивностях и длительностях лазер­
ных импульсов, а также представлено сопоставление с результатами, даваемы­
ми трёхмерными (3D) расчётами. В качестве ионизируемого атома рассматри­
вается атом водорода. Для того, чтобы обеспечить равенство нулю нулевой гар­
моники электрического поля, оно задаётся как

E(t) =−1
c

dA
dt

, (34)

A(t) =−cE0

ωL
sin(ωLt +φCEP)exp

(
− t2

τ2

)
. (35)

Здесь A(t)— проекция на ось z векторного потенциала, ωL — несущая частота
лазерного импульса, E0 — максимум огибающей, φCEP — фаза предельно ко­
роткого лазерного импульса, τ = τp/

√
2ln2, где τp — полная длительность им­

пульса по уровню интенсивности 1/2. Амплитуда поля связана с пиковой ин­
тенсивностью соотношением I = IaE2

0 , где Ia = 3.51× 1016 Вт/см2 — атомная
единица интенсивности.

В представленных здесь расчётах, опубликованных ранее в работе [18],
решение трёхмерного нестационарного УШ для атома водорода проводится
в цилиндрической системе координат (ρ, θ , z) с использованием алгорит­
ма, описанного в разделе 3.2, для кулоновского потенциала иона V (ρ,z) =
−1/

√
ρ2 + z2. Численное решение 1D и 2D нестационарного УШ проводит­

ся с помощью псевдоспектрального метода, в котором для преобразования
волновой функции из координатного представления в импульсное использу­
ется быстрое преобразование Фурье [18]. Вычисления проводятся в области
−zmax ≤ z ≤ zmax (1D задача), −zmax ≤ z ≤ zmax, −xmax ≤ x ≤ xmax (2D зада­
ча), и −zmax ≤ z ≤ zmax, 0 ≤ ρ ≤ ρmax (3D задача). Для подавления отраже­
ния от границ вычислительной области и возникающих волновых пакетов на
противоположном краю сетки используется поглощение волновой функции в
области z̃ ≤ |z| ≤ zmax, x̃ ≤ |x| ≤ xmax, ρ̃ ≤ ρ ≤ ρmax [56, 59]. Интегрирование
по времени t проводится в области −tmax ≤ t ≤ tmax с шагом ∆t. Для дости­
жения необходимой точности расчётов используются следующие параметры:
x̃ = ρ̃ = 40rB, xmax = 51.2rB, ρmax = 60rB, z̃ = 3rosc, zmax ≥ 4rosc, tmax = 4τp,
∆t = 0.02ta, где rosc = E0/ω2

L — осцилляторный радиус электрона, соответ­
ствующий максимальной амплитуде поля, ta = 2.42× 10−17c — атомная еди­
ница времени. Для 1D и 2D задач, пространственные шаги выбраны равными
∆z = 0.1rB и ∆z = ∆x = 0.2rB соответственно. При решении трёхмерного неста­
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ционарного УШ используется эквидистантная сетка по z с шагом ∆z = 0.25rB,
тогда как узлы сетки по ρ расположены неэквидистантно: они сгущаются при
приближении к ρ = 0 и их полное число равно Nρ = 500.

5.2. Высокочастотная часть спектра электронного тока

Рассмотрим сначала лазерный импульс с очень малой длительностью τp (рав­
ной одному периоду поля), центральной длиной волны λL = 2πc/ωL = 800 нм
и высокой интенсивностью I = 1.14×1015 Вт/см2. Спектры ГВГ |aω |2, найден­
ные с помощью одномерных моделей и точного трёхмерного расчёта, показаны
на рисунке 2. Видно, что спектр ГВГ, полученный с использованием solid­core
модели, хорошо согласуется со спектром, найденным из полноразмерного рас­
чёта, тогда как для soft­core и pliant­core моделей спектральные интенсивности
оказываются заниженными на несколько порядков.
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Рис. 2. Спектры ГВГ, найденные на основе решения одномерного нестационарного УШ с
использованием модельных потенциалов и на основе точного трёхмерного расчёта для им­
пульса с центральной длиной волны 800 нм, длительностью τp = 2.67 фс, фазой φCEP = 0 и
интенсивностью I = 1.14×1015 Вт/см2. Толстая сплошная кривая – решение трёхмерной за­
дачи, тонкая сплошная кривая – решение одномерного нестационарного УШ с использова­
нием pliant­core потенциала (27), пунктирная кривая – soft­core потенциала (24), штриховая
кривая – solid­core потенциала (25)

Рассмотрим теперь более длинный импульс (τp = 4 фс) с более низкой ин­
тенсивностью I = 5× 1014 Вт/см2 (см. рисунок 3 (а)). Для таких параметров
наилучшее согласие с решением трёхмерной задачи достигается с использова­
нием одномерного pliant­core потенциала, тогда как solid­core модель завышает
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спектральную интенсивность вблизи края плато более чем на порядок, а soft­
core модель ещё сильнее занижает эту величину. Спектры ГВГ, найденные с
использованием двумерных моделей, в целом дают гораздо лучшее согласие с
результатом 3D расчёта (см. рисунок 3 (б)). Тем не менее, спектральные ин­
тенсивности, найденные с использованием двумерных solid­core и soft­core мо­
делей, отличаются на половину порядка от результата трёхмерного расчёта в
области края плато, в то время как pliant­core модель согласуется с трёхмер­
ным расчётом. При большей длине волны лазерного импульса, λL = 1200 нм,
и большем числе периодов поля, N = 5 (τp = 20 фс), расчёты спектров ГВГ с
использованием pliant­core потенциалов также хорошо согласуются с трёхмер­
ными расчётами (см. рисунок 4).
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Рис. 3. Cпектры ГВГ, найденные на основе решения (а) одномерного и (б) двумерного
нестационарного УШ с использованием модельных потенциалов и на основе трёхмерно­
го расчёта для импульса с центральной длиной волны 800 нм, длительностью τp = 4 фс,
фазой φCEP = 0 и интенсивностью I = 5.9×1014 Вт/см2. Толстая сплошная кривая – резуль­
тат трёхмерного расчёта, тонкие сплошные кривые – результаты расчёта с использованием
pliant­core потенциалов, пунктирные кривые – soft­core потенциалов, штриховые кривые –
solid­core потенциалов

5.3. Остаточная плотность тока свободных электронов

Продемонстрируем теперь, насколько точно использование различных моделей
пониженной размерности позволяет описывать процессы генерации низкоча­
стотных токов. В качестве нормировки для величины jRCD будем использовать
максимальную осцилляторную плотность тока, josc =−Ngvosc, где vosc =E0/ωL.
Заметим, что при использовании такой нормировки величина jnorm не зависит
от плотности газа Ng. Рассмотрим зависимости jnorm(φCEP) =− jnorm(φCEP+π)
нормированной плотности тока от фазы φCEP при фиксированной длительности
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Рис. 4. То же, что на рисунке 2, но для длины волны 1200 нм, длительности 20 фс и интен­
сивности 3×1014 Вт/см2

τp и различных фиксированных значениях интенсивности I. Точное определе­
ние этих зависимостей имеет большое значение для экспериментов по измере­
ниюфазы предельно коротких лазерных импульсов [5,8,14]. При этом наиболее
существенным является точное нахождение оптимальной фазы φopt, при кото­
рой абсолютная величина jnorm имеет максимум, а также максимальной норми­
рованной плотности тока jmax =

∣∣ jnorm(φopt)
∣∣.

На рисунке 5 показаны зависимости jnorm(φCEP), рассчитанные c использо­
ванием низкоразмерных моделей и трёхмерного нестационарного УШ для им­
пульсов с длительностью τp = 4 фс и различными фиксированными значени­
ями интенсивности I. Как видно из рис. 5, при всех рассмотренных значениях
лазерной интенсивности использование supersolid­core потенциалов даёт прак­
тически точные значения максимальной нормированной плотности тока jmax.
Оптимальная фаза φopt, которая находится с использованием supersolid­core по­
тенциалов, также хорошо согласуется с величиной, найденной из трёхмерного
расчёта при всех рассмотренных значениях интенсивности. Различия в найден­
ных значениях jnorm между расчётами с использованием supersolid­core потен­
циалов и трёхмерными расчётами имеются только при низких значениях ин­
тенсивностей I ≲ 1013 Вт/см2. Как видно из рисунка 5, расчёты jnorm(φCEP) с
помощью других низкоразмерных моделей приводят к сильному завышению
jmax.
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Рис. 5. Зависимости нормированной остаточной плотности тока jnorm = jRCD/ josc, где josc =
E0Ng/ωL, от фазы φCEP для импульсов с длительностью τp = 4 фс, центральной длиной
волны λL = 800 нм и тремя различными фиксированными значениями интенсивности I:
6×1013 Вт/см2 (а, б), 9×1013 Вт/см2 (в, г), 8×1014 Вт/см2 (д, е). Толстые сплошные кривые –
результат трёхмерного расчёта, штрихпунктирные кривые — результаты расчёта с исполь­
зованием soft­core потенциалов, пунктирные кривые – solid­core потенциалов, штриховые
кривые – supersolid­core потенциалов

23



6. Амплитуды рекомбинации и вероятности
квазистатической ионизации

Вероятности квазистатической туннельной ионизации

Несмотря на одинаковое значение энергии основного состояния, вероятность
ионизации для различных модельных потенциалов может различаться суще­
ственным образом. Чтобы показать это, рассмотрим вероятность ионизации в
единицу времениw атома из основного состояния в статическом электрическом
поле E в широком диапазоне E < 0.16Ea, который охватывает режимы как тун­
нельной, так и надбарьерной ионизации. Для нахождения w в работе [18] реша­
лось стационарное уравнение Шрёдингера

Ĥψ = εψ (36)

с гамильтонианом
Ĥ =−1

2
∇2 +V (r)+Ez. (37)

Находился спектр комплексных собственных значений ε гамильтониана с гра­
ничным условием излучения в направлении электрического поля. Энергетиче­
ский спектр состоит из серии квазидискретных уровней, ширина которых опре­
деляет время их жизни. Вероятность ионизации в единицу времени пропорци­
ональна мнимой части ε [60]. Если электрон находится изначально в основном
состоянии, то w = |2Im(ε0)|, где ε0 — энергия низшего квазистационарного со­
стояния. Для нахождения w(|E|) использовался метод комплексного вращения
координат [61].

На рисунке 6 показаны функции w(|E|), рассчитанные для одномерных и
двумерных модельных потенциалов, а также для трёхмерного кулоновского по­
тенциала. Скорость ионизации для разных модельных потенциалов сильно раз­
личается, несмотря на одинаковую энергию основного состояния и асимптоти­
ку потенциалов вдали от иона. Скорость ионизации для soft­core, solid­core и
pliant­core существенно выше, чем для кулоновского потенциала. Вероятность
ионизации, рассчитанная для supersolid­core потенциала, практически точно
совпадает с соответствующей величиной, найденной для кулоновского потен­
циала, для всего рассмотренного диапазона значений напряжённости поля.

Сильное различие вероятностей ионизации для разных моделей связано с
сильным отличием модельных потенциалов друг от друга вблизи начала коор­
динат. Барьер, который необходимо преодолеть электрону для отрыва от иона,
имеет различную ширину и высоту для разных модельных потенциалов. Это
видно из рисунка 7, на котором показан суммарный электростатический потен­
циал, создаваемый внешним электрическим полем и родительским ионом, для
модельных потенциалов для случая атома водорода.
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Напряжённость электрического поля, |E|/Ea
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Рис. 6. Вероятности квазистатической туннельной ионизации в единицу времени w из куло­
новского потенциала, а также (а) одномерных soft­core, solid­core, pliant­core, supersolid­core
потенциалов, и (б) соответствующих двумерных потенциалов, как функции напряженности
электрического поля E, отнесенной к атомной единице напряжённости Ea
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Рис. 7. Суммарный электростатический потенциал, создаваемый внешним электрическим
полем |E| = 0.06Ea и родительским ионом, для различных модельных потенциалов ато­
ма водорода. Горизонтальная пунктирная линия показывает энергию основного состояния
невозмущённого атома. Здесь rB — боровский радиус атома
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Амплитуды рекомбинации

Амплитуда рекомбинации [57,62] в основное состояние ψ0 атома определяется
матричным элементом

Arec =

〈
ψ0

∣∣∣∣∂V (r)
∂ z

∣∣∣∣ψp

〉
. (38)

Здесь ψp ∝ exp(ipz) есть плоская волна, описывающая электрон, движущийся
вдоль оси z с кинетической энергией Ekin = p2/2, ψ0 — волновая функция ос­
новного состояния. Будем нормировать ψ0 на единицу, а ψp — на дельта функ­
цию по импульсу. Когда используются такие нормировки, амплитуды рекомби­
нации в одномерной и двумерной задачах суть

A1D =
1√
2π

∫
eipzψ∗

0 (z)
∂V1D(z)

∂ z
dz (39)

и
A2D =

1
2π

∫
eipzψ∗

0 (x,z)
∂V2D(x,z)

∂ z
dxdz (40)

соответственно. Для кулоновского потенциалаV3D(r) =−1/r амплитуда реком­
бинации вычисляется аналитически [57, 62]

A3D =
i
√

2
π

p− arctan p
p2 . (41)

Заметим, что величины (39) — (41) имеют различные размерности. Поэтому
имеет смысл сравнивать только их зависимости от Ekin, но не абсолютные ве­
личины.

Зависимости |A1D|2 (Ekin), |A2D|2 (Ekin) и |A3D|2 (Ekin), рассчитанные в рабо­
те [18], показаны на рисунке 8. Амплитуды рекомбинации суть спадающие при
Ekin ≫ Ip функции Ekin с декрементом, зависящим от вида модельного поте­
нициала. Для soft­core потенциалов, наиболее гладких в начале координат, де­
кременты функций |A1D|2 (Ekin) и |A2D|2 (Ekin) наиболее высоки. Для pliant­core
потенциалов амплитуда рекомбинации спадает медленнее. Для solid­core по­
тенциалов зависимость амплитуды рекомбинации от Ekin хорошо согласуется с
результатом для кулоновского потенциала. Наконец, декремент затухания ам­
плитуды рекомбинации наиболее мал для supersolid­core потенциалов, наибо­
лее острых в точке нахождения иона.
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Кинетическая энергия, Ekin (эВ)
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Рис. 8. Амплитуды рекомбинации [формулы (39) — (41)] как функции кинетической энер­
гии Ekin фотоэлектрона для кулоновского потенциала и (а) одномерных потенциалов, (б)
двумерных модельных потенциалов
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7. Обсуждение результатов численных расчётов
Рассмотрим сначала результаты расчётов спектров ГВГ, представленные в па­
раграфе 5.2. Как видно, при достаточно малой длительности (порядка одно­
го периода поля) и высокой интенсивности (∼ 1015 Вт/см2), наилучшее согла­
сие с трёхмерными расчётами достигается при использовании solid­core мо­
делей. В то же время для большего числа периодов поля (N ∼ 2 − 5) в ши­
роком диапазоне остальных параметров лазерного импульса (интенсивность
∼ 2 × 1014 − 1015 Вт/см2, длина волны ∼ 0.8 − 2 мкм) наилучшее согласие с
трёхмерными расчётами спектров ГВГ в области края плато достигается при
использовании pliant­core потенциалов. Этот результат может казаться удиви­
тельным, поскольку solid­core потенциалы дают более точную зависимость ам­
плитуды рекомбинации от кинетической энергии по сравнению с pliant­core по­
тенциалами. Тем не менее, использование solid­core потенциалов приводит к
завышению спектральной интенсивности вблизи края плато для большого диа­
пазона рассмотренных интенсивностей, вплоть до 1015 Вт/см2. Для того, что­
бы объяснить этот факт, нужно принять во внимание, что на выход гармоник
влияют факторы, связанные с процессами электронной динамики на всех трёх
стадиях процесса ГВГ [10], а не только на третьей, заключительной его стадии
(рекомбинация электрона с родительским ионом). На первой стадии процесса
ГВГ большую роль играет вероятность ионизации атома в единицу времени,
величина которой сильно влияет одновременно и на амплитуду возвращающе­
гося волнового пакета, и на населённость основного состояния атома в момент
возврата к ядру. На второй стадии процесса ГВГ (движение электрона в конти­
нууме) главным фактором, влияющим на эффективность ГВГ, является расплы­
вание волновой функции. Также на стадии движения электрона в континууме
существенную роль может играть кулоновская фокусировка волнового паке­
та [63,64], которая приводит к увеличению амплитуды рассеиваемого волново­
го пакета, в том числе и вклада в ГВГ траекторий электронов с множественными
возвратами. Вообще говоря, влияние каждого из этих факторов на выход гар­
моник зависит как от размерности задачи, так и от вида потенциала иона. При
использовании pliant­core потенциалов комбинация указанных факторов, влия­
ющих на выход гармоник, приводит к тому, что спектральные интенсивности
ГВГ, а также суммарная мощность ГВГ в области края плато хорошо согласу­
ются с соответствующими величинами, найденными из решения трёхмерной
задачи.

Использование supersolid­core потенциалов даёт значения остаточной плот­
ности тока, которые хорошо согласуются с результатами решения трёхмерной
задачи и имеют гораздо более высокую точность, чем результаты, получаемые
с использованием других низкоразмерных моделей. Расхождения с результата­
ми трёхмерных расчётов проявляются только при больших длительностях ла­
зерных импульсов и достаточно низких интенсивностях лазерных импульсов
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(когда параметр Келдыша [65] порядка и выше единицы). Следует отметить,
что при таких параметрах, во­первых, вероятность ионизации в единицу вре­
мени не является мгновенной функцией поля [21, 65] и, во­вторых, на эволю­
цию волнового пакета в континууме сильно влияет взаимодействие с потенци­
алом иона [7]. Модели пониженной размерности не способны описывать про­
цессы ионизации и рассеяния с необходимой точностью, что приводит к ошиб­
кам в определении остаточной плотности тока. При высоких интенсивностях
ионизация носит туннельный характер, и влияние процессов рассеяния на ро­
дительском ионе ниже. При использовании supersolid­core потенциалов стадия
туннельной ионизации описывается с высокой точностью, что приводит к кор­
ректным результатам расчётов остаточной плотности тока.
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8. Заключение
В данном учебно­методическом пособии рассмотрены алгоритмы решения
трехмерного нестационарного УШ в сферической и цилиндрической системах
координат и представлены обзор и сравнение известных квантовомеханических
моделей пониженной размерности, используемых для расчёта электронных то­
ков, возбуждаемых при ионизации газа ультракороткими лазерными импульса­
ми. Высокочастотная часть этих токов ответственна за генерацию экстремаль­
ного ультрафиолетового и мягкого рентгеновского излучения, тогда как низко­
частотная часть ответственна за генерацию терагерцового излучения.

При расчёте высокочастотной части электронных токов в широком диапа­
зоне параметров лазерных импульсов, таких как длительность (∼ 2− 5 пери­
одов поля), интенсивность (∼ 2× 1014 − 1015 Вт/см2) и длина волны (∼ 0.8−
2 мкм), наилучшее согласие с трёхмерными расчётами спектров ГВГ в обла­
сти края плато достигается при использовании pliant­core потенциалов. Для
атома водорода эти потенциалы задаются формулами (27), (32), для атомов
инертных газов параметры одномерных и двумерных pliant­core потенциалов
представлены в таблице 1. В то же время, для очень коротких лазерных им­
пульсов (с длительностью порядка одного периода поля) высокой интенсивно­
сти (I ≳ 1015 Вт/см2) наибольшая точность обеспечивается при использовании
solid­core потенциалов (формулы (25) и (31), соответственно). При низкой ин­
тенсивности I ≲ 1014 Вт/см2 лазерного излучения рассмотренные потенциалы
дают близкие значения спектральной интенсивности вблизи края плато, но наи­
более хорошее согласие с трёхмерным расчётом достигается при использова­
нии soft­core потенциалов (формулы (24) и (30), соответственно).

Наиболее важной стадией электронной динамики, определяющей величи­
ну остаточной плотности тока, является ионизация. Наилучшее согласие с ку­
лоновским потенциалом в скорости туннельной ионизации дает использование
одномерных и двумерных supersolid­core потенциалов (эти потенциалы для ато­
ма водорода даны формулами (28) и (33), соответственно; для атомов инертных
газов параметры supersolid­core потенциалов представлены в таблице 1). В ре­
зультате, использование supersolid­core потенциалов для расчётов остаточной
плотности тока даёт количественно хорошее согласие с трёхмерным расчётом в
широком диапазоне интенсивностей (I ≳ 1013 Вт/см2) и длительностей (до двух
периодов поля). При большей длительности область применимости supersolid­
core моделей ограничена диапазоном малых значений параметра Келдыша. За­
метим, что, как показывают численные расчёты, использование supersolid­core
потенциалов позволяет также с достаточно высокой точностью рассчитывать
возбуждение остаточной плотности тока в активно обсуждаемых в настоящее
время схемах генерации терагерцового излучения, использующих бихромати­
ческие лазерные импульсы [66—68].
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