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1. Ìíîæåñòâà, îïåðàöèè ñ íèìè

Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî çàäàòü ïîëíûì ñïèñêîì ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.
Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì (îáîçíà÷åíèå � ∅ ). Äëÿ íåêî-
òîðûõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èìåþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, Q - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, R � ìíîæåñòâî âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë.

Çàïèñè x ∈ M è x 6∈ M îçíà÷àþò, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò è, ñîîòâåòñòâåííî,
íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M . Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà M , èëè âêëþ÷åíî â M , åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâóM . Çàïèñü S ⊆M îçíà÷àåò, ÷òî S � ïîäìíîæåñòâîM . Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà S èM ðàâíû, åñëè S ⊆M èM ⊆ S. Åñëè
S ⊆ M è S 6= M , òî ìíîæåñòâî S ñòðîãî âêëþ÷åíî â M (S ⊂ M ). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M îáîçíà÷àþò 2M è íàçûâàþò áóëåàíîì ìíîæåñòâà M . Çàïèñè
S ∈ 2M è S ⊆M ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M çàäàíî ñïèñêîì ýëåìåíòîâ m1, . . . ,mk. Ïîäìíîæåñòâó S
ìíîæåñòâà M ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð X(S) = (x1, . . . , xk) èç íóëåé è åäèíèö, j-ÿ
êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1, åñëè mj ∈ S, è 0, åñëè mj 6∈ S. Íàáîð X(S) íàçûâàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì ìíîæåñòâà S.

Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ M è T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ∪ T , ýëåìåíòû êîòîðîãî
ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ M è T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ∩ T , ýëåìåíòû êîòîðîãî
ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ M \ T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò
M , íî íå ïðèíàäëåæàùèõ T . Ðàçíîñòü M \ T òàêæå íàçûâàþò äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà
T äî ìíîæåñòâà M . Åñëè ìíîæåñòâî M îïðåäåëåíî èç êîíòåêñòà, òî ðàçíîñòü M \ T îáî-
çíà÷àþò T .

Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ M è T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ⊗ T , ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ðîâíî îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ (M⊗T = (M \T )∪(T \M)).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè, êàê è îáû÷íî, ìîæåò
áûòü çàäàíà ñêîáêàìè. Ïðè îòñóòñòâèè ñêîáîê ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ óíàðíûå îïåðàöèè
(äîïîëíåíèå), çàòåì � ïåðåñå÷åíèÿ, çàòåì � îáúåäèíåíèÿ, ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé
ðàçíîñòè (ïðèîðèòåò ïîñëåäíèõ òðåõ îïåðàöèé îäèíàêîâ).

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ M è T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M × T , ñî-
ñòàâëåííîå èç âñåõ ïàð (x, y), ãäå x ∈ M , à y ∈ T . Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà

ñàìîãî íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ An =

n︷ ︸︸ ︷
A× · · · × A.

Äèàãðàììîé Âåííà-Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâ â âè-
äå êðóãîâ (êðóãè Ýéëåðà) èëè êàêîé-òî äðóãîé îáëàñòè. Äèàãðàììû Âåííà-Ýéëåðà ïîç-
âîëÿþò íàãëÿäíî ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïî ñóòè, äîêà-
çàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàìì äëÿ îáåèõ ÷àñòåé òîæäåñòâà è ñðàâíåíèþ
äèàãðàìì.

Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé âåðíû:

1. a ⊆ {a, b}; 5. {a} ⊂ {{a}, b}; 9. {a, b} ⊆ {{a}, {b}}; 13. ∅ ∈ {∅};
2. a ⊂ {a, b}; 6. a ∈ {{a}, b}; 10. {a, b} ∈ {{a}, {b}}; 14. ∅ ⊆ {∅};
3. {a} ⊆ {a, b}; 7. {a} ∈ {{a}, b}; 11. ∅ ⊂ {a, b}; 15. ∅ ∈ ∅;
4. a ∈ {a, b}; 8. {a, b} ⊆ {{a}, b}; 12. ∅ ∈ {a, b}; 16. ∅ ⊆ ∅.

1.2. Ïóñòü L -ëàòèíñêèé àëôàâèò. Êàêîé èç çíàêîâ {∈, 6∈,⊆} ìîæíî ïîñòàâèòü âìåñòî ◦
äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðíîãî âûñêàçûâàíèÿ?

1. a ◦ L; 5. {a} ◦ L; 9. L ◦ 2L; 13. {h} ◦ 2L;
2. 1 ◦ L; 6. L ◦ L; 10. {f, i, n} ◦ 2L; 14. {a, b} ◦ L2;
3. ∅ ◦ L; 7. ∅ ◦ 2L; 11. 1 ◦ 2L; 15. (a, b) ◦ L2;
4. {a, x, q} ◦ L; 8. {∅} ◦ 2L; 12. h ◦ 2L; 16. (a, b) ◦ L× {b, c}.

1.3. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ïðàâèëüíûå?

1. {{1, 2}, 3} = {1, 2, 3}; 4. {1, 2} ⊂ {{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2};
2. {{1, 2}, 3} ⊆ {1, 2, 3}; 5. {∅} = ∅;
3. {1, 2} ∈ {{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2}; 6. {∅} ∈ 2∅.
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1.4. Çàäàéòå ìíîæåñòâî ñïèñêîì ýëåìåíòîâ:

1. {x |x2 − 4x+ 3 = 0, x ∈ N}; 8. {x | |x| ≤ 5, cosx = 0, x ∈ R};
2. {x |x2 + x ≤ 2, x ∈ N}; 9. {x | |x|+ |2x− 3| = 2, x ∈ R};
3. {x | 2x2 − 5x = 2, x ∈ Z}; 10. {x | max{|x+ 1|, 2x+ 5} = 2, x ∈ R}
4. {x |x2 − 2x+ 1 = 0, x ∈ R}; 11. {x |x− äåëèòåëü 24, x ∈ N};
5. {x |x2 − 2 = 0, x ∈ R}; 12. {x |x− ãëàñíàÿ áóêâà ðóññêîãî àëôàâèòà};
6. {x |x3 − 2x+ 1 ≤ 10, x ∈ N}; 13. {x |x− ÷åòíàÿ öèôðà};
7. {x | 2x − 3x ≤ 10, x ∈ Z}; 14. {x |x− îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 5}.

1.5. Çàäàéòå ìíîæåñòâî ñïèñêîì ýëåìåíòîâ:

1. 2{a}; 2. 2∅; 3. 22∅ ; 4. 222
∅
.

1.6. Çàäàéòå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A×B ñïèñêîì ýëåìåíòîâ:

1. A = {0, 1}, B = {2, 3}; 2. A = {a, b}, B = {1, 2, 3}.

1.7. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ îòðåçêà, ïîëó-
èíòåðâàëà, è èíòåðâàëà:

1. { x | 2 ≤ x ≤ 3}; 3. { x |x ≤ 1}; 5. { x | |x| ≥ 2};
2. { x | − 1 < x ≤ 4}; 4. { x |x > 5}; 6. { x | |x| − |2x+ 6| < 3}.

1.8. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, åñëè A,B,C � çàäàííûå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé:

1. { X | |AX| = 3}; 4. { X | |AX| = |BX|}; 7. { X | |AX|+ |AB| = |BX|};
2. { X | |AX| ≤ 4}; 5. { X | |AX| ≤ |BX|}; 8. { X | |AX| = |BX| = |CX|};
3. { X | |AX| > 1}; 6. { X | |AX|+ |BX| = |AB|}; 9. { X | |AX| = |BX| ≤ |CX|}.

1.9. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâàM = {1, 2, 3, 4, 5, 6}:
1. A = { x |x2 − 6x+ 8 = 0, x ∈M}; 4. A = {x |x− äåëèòåëü 24, x ∈M};
2. A = { x | |x| ≤ 3, x ∈M}; 5. A = {x |x− ïðîñòîå ÷èñëî, x ∈M}; ;

3. A = { x | |x− 3| > 1, x ∈M}; 6. A = { x | (−1)
x(x−1)

2 = 1, x ∈M}.

1.10. Âûïèøèòå âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M = {1, 2} è
äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà óêàæèòå òî ïîäìíîæåñòâî M , êîòîðîå
åìó ñîîòâåòñòâóåò.
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1.11. Íàéäèòå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B (A ∪B):
1. A = {x |x2 = 1}, 6. A = [0, 1)× [−1, 0],
B = {0, 1}; B = [1, 2]× [−1, 0];

2. A = {0, 1}2, 7. A = {(x, y) | |x|+ |y| ≤ 1, x, y ∈ R},
B = {1, 2} × {0, 1}; B = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1, x, y ∈ R};

3. A = 2{a,b}, 8. A = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1, x, y ∈ R},
B = 2{a,c}; B = [−1, 1]2;

4. A = [1; 2], 9. A = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 3},
B = (2; 7); B = [−1, 1]3.

5. A = (−∞; 3],
B = (2; 5];

1.12. Íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B (A ∩B):
1. A = {1, 2, 4}, 6. A = [0, 1]× [−1, 0],

B = {1, 4, 6}; B = [1, 2]× [−1, 0];
2. A = {0, 1}2, 7. A = {(x, y) | |x|+ |y| ≤ 1, x, y ∈ R},
B = {1, 2} × {0, 1}; B = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1, x, y ∈ R};

3. A = 2{a,b}, 8. A = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1, x, y ∈ R},
B = 2{a,c}; B = [−1, 1]2;

4. A = [1; 3], 9. A = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 3},
B = (2; 7); B = [−1, 1]3.

5. A = [0,∞),
B = (−1, 1);

1.13. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (A \B):
1. A = {1, 2, 4}, 3. A = 2{a,b}, 5. A = [0,∞),

B = {1, 4, 6}; B = 2{a,c}; B = (−1, 1);
2. A = {0, 1}2, 4. A = [1; 3], 6. A = [0, 2]× [−1, 0],
B = {1, 2} × {0, 1}; B = (2; 7); B = [1, 3]× [−1, 0].

1.14. Íàéäèòå ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (A⊗B):
1. A = {1, 2, 4}, 3. A = 2{a,b}, 5. A = [0,∞),

B = {1, 4, 6}; B = 2{a,c}; B = (−1, 1);
2. A = {0, 1}2, 4. A = [1; 3], 6. A = [0, 2]× [−1, 0],
B = {1, 2} × {0, 1}; B = (2; 7); B = [1, 3]× [−1, 0].
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1.15. Íàéäèòå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A â óíèâåðñå U (A):

1. A = {1, 2, 4}, 3. A = 2{a,b}, 5. A = [0,∞),
U = {1, 2, 3, 4, 5}; U = 2{a,b,c}; U = R;

2. A = {0, 1}2, 4. A = [1; 3], 6. A = [0, 1]2,
U = {0, 1, 2}2; U = (0; 4); B = [0, 3]2.

1.16. Îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé è ðàññòàâèòü ñêîáêè â ïðà-
âèëüíîì ïîðÿäêå:

1. A ∪B ⊗ C \ A ∩D; 3. AB \ CD ⊗ A ∪D;

2. A ∩B ∪ C \D \D; 4. A \B \ C ∪D ∩ A ∪ A ∪ C.

1.17. Èçáàâèòüñÿ â âûðàæåíèè îò ëèøíèõ ñêîáîê:

1. (A \B) ∪ ((C ∩B) \D); 3. ((A ∪B) \ ((C ∩D) \B))⊗ (A ∩D);

2. ((A ∩B)⊗ C) ∪ (((B \ C) ∪D); 4. ((A \B) ∩ (B \D)) ∪ ((B \ (C \D))⊗ AB).

1.18. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé âåðíû, åñëè a ∈ A, è A ⊂ B:

1. a 6∈ B; 4. a ∈ A ∪B; 7. a ∈ A⊗B; 10. {a} ⊆ A;

2. a ∈ B; 5. a 6∈ A ∩B; 8. a 6∈ B; 11. a ∈ B \ A;
3. A ∈ B; 6. a ∈ A \B; 9. {a} ∈ 2B; 12. a ∈ 2A.

1.19. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé âåðíû, åñëè a ∈ A, a 6∈ B è B ⊆ A ⊆ C:

1. a 6∈ C; 5. a ∈ A \B; 9. a ∈ A \ C; 13. a ∈ B ∩ (A ∪ C);
2. a ∈ C; 6. a ∈ B \ A; 10. a ∈ B; 14. a ∈ (B ∩ A) ∪ C;
3. a ∈ A ∩B; 7. a ∈ A⊗B; 11. a ∈ B × C; 15. {a} ⊆ B ∪ (C \ A);
4. a ∈ A ∪B; 8. a ∈ B ∪ C; 12. (a, a) ∈ C2; 16. {a} ⊆ A ∩ (C \B).

1.20. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ìíîæåñòâ A è B ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, (01101) è
(00110). Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ìíîæåñòâ:

1. A ∪B; 3. A \B; 5. A⊗B; 7. A ∩B;
2. A ∩B; 4. B \ A; 6. A; 8. (A ∪B) ∩ (A ∪B).

1.21. Èçâåñòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîæåñòâà A ñîäåðæèò ðîâíî 4 åäèíèöû, à
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîæåñòâà B ñîäåðæèò ðîâíî 5 åäèíèö. Ñêîëüêî åäèíèö
ìîæåò ñîäåðæàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ìíîæåñòâà:

1. A ∪B; 3. A \B; 5. A⊗B;
2. A ∩B; 4. B \ A; 6. A×B
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1.22. ÏóñòüM5,M6,M7 îáîçíà÷àþò ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî
èç âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ 5, 6 è 7. Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè âûðàçèòå
÷åðåç íèõ ìíîæåñòâà ÷èñåë:

1. Âñå ÷èñëà, êðàòíûå 210;

2. Âñå ÷èñëà, êðàòíûå 5, íî íå êðàòíûå 42;

3. Âñå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ 35 è êðàòíûå 6.

1.23. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå ñîîòíîøåíèé âåðíû?

1. A× ∅ = A; 4. 2A∪B = 2A ∪ 2B; 7. 2A\B = 2A \ 2B; 10. 2A⊗B ⊆ 2A ⊗ 2B;
2. ∅ × A = ∅; 5. 2A ∪ 2B ⊆ 2A∪B; 8. 2A\B ⊆ 2A \ 2B; 11. 2A×B = 2A × 2B;

3. 2∅ = ∅; 6. 2A∩B = 2A ∩ 2B; 9. 2A⊗B = 2A ⊗ 2B; 12. 2A = 2A.

1.24. Äîêàçàòü òîæäåñòâî:

1. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C); 5. (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);
2. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C); 6. A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C);
3. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C); 7. (A \B)2 = A2 \ (A×B) \ (B × A);
4. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C); 8. (A⊗B)× C = (A× C)⊗ (B × C).

1.25. Äîêàçàòü âêëþ÷åíèå (òîæäåñòâî):

1. 2A ∪ 2B ⊆ 2A∪B; 3. 2A ⊆ 2A; 5. 2A−B ⊆ 2A \ 2B;

2. 2A ∩ 2B = 2A∩B; 4. 2A\B = 2A ∩ 2B; 6. 2A∪B ∩ 2A∩B = 2A⊗B.

1.26. Äîêàçàòü òîæäåñòâî, èñïîëüçóÿ äèàãðàììû Âåííà�Ýéëåðà:

1. A = A; 7. A⊗B = (A ∩B) ∪ (A ∩B);
2. A ∪B = A ∩B; 8. A \ (A \B) = A ∩B;
3. A ∩B = A ∪B; 9. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);
4. A \B = A ∩B; 10. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

5. A \B = A ∪B; 11. A \ (B ∪ C) = A ∩B ∩ C;
6. A⊗B = (A ∩B) ∪ (A ∩B); 12. A \ (B \ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

1.27. Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñîîòíîøåíèå:

1. (A⊗ (B ∩ C))⊗ ((B ∩ C) ⊗ (A⊗B)) = B;
2. (C ⊗B)⊗ A = (C ⊗B)⊗ A;
3. C ⊗ ABC = (C ⊗BC)⊗ (AB ⊗ ABC);
4. ABC ∪ ABC = ABC ⊗ ABC.

9



1.28. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. A ∩B 6= ∅, A ∩ C = ∅, 3. B \ A = ∅, B ∪ C = ∅,
(A ∩B) \ C = ∅; A ∩ C 6= ∅;

2. A⊗B 6= ∅, A ∩ C = ∅, 4. A \B = ∅, B ∩ C = ∅,
A ∩B = ∅; A ∩ C 6= ∅.

1.29. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C èç âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ñëåâà ñëåäóåò
âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ ñïðàâà:

1. A ⊆ B ∪ C → A ∪B ⊆ B ∪ C; 3. B \ C ⊆ A→ B ⊆ C ∪ (B ∩ A);
2. A ⊆ B ∪ C → (A \B) ∪ (A ∩ C) ⊆ C; 4. B ⊆ C \ A→ A ∪ (B \ C) ⊆ A \B.

1.30. Ïîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ðàâåíñòâà è âêëþ÷åíèÿ:

1. A ∩B = A↔ A ⊆ B; 3. A ∩B = ∅ ↔ A ⊆ B; 5. A⊗B = ∅ ↔ A = B.
2. A ∪B = A↔ B ⊆ A; 4. A \B = ∅ ↔ A ⊆ B;

1.31. Ïðîâåðèòü ðàâíîñèëüíîñòü ðàâåíñòâà è âêëþ÷åíèÿ:

1. A ⊆ B \ C ↔ B = (A⊗B) ∪ (A \ C);
2. A ⊆ BC ↔ A ∪B = (B ∩ C) ∪ (B \ A);
3. A ∪B ⊆ C ↔ B ⊗ C = (A \B) ∪ (C \B);
4. A ∪B ⊆ C ↔ A ∪B = (A⊗B) ∪ (B ∩ C).

1.32. Âûÿñíèòü, ðàâíîñèëüíû ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû óñëîâèé:

1.

 A ⊆ B ⊆ C
D ⊆ C
A ∪D = B ∪ C

, 2.


A ∩B ⊆ C ∩D
A ∩ C ⊆ B ∪D
A ⊆ B ∪ C

, 3.


C ⊗D ⊆ A
B ∪D ⊆ A ∪ C
A \D ⊆ C \B

,

{
A ⊆ B
C ⊆ D

;


A ⊆ C ∩D
B \ C ⊆ A
A ⊆ C ∪D

;


A \ C ⊆ C \D
A ∩B ⊆ C ∩D
A ⊆ C ∪D

.

1.33. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X è óêàçàòü óñëîâèÿ ñîâìåñò-
íîñòè ñèñòåìû èëè äîêàçàòü å¼ íåñîâìåñòíîñòü:

1.


B \X = A ∩ C
A \X = C \B
X \ C = A ∪B

; 2.


B ∪X = B ∩ C
A ∪ C = C ∩X
A ∪B = X ∩ C

; 3.


C \ A = B ⊗X
C \X = B \ A
A ∩X = B ∩ C

.
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2. Îòíîøåíèÿ

Îòíîøåíèåì íàçûâàþò ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ρ äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ M1 × · · · ×
Mn. ×èñëî n îïðåäåëÿåò àðíîñòü (ìåñòíîñòü) îòíîøåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò ìåñòíîñòè îò-
íîøåíèÿ èìåþò íàçâàíèÿ: n = 1 � óíàðíîå (îäíîìåñòíîå) îòíîøåíèå, n = 2 � áèíàðíîå
(äâóìåñòíîå) îòíîøåíèå, n = 3 � òåðíàðíîå (òðåõìåñòíîå) îòíîøåíèå, n > 3 � n - àðíîå
(èëè n-ìåñòíîå) îòíîøåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî n-àðíîå îòíîøåíèå ρ îïðåäåëåíî íà ìíîæå-
ñòâå M , åñëè ρ ⊆Mn.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè èíäóöèðóþò îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè. Ïóñòü ρ ⊆M1 ×
· · · ×Mn è τ ⊆M1 × · · · ×Mn. Òîãäà îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿ:

îáúåäèíåíèå � ρ ∪ τ = {(m1, . . . ,mn)| (m1, . . . ,mn) ∈ ρ èëè (m1, . . . ,mn) ∈ τ},
ïåðåñå÷åíèå � ρ ∩ τ = {(m1, . . . ,mn)| (m1, . . . ,mn) ∈ ρ è (m1, . . . ,mn) ∈ τ},
ðàçíîñòü � ρ \ τ = {(m1, . . . ,mn)| (m1, . . . ,mn) ∈ ρ è (m1, . . . ,mn) 6∈ τ},
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü � ρ⊗ τ = (ρ \ τ) ∪ (τ \ ρ),
äîïîëíåíèå � ρ = {(m1, . . . ,mn)| (m1, . . . ,mn) 6∈ ρ}.
Áèíàðíîå îòíîøåíèå: äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ çàïèñè (m1,m2) ∈ ρ è m1ρm2 ýêâè-

âàëåíòíû. Äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè:
ïðîèçâåäåíèå ρ1 ⊆ A × B è ρ2 ⊆ B × C � áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ1 · ρ2 ⊆ A × C,

îáðàçîâàííîå òàêèìè ïàðàìè (a, c), ÷òî íàéäåòñÿ b ∈ B, äëÿ êîòîðîãî aρ1b è bρ2c;
îáðàòíîå ê îòíîøåíèþ ρ � îòíîøåíèå ρ−1 = {(a, b)| (b, a) ∈ ρ}.
Âèäû áèíàðíûõ îòíîøåíèé: îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåíîå íà M , íàçûâàþò

1. ðåôëåêñèâíûì, åñëè aρa äëÿ ëþáîãî a ∈M ;

2. àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè (a, a) 6∈ ρ äëÿ ëþáîãî a ∈M (ò.å. ρ ðåôëåêñèâíî);

3. ñèììåòðè÷íûì, åñëè èç aρb ñëåäóåò bρa;

4. àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè èç óñëîâèé aρb è bρa ñëåäóåò a = b;

5. òðàíçèòèâíûì, åñëè èç óñëîâèé aρb è bρc ñëåäóåò aρc;

6. ïîëíûì (ëèíåéíûì), åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈M , ëèáî aρb, ëèáî bρa.
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Ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íàçûâàþò îòíîøåíèåì ýêâè-

âàëåíòíîñòè. Ïîä êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a ∈M îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ρ ïîíèìàåì ìíîæåñòâî [a] = {b| (a, b) ∈ ρ}. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
ρ çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò ôàêòîð ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àþò M/ρ.

Àíòèñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íàçûâàþò îòíîøåíèåì ïîðÿäêà. Ðå-
ôëåêñèâíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íàçûâàþò îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à àíòè-
ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå � îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà. Ïîëíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà
íàçûâþò ïîëíûì (ëèíåéíûì) ïîðÿäêîì.

Äèàãðàììîé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ, îïðåäåëåííîãî íàM , íàçûâàþò ñõåìó, â êîòîðîé
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé íà ïëîñêîñòè, è åñëè aρb, òî òî÷êè
a è b ñîåäèíÿþò íàïðàâëåííîé äóãîé (ñòðåëêîé). Åñëè aρb è bρa, òî äâå íàïðàâëåííûå â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ äóãè, ñîåäèíÿþùèå a è b, ìîãóò áûòü çàìåíåíû îäíîé íå
íàïðàâëåííîé äóãîé.

Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈M ïîêðûâàåòñÿ b ∈M, b 6=
a, åñëè èç aρc è cρb ñëåäóåò îäíî èç ðàâåíñòâ, ëèáî a = c, ëèáî b = c. Äèàãðàììîé
Õàññå íàçûâàþò ñõåìó, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé
íà ïëîñêîñòè, è åñëè a ïîêðûâàåò b, òî òî÷êè a è b ñîåäèíÿþò îòðåçêîì, ïðè÷åì òî÷êó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ a, ðàñïîëàãàþò âûøå b.

Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

2.1. Ïóñòü n-ìåñòíûå îòíîøåíèÿ ρ è τ îïðåäåëåíû íà M . Ïîñòðîèòü îòíîøåíèÿ ρ ∪ τ ,
ρ ∩ τ , ρ− τ , ρ⊗ τ , ρ:

1. n = 1, M = R, ρ = [1; 5), τ = (2; 7];

2. n = 2, M = N, ρ = {(a, b)| a < 3b}, τ = {(a, b)| a < 2b+ 3};
3. n = 3, M = N, ρ = {(a, b, c)|ab < c}, τ = {(a, b, c)| a+ b < c};
4. n = 3, M = Z, ρ = {(a, b, c)| a = b}, τ = {(a, b, c)| b = c};
5. n = 3, M = 2A, ρ = {(x, y, z)| x ∪ y ⊆ z}, τ = {(x, y, z)| x ∩ y ⊆ z}.

2.2. Ïóñòü n-ìåñòíûå îòíîøåíèÿ ρ ⊆ M1 × · · · × Mn è τ ⊆ M1 × · · · × Mn. Äîêàçàòü
ðàâåíñòâà:

1. ρ = ρ; 3. ρ ∩ τ = ρ ∩ τ ; 5. ρ \ τ = ρ ∪ τ ;
2. ρ ∪ τ = ρ ∩ τ ; 4. ρ \ τ = ρ ∩ τ ; 6. ρ⊗ τ = (ρ ∪ τ) ∩ (ρ ∩ τ).
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2.3. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ è τ îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå M . Ïîñòðîèòü îòîøåíèÿ ρ · τ
è τ · ρ:

1. M = R, ρ = {(x, y)| y = x2}, τ = {(x, y)| y = 2x};
2. M = R, ρ = {(x, y)| y = x+ 1}, τ = {(x, y)| y = tg x};
3. M = R, ρ = {(x, y)| y = x3}, τ = {(x, y)|x < y};
4. M = R, ρ = {(x, y)|x ≤ y}, τ = {(x, y)|x < y};
5. M = N, ρ = {(x, y)| y êðàòíî x}, τ = {(x, y)|x âçàèìíî ïðîñòîå ñ y};
6. M = N, ρ = {(x, y)| y êðàòíî x}, τ = {(x, y)|x ≤ y};
7. B ⊂ A, M = 2A, ρ = {(x, y)| y = A− x}, τ = {(x, y)| y = x ∩B}.

2.4. Äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ, îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå M , ïîñòðîèòü îòíîøåíèÿ
ρ−1 è ρ2:

1. M = {1, 2, 3}, ρ = {(1, 1), (1, 3), (2, 3)}; 5. M = R, ρ = {(x, y) | |x| ≤ y};
2. M = N, ρ = {(a, b)| a < b}; 6. M = Q, ρ = {(x, y) |xy = 0};
3. M = R, ρ = {(a, b)| a < b}; 7. M = 2A, ρ = {(x, y)| y = x};
4. M = N, ρ = {(x, y) |x êðàòíî y}; 8. M = 2A, ρ = {(x, y)|x ∪ y = A}.

2.5. Ïóñòü áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ, τ , µ îïðåäåëåíû íà M . Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ:

1. (ρ−1)−1 = ρ; 5. (ρ \ τ)−1 = ρ−1 \ τ−1; 9. (ρ ∪ τ) · µ = ρ · µ ∪ τ · µ;

2. ρ−1 = ρ−1; 6. (ρ⊗ τ)−1 = ρ−1 ⊗ τ−1; 10. (ρ ∩ τ) · µ ⊆ ρ · µ ∩ τ · µ;
3. (ρ ∪ τ)−1 = ρ−1 ∪ τ−1; 7. (ρ · τ) · µ = ρ · (τ · µ); 11. (ρ− τ) · µ ⊆ ρ · µ ∩ τ · µ;
4. (ρ ∩ τ)−1 = ρ−1 ∩ τ−1; 8. (ρ · τ)−1 = τ−1 · ρ−1.

2.6. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåííîå íà M , ðåôëåêñèâíûì
èëè àíòèðåôëåêñèâíûì:

1. M = {1; 2; 3}, ρ = {(1, 1); (1, 3); (2, 3)}; 4. M = R, ρ = {(a, b)| a− b ∈ Z};
2. M = N, ρ = {(a, b)| a < b}; 5. M = R, ρ = {(a, b)| a+ b ∈ Z};
3. M = N, ρ = {(a, b)| a êðàòíî b}; 6. M = 2A, ρ = {x, y)|x ⊆ y}.

2.7. Äîêàçàòü:

1. åñëè ðåôëåêñèâíû îòíîøåíèÿ τ è µ, òî ðåôëåêñèâíû îòíîøåíèÿ τ−1, τ ·µ, τ ∪µ,
τ ∩ µ;

2. åñëè àíòèðåôëåêñèâíû îòíîøåíèÿ τ è µ, òî àíòèðåôëåêñèâíû îòíîøåíèÿ τ−1,
τ ∪ µ, τ ∩ µ, τ \ µ, τ ⊗ µ;
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3. íàéäóòñÿ àíòèðåôëåêñèâíûå îòíîøåíèÿ τ è µ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
åòñÿ àíòèðåôëåêñèâíûì.

2.8. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåííîå íà M , ñèììåòðè÷íûì
èëè àíòèñèììåòðè÷íûì:

1. M = {1; 2; 3}, ρ = {(1, 1); (1, 3); (2, 1)}; 5. M = R, ρ = {(a, b)| a− b ∈ Z};
2. M = N, ρ = {(a, b)| a < b}; 6. M = R, ρ = {(a, b)| a+ b ∈ Z};
3. M = N, ρ = {(a, b)| a êðàòíî b}; 7. M = 2A, ρ = {x, y)|x ⊆ y};
4. M = Z, ρ = {(a, b)| a êðàòíî b}; 8. M = 2A, ρ = {x, y)|x ∪ y = A}.

2.9. Äîêàçàòü:

1. åñëè îòíîøåíèÿ τ è µ ñèììåòðè÷íû, òî ñèììåòðè÷íû îòíîøåíèÿ τ−1, τ∩µ, τ∪µ,
τ \ µ, τ ⊗ µ, τ · µ ∪ µ · τ ;

2. åñëè îòíîøåíèÿ τ è µ àíòèñèììåòðè÷íû, òî àíòèñèììåòðè÷íû îòíîøåíèÿ τ−1,
τ ∩ µ;

3. íàéäóòñÿ ñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ τ è µ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì;

4. íàéäóòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ τ è µ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
åòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì.

2.10. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåííîå íà M , òðàíçèòèâíûì:

1. M = {1; 2; 3}, ρ = {(1, 1); (1, 3); (2, 1)};
2. M = N, ρ = {(a, b)| a < b};
3. M = N, ρ = {(a, b)| b êðàòíî a};
4. M = N, ρ = {(a, b)| a, b � âçàèìíî ïðîñòûå};
5. M = N, ρ = {(a, b)| a+ 2b êðàòíî 3};
6. M = R, ρ = {(a, b)| a− b ∈ Z};
7. M = 2A, ρ = {x, y)|x ⊆ y};
8. M = 2A, ρ = {x, y)|x ∩ y = ∅}.

2.11. Äîêàçàòü, åñëè îòíîøåíèÿ τ è µ òðàíçèòèâíû, òî òðàíçèòèâíû îòíîøåíèÿ τ−1, τ ∩µ.
Ïðèâåñòè ïðèìåð òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé τ è µ, ÷òî îòíîøåíèÿ τ ∪ µ è τµ íå
ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè.

2.12. Íà ìíîæåñòâå {a, b, c} ïîñòðîèòü áèíàðíîå îòíîøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå, íå òðàíçèòèâíîå;
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2. ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå, íå òðàíçèòèâíîå;

3. ðåôëåêñèâíîå, íå ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå;

4. íå ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå;

5. íå ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå, òðàíçèòèâíîå.

2.13. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ, çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , 6}:
1. ρ = {(a, b)| a < b}; 4. ρ = {(a, b)| a âçàèìíî ïðîñòîå ñ b};
2. ρ = {(a, b)| a ≥ b}; 5. ρ = {(a, b)| a− b êðàòíî 3};
3. ρ = {(a, b)| b êðàòíî a}; 6. ρ = {(a, b)| a = b− 2}.

2.14. Ïî äèàãðàììå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïîñòðîèòü åãî îïèñàíèå â âèäå ìíîæåñòâà ïàð
ýëåìåíòîâ:
1. 2. 3. 4.na nc
nb nd

na nc
nb nd

na nc
nb nd

na nc
nb nd

-

��
��
�*
6

� ��
����

-H
HH

HHY � �	�
H
HHHHj

� �	�
� �	�

2.15. Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåííîå íà M , ÿâëÿòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Ïîñòðîèòü ôàêòîð�ìíîæåñòâî M/ρ:

1. M = N, ρ = {(x, y)| x+2y
3
∈ N}; 5. M = 2A, B ⊂ A, ρ = {(x, y) |x ∪B = y ∪B};

2. M = Z, ρ{(x, y)| x3−y
3
∈ Z}; 6. M = 2A, B ⊂ A, ρ = {(x, y) |x−B = y −B};

3. M = R, ρ = {(a, b) | a− b ∈ Z}; 7. M = 2A, B ⊂ A, ρ = {(x, y) |x ∩B = y ∩B};
4. M = R, ρ = (−∞, 1]2 ∪ (1,∞)2; 8. M = 2A, B ⊂ A, ρ = B2 ∪B2

.

2.16. Ïóñòü τ è µ � îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî τ−1, τ 2, τ∩µ � îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà τ ∪ µ è τ · µ íå ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè
ýêâèâàëåíòíîñòè.

2.17. Ïóñòü ρ ⊆M2 � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàòü:

1. äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M ëèáî [a] = [b], ëèáî [a] ∩ [b] = ∅ (ãäå [a] = {x|xρa} � êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè a);

2. åñëè P ⊆M � ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò), òî M = ∪a∈P [a]
� ðàçáèåíèå M íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà è ρ = ∪a∈P [a]2.

2.18. Ïóñòü M = ∪ki=1Ai � ðàçáèåíèå M íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Ïîêàçàòü, ÷òî
ρ = ∪ki=1A

2
i ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè Ai,

ãäå i = 1, . . . , k.
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2.19. Ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} îòíîøåíèåì ýêâàâàëåíòíîñòè ρ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè êëàñ-
ñà ýêâèâàëåíòíîñòè {1, 3, 5}, {2, 6, 7}, {4}. Çàäàòü ρ ïåðå÷èñëåíèåì.

2.20. Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äèàãðàììà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè? Èñïîëüçóÿ ýòî
ñâîéñòâî, ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ, ãäå n ∈ {2, 3, 4}.

2.21. Ïðîâåðèòü, îáðàçóåò îòíîøåíèå ρ, îïðåäåëåííîå íàM , ïîðÿäîê, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê,
ëèíåéíûé ïîðÿäîê:

1. M = N, ρ = {(x, y) | x
y
∈ N}; 6. M = N2, ρ = {((x1, x2), (y1, y2)) |x1x2 ≥ y1y2};

2. M = Z, ρ = {(x, y) |x < y}; 7. M = 2A, ρ = {(x, y) |x ⊆ y};
3. M = Q, ρ = {(x, y) |x ≥ y}; 8. M = 2A, B ⊂ A, ρ = {(x, y) |x ∩B ⊂ y ∩B};
4. M = R, ρ = {(x, y) |x2 ≥ y}; 9. M = 2A, B ⊂ A, ρ = {(x, y) |x ∪B ⊆ y};
5. M = R, ρ = {(x, y) | |x| ≤ |y|}; 10. M = 2A, ρ = {(x, y) | |x| ≤ |y|}.

2.22. Ïóñòü τ è µ � îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòü, ÷òî τ−1, µ2, τ ∩ µ �
îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà τ ∪ µ è τ · µ íå ÿâëÿþòñÿ
îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

2.23. Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò äèàãðàììà îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà? Èñïîëüçóÿ
ýòî ñâîéñòâî, ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåòîâ, ãäå n ∈ {2, 3}.

2.24. Íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , 6} çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ρ. Ïîñòðîèòü äèà-
ãðàììó Õàññå äëÿ ρ:

1. ρ = {(x, y) | y êðàòíî x}; 3. ρ = {(x, y) |x = y èëè x ≤ y − 2};
2. ρ = {(x, y) |x ≤ y}; 4. ρ = {(x, y) | 2x ≤ y èëè x = y}.

2.25. Ïî äèàãðàììå Õàññå âîññòàíîâèòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:

1. nc
nb
na

2. ne
nc
na

nf
nd
nb

@
@
@

@
@
@

�
�

�
�

�
�

3. nd ne nf ng
nb nc
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@
@

�
�

@
@

�
�

Q
Q
Q
Q

�
�
�
�

4. nh nm
ne nf ng
na nb nc

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

@
@

@
@

@
@

@
@
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3. Ôóíêöèè, îïåðàöèè

Ôóíêöèåé (îïåðàöèåé) f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X è îáëàñòüþ çíà÷åíèÿ Y
ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå f ⊆ X × Y . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ àðãóìåí-
òàìè, à ýëåìåíò y ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî (x, y) ∈ f , íàçûâàåòñÿ
çíà÷åíèåì ôóíêöèè f îò àðãóìåíòà x, è îáîçíà÷àåòñÿ f(x). Çàïèñè (x, y) ∈ f è y = f(x)
ýêâèâàëåíòíû. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ y ∈ Y , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêîé
x ∈ X, ÷òî ïàðà (x, y) ∈ f , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ìíîæå-

ñòâå X è îáîçíà÷àåòñÿ f(X). Åñëè X = M1×· · ·×Mk, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ k - àðíîé
(ìåñòíîé). Åñëè X = Mk, òî ãîâîðÿò, ÷òî k-àðíàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà M . Ïðè k = 2
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé íà X, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ
òàêîé y ∈ Y , ÷òî y = f(x) ((x, y) ∈ f). Ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé,
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé. Ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëå-
íî çíà÷åíèå ôóíêöèè f , íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò Df .
Ôóíêöèÿ f âñþäó îïðåäåëåíà íà X, åñëè Df = X, è ÷àñòè÷íî îïðåäåëåíà, åñëè Df ⊂ X.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé, åñëè äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà íàéäåòñÿ íå áî-
ëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé.
Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé è îäíîçíà÷íîé.
Ìíîæåñòâî âñþäó îïðåäåëåííûõ íà X è îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé Y
îáîçíà÷àþò Y X . Ïóñòü f ∈ Y X è g ∈ ZY . Êîìïîçèöèåé ôóíêöèèé f · g íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ g(f(x)) ∈ ZX (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé).

Ôóíêöèÿ f ∈ Y X íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, åñëè f(X) = Y , ò.å. îáëàñòü çíà÷åíèé è
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ñîâïàäàþò.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè èç ñîâïàäåíèé çíà÷åíèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî
àðãóìåíòîâ.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé (áèåêöèÿ), åñëè îíà îäíîâðåìåííî ñþðúåêòèâíà è
èíúåêòèâíà. Äëÿ áèåêòèâíîé ôóíêöèè f ∈ Y X îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 ∈ XY :
x = f−1(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = f(x) (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì îáðàòíîãî
îòíîøåíèÿ).
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Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f ∈ Y X .
Ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû, îáîçíà÷àþò ðàâåíñòâîì |X| = |Y |. Ðàâíîìîùíûå êî-
íå÷íûå ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî X ðàâ-
íîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà Y , çàïèñûâàþò â âèäå íå ñòðîãî íåðàâåí-
ñòâà |X| ≤ |Y |. Åñëè, êðîìå òîãî, X íå ðàâíîìîùíî Y , òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå |X| < |Y |.
Ïî òåîðåìå Êàíòîðà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |X| < |2X |.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(ò.å. ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü). Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ êîí-
òèíóóì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|N| < |R|.

Äëÿ áèíàðíîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà M , çàïèñè f(x, y) è xfy ðàâíîçíà÷íû. Áè-
íàðíàÿ îïåðàöèÿ ◦ íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) äëÿ âñåõ
a, b, c ∈M . Îïåðàöèÿ ◦ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè a ◦ b = b ◦ a äëÿ âñåõ a, b ∈M .

Â êóðñå àëãåáðû áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ìíîæåñòâ ñ îïðåäåëåííûìè
íà íèõ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè. Ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííîé íà íåì àññîöèàòèâíîé îïåðà-
öèåé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Ýëåìåíò ïîëóãðóïïû e ∈ M íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì
(íóëåâûì), åñëè äëÿ âñåõ a ∈M ñïðàâåäëèâî a ◦ e = e ◦ a = a. Ýëåìåíò ïîëóãðóïïû b ∈M
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a, åñëè a◦b = b◦a = e. Îáðàòíûé ýëåìåíò ê a îáîçíà÷àþò
a−1. Ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñóùåñòâó-
åò îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé), åñëè
îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà. Ïðè çàïèñè àáåëåâîé ãðóïïû ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
+ � îáîçíà÷åíèå îïåðàöèè, 0 � îáîçíà÷åíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, −a - îáîçíà÷åíèå îá-
ðàòíîãî ýëåìåíòà ê a.

Ìíîæåñòâî K ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè + è ◦ íàçûâåòñÿ êîëü-
öîì, åñëè K ñ îïåðàöèåé + îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó, K ñ îïåðàöèåé ◦ îáðàçóåò ïîëóãðóï-
ïó è îïåðàöèè + è ◦ ñâÿçàíû çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè (a + b) ◦ c = a ◦ c + b ◦ c è
c ◦ (a + b) = c ◦ a + c ◦ b. Êîëüöî P ñ îïåðàöèÿìè + è ◦ íàçûâåòñÿ ïîëåì, åñëè P − {0} ñ
îïåðàöèåé ◦ îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó.
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Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

3.1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå φ ⊆ R2 îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f . ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f âñþäó
îïðåäåëåííîé èëè ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé? Åñëè ôóíêöèÿ f ÷àñòè÷íî îïðåäåëåíà,
òî íàéòè åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Îïèøèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Îïðå-
äåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f îäíîçíà÷íîé, èëè ìíîãîçíà÷íîé? Ïðèíàäëåæèò ëè f
ìíîæåñòâó RR?

1. φ = {(a,−a)|a ∈ R}; 6. φ = {(a+ b, ab))| a, b ∈ R};
2. φ = {(a, 2a)| a ∈ R}; 7. φ = {(a+ b, a− b))| a, b ∈ R};
3. φ = {(2a, a)| a ∈ R}; 8. φ = {(ab, ab+ 1))| a, b ∈ R};
4. φ = {(a, a2)| a ∈ R}; 9. φ = {(a, b))| a < b, a, b ∈ R}.
5. φ = {(a2, a)| a ∈ R};

3.2. Âûïèøèòå âñå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {0, 1}{0,1}; {0, 1, 2}{0,1}; {0, 1}{0,1,2}.

3.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå:

1. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B); 3. f(A−B) ⊆ f(A)− f(B);
2. f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B); 4. f(A⊗B) ⊆ f(A)⊗ f(B).

3.4. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ∈ BA ñþðúåêòèâíîé?

1. A = B = R, f(x) = |x|; 5. A = N2, B = N, f(x, y) = max{x, y};
2. A = B = R, f(x) = x3; 6. A = N2, B = N, f(x, y) = x(y + 1);

3. A = B = Z, f(x) = 2x; 7. A = N2, B = N, f(x, y) = (x+y−1)(x+y−2)
2

+ x.
4. A = B = R, f(x) = 2x;

3.5. Âûïèøèòå âñå ñþðüåêòèâíûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâ {0, 1}{0,1}; {0, 1}{0,1,2}.

3.6. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè f ∈ BA èíúåêòèâíîé?

1. A = B = N, f(x) = 2x; 4. A = B = N2, f(x, y) = (max{x, y},min{x, y});
2. A = B = R, f(x) = x2; 5. A = N2, B = N, f(x, y) = (x+y−1)(x+y−2)

2
+ x;

3. A = B = N, f(x) = x2; 6. A = B = N2 f(x, y) = (3x+ y, x+ 2y).

3.7. Âûïèøèòå âñå èíúåêòèâíûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {0, 1}{0,1}; {0, 1, 2}{0,1}.

3.8. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè f ∈ BA áèåêòèâíîé:

1. A = B = R, f(x) = ex − e−x; 4. A = B = N2, f(x, y) = (x+ y, x);

2. A = B = R, f(x) = x · ex; 5. A = N2, B = N f(x, y) = (x+y−1)(x+y−2)
2

+ x;
3. A = B = R2, f(x, y) = (x+ y, x); 6. A = B = Z2 f(x, y) = (3x+ 2y, 5x+ 3y).
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3.9. Âûïèøèòå âñå áèåêòèâíûå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}{1,2,3}.

3.10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b, c ∈ R ôóíêöèÿ f ∈ RR ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé?

1. f(x) = x3 + ax2 + bx+ c; 3. f(x) = (x− a)(x− b)(x− c);
2. f(x) = max{ax+ b, cx+ 5}; 4. f(x) = min{x2 + ax+ b, x+ c}.

3.11. Ïîêàçàòü,÷òî ôóíêöèÿ f ∈ BA ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è íàéòè f−1:

1. A = N ∪ {0}, B = N, f(x) = x+ 1;

2. A = [0, 1], B = [0, 2], f(x) = 2x;

3. A = (0, 1); B = (0,+∞), f(x) = 1
x
− 1;

4. A = N, B = Z, f(x) = (−1)x x
2

+ 1−(−1)x
4

;

5. A = N2, B = N, f(x, y) = (x+y−1)(x+y−2)
2

+ x;

3.12. Ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ñ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà M
ñóùåñòâóåò òàêîå îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ρ, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈M ìíîæåñòâî
Mb = {x|xρb} � êîíå÷íî.

3.13. Ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ñ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò èíúåêöèÿ èç NM .

3.14. Ïîêàçàòü ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà M :

1. M � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà T ;

2. M � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà H;

3. M � îáúåäèíåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ T è H;

4. M = Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

5. M � îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ;

6. M � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ T è H;

7. M = Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

8. M � äåêàðòîâà ñòåïåíü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà T ;

9. M � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè;

10. M � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè;

11. M � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà T (M ⊂ 2T ).
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3.15. Óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B:

1. A = (0, 1), B = (1, 5); 4. A = [0, 1), B = (2, 4]; 7. A = [0, 1], B = [−2, 3];
2. A = (0, 1), B = (0,∞); 5. A = [0, 1), B = [0,∞); 8. A = [0, 1], B = (0, 1);
3. A = (−1, 1), B = R; 6. A = [0, 1), B = (0, 1); 9. A = [−1, 1], B = R.

3.16. Óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B:

1. A = (0, 1)2, B = (1, 5)× (−2, 3); 4. A = (−1, 1)2, B = R2;
2. A = [0, 1), B = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}; 5. A = [0, 1)× Z, B = R;
3. A = [−1, 1]2, B = {(x, y) ∈ R|x2 + y2 ≤ 1}; 6. A = (0, 1) \Q, B = (0, 1).

3.17. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ (0, 1)2 è (0, 1).

3.18. Äîêàçàòü:

1. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî èõ ýëåìåí-
òîâ ñîâïàäàþò;

2. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç âêëþ÷åíèÿ A ⊆ B è ðàâåíñòâà |A| = |B| ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ A = B. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ óòâåð-
æäåíèå íå âåðíî;

3. Åñëè |A| = |B| è |B| = |C|, òî |A| = |C|;
4. Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |C|, òî |A| ≤ |C|.
5. Åñëè f èíúåêöèÿ, òî |A| = |f(A)|;
6. |A| ≤ |B| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç BA;

7. Åñëè A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è B � ñ÷åòíî, òî |A ∪B| = |A|;

3.19. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ:

1. |A ∪B| ≤ |A|+ |B|; 4. |A⊗B| = |A ∪B| − |A ∩B|;
2. |A ∪B|+ |A ∩B| = |A|+ |B|; 5. |2A| = 2|A|;
3. |A−B| = |A| − |A ∩B|; 6. |A×B| = |A| × |B|.

3.20. Íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ◦. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíîé,
àññîöèàòèâíîé?

1. M = N, a ◦ b = a+ b+ 1; 7. M = Z, a ◦ b = a · b;
2. M = Z, a ◦ b = a− b; 8. M = Z, a ◦ b = a · b+ a+ b;
3. M = N, a ◦ b = max{a, b}; 9. M = Q \ {0}, a ◦ b = a

b
;

4. M = N, a ◦ b = min{a, b}; 10. M = R, a ◦ b = a2 + b2.

5. M = N, a ◦ b− íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b;
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6. M = N, a ◦ b− íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå a è b;

3.21. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî M ñ îïåðàöèé ◦ ïîëóãðóïïó, ãðóïïó, àáåëåâó ãðóïïó?
1. M = N, a ◦ b = a+ b; 7. M = Q \ {0}, a ◦ b = a · b;
2. M = Z, a ◦ b = a+ b; 8. M = Q \ {−1}, a ◦ b = a · b+ a+ b;
3. M = Z, a ◦ b = a+ b+ 2; 9. M = {1, 2, . . . , n}, a ◦ b = (a+ b) mod n;
4. M = N, a ◦ b = max{a, b}; 10. M = R2, (a, b) ◦ (c, d) = (a+ b, c+ d);
5. M = Z, a ◦ b = a · b; 11. M = 2A, X ◦ Y = X ⊗ Y.
6. M = N, a ◦ b− íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b;

3.22. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî K ñ îïåðàöèÿìè +, · êîëüöî, ïîëå?
1. K = Z, îïåðàöèè îáû÷íûå; 4. K = RR, îïåðàöèè îáû÷íûå
2. K = Q, îïåðàöèè îáû÷íûå; 5. K = 2A, X + Y = X ⊗ Y, X · Y = X ∩ Y.
3. K = R, îïåðàöèè îáû÷íûå;
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4. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M .
Äåðåâî âàðèàíòîâ. Ïóñòü M ⊆ A × B. Äåðåâî âàðèàíòîâ ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùèì

ïðàâèëàì: Èç ñàìîé âåðõíåé âåðøèíû (íàçûâàåìîé êîðíåì) èñõîäÿò äóãè (ê âåðøèíàì,
ðàñïîëîæåííûì íèæå). Äóãè, èñõîäÿùèå èç êîðíÿ, ïîìå÷àþòñÿ òàêèìè ýëåìåíòàìè èç
A, ÷òî ïðè íåêîòîðîì b ∈ B ïàðà (a, b) ∈ M . Èç âåðøèíû, â êîòîðóþ ïðèõîäèò äóãà,
ïîìå÷åííàÿ ýëåìåíòîì a ∈ A, èñõîäÿò äóãè, êîòîðûå ïîìå÷àþòñÿ òàêèìè ýëåìåíòàìè èç
B, ÷òî (a, b) ∈ M . Âåðøèíû, â êîòîðûå ïðèõîäÿò ýòè äóãè, íàçîâåì ëèñòüÿìè. Êàæäîìó
ïóòè èç êîðíÿ äî ëèñòà ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ýëåìåíòîâ (a, b) ∈ M , ïîýòîìó |M | ðàâíà
êîëè÷åñòâó ëèñòüåâ â äåðåâå âàðèàíòîâ. Êîíñòðóêöèÿ ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà
M ⊆ A1 × A2 × · · · × Ak.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ÏóñòüM ⊆ A×B. Åñëè ïðè âûáîðå ïàðû (a, b) ∈M ýëåìåíò
a ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò b ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, íå çàâèñèìî îò
âûáîðà a, òî |M | = nm. Â äåðåâå âàðèàíòîâ M èç êîðíÿ âûõîäèò n äóã, ïîìå÷åííûõ
ýëåìåíòàìè èç A, à çàòåì èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò m äóã, ïîìå÷åííûõ ýëåìåíòàìè èç
B. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ mn ëèñòüåâ.

Ïðàâèëî ñóììû Åñëè A ∩B = ∅, òî |A ∪B| = |A|+ |B|.
Êîìáèíàòîðíûå ñõåìû:

Ðàçìåùåíèÿ: Ïîä ÷èñëîì ðàçìåùåíèé U(m,n) ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n
â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

U(m,n) = mn.

Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé: Ïîä ÷èñëîì ðàçìåùåíèé A(m,n) (èëè [m]n) ïîíè-
ìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ, ïðè÷åì áóêâû â ñëîâàõ íå
ïîâòîðÿþòñÿ. Ôàêòîðèàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (îáîçíà÷åíèå n!) íàçûâàþò ïðîèçâå-
äåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïîëàãàþò 0! = 1. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

A(m,n) =
m!

(m− n)!
.
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Ôîðìóëà èìååò ñìûñë ïðèm ≥ n. Åñëèm < n, òî ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé íå âîçìîæíû
è A(m,n) = 0.

Ïåðåñòàíîâêè: Ïîä ÷èñëîì ïåðåñòàíîâîê P (n) ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû n â
àëôàâèòå èç n ñèìâîëîâ, ïðè÷åì áóêâû â ñëîâàõ íå ïîâòîðÿþòñÿ Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

P (n) = n!.

Ñî÷åòàíèÿ: Ïîä ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî m, îáîçíà÷àþò Cm
n , ïîíèìàþò êîëè÷åñòâî

ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå {0, 1}, ïðè÷åì ÷èñëî åäèíèö â ñëîâå ðàâíî m. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
.

Íà ñëîâî äëèíû n â àëôàâèòå {0, 1} ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð
ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, Cm

n � ÷èñëî âñåõ m
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Áèíîì Íüþòîíà: Ðàåíñòâî

(a+ b)n =
n∑
i=0

Ci
na

ibn−i

íîñèò íàçâàíèå áèíîì Íüþòîíà. Ïîýòîìó, ÷èñëî ñî÷åòàíèé íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì êî-
ýôôèöèåíòîì. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñâà:

C0
n = Cn

n = 1 è Ci
n = Ci

n−1 + Ci−1
n−1, ãäå 1 ≤ i ≤ n− 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî ýòèì ôîðìóëàì,
îôîðìëåííîå òàáëè÷íî, íîñèò íàçâàíèå òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

Ðàçáèåíèÿ ñ çàäàííûìè ðàçìåðàìè ÷àñòåé: Ïîä ÷èñëîì ðàçáèåíèé ñ çàäàííûìè
ðàçìåðàìè ÷àñòåé ïîíèìàþò ÷èñëî ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ ñ çàäàííûì
÷èñëîì âõîæäåíèé êàæäîãî ñèìâîëà. ×èñëî ðàçáèåíèé ñ çàäàííûìè ðàçìåðàìè ÷àñòåé
n1, . . . , nm (n = n1 + · · ·+ nm) îáîçíà÷àåòñÿ Cn1,...,nm

n è ðàâíî n!
n1!···nm!

.
Ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå Áèíîìà Íüþòîíà, íàçûâàåìîå ïîëèíîìàëüíîé òåîðåìîé:

(
k∑
i=1

ai)
n =

∑
n1+···+nk=n

Cn1,...,nk
n an1

1 · · · a
nk
k .

Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé: Ïóñòü A1, . . . , Am � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ïå-
ðåñå÷åíèå ëþáûõ m ìíîæåñòâ íàçîâåì m ïåðåñå÷åíèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm ñóììó
ìîùíîñòåé âñåõ m � ïåðåñå÷åíèé ýòèõ ìíîæåñòâ: Sm =

∑
1≤j1<···<jm≤n |Aj1 ∩ · · · ∩ Ajm|.

Â ÷àñòíîñòè S1 =
∑m

j=1 |Aj|, S2 =
∑

1≤j1<j2≤n |Aj1 ∩ Aj2 | è ò.ä.. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà
âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

|A1 ∪ · · · ∪ Am| =
m∑
j=1

(−1)j+1Sj.
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Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

4.1. Ïîñòðîéòå äåðåâî âàðèàíòîâ è ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M :

1. M � ìíîæåñòâî òàêèõ ÷åòíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñîñåäíèå öèôðû
îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó;

2. M � ìíîæåñòâî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà öèôð ðàâíà 3;

3. M � ìíîæåñòâî ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé èç {0, 1}{0,1,2};
4. M � ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé ìíîæåñòâà {1, 2, 3} â ñåáÿ.

4.2. Îòâåòüòå íà âîïðîñ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ èëè äåðåâî âàðèàíòîâ:

1. Ñêîëüêî òî÷åê êâàäðàòà [0, 9]× [5, 14] èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû?

2. Ñêîëüêî òî÷åê êóáà [0, 3]3 èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû?

3. Ñêîëüêî òî÷åê â êóáå [−1, 2)3 èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, çíàìåíàòåëü
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 5?

4. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå {0, 1}4?
5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ àâòîìîáèëüíûõ íîìåðîâ, åñëè äëÿ çàäàíèÿ íî-

ìåðà èñïîëüçóþòñÿ òðè öèôðû è òðè áóêâû ðóññêîãî àëôàâèòà, ïî íà÷åðòàíèþ
ñîâïàäàþùèå ñ ëàòèíñêèìè (À, Â, Å, Ê, Ì, Í, Î, Ð, Ñ, Ò, Ó, Õ)?

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî çàïîëíèòü àíêåòó èç 5 âîïðîñîâ, åñëè âîçìîæíûå
âàðèàíòû îòâåòà òîëüêî �äà� èëè �íåò'?

7. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ó 6 ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà?

8. Êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòíîé òàáëèöû ðàçìåðîì 3 × 3 ìîæíî ïîêðàñèòü â ñè-
íèé, çåëåíûé èëè êðàñíûé öâåò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü âñþ
òàáëèöó?

9. Êàæäóþ èç 10 äîñîê çàáîðà ìîæíî ðàñêðàñèòü â îäèí èç 5 öâåòîâ. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ëþáûå 4 ïîäðÿä èäóùèå äîñêè áûëè
îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå?

4.3. Îïðåäåëèòå ñòðîåíèå äåðåâà âàðèàíòîâ è îòâåòüòå íà âîïðîñ:

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïåðâûå äâå öèôðû áîëüøå
3?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ÷åòíûå?
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3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû íå÷åòíûå?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå?

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ëþáûå äâå ñîñåäíèå
öèôðû ðàçíûå?

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ëþáûå òðè ïîäðÿä
èäóùèå öèôðû ðàçíûå?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà öèôð ÷åòíà?

8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò öèôðû 0
è 9?

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè ÷òåíèè èõ â
îáðàòíîì ïîðÿäêå?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ â ÷åòíûõ ðàçðÿäàõ ñòîÿò
÷åòíûå öèôðû (ìëàäøèé ðàçðÿä � íóëåâîé)?

11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 öèôð: 1, 2, 3, 4,
5?

12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 öèôð: 0, 1, 2, 3,
4?

13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ â çàïèñè âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî
îäèí íîëü?

14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ êàæäàÿ öèôðà ðàçðÿäà
áîëüøå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ðàçðÿäà (ìëàäøèé ðàçðÿä � íóëåâîé)?

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî çàïîëíèòü àíêåòó èç 10 âîïðîñîâ, åñëè íà ïåðâûå
5 âîïðîñîâ âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà òîëüêî �äà� èëè �íåò�, à íà îñòàëüíûå 5
âîïðîñîâ äîïóñêàåòñÿ åù¼ âàðàíò îòâåòà �íå çíàþ�?

4.4. Îòâåòüòå íà âîïðîñ, ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèâ ñòðîåíèå äåðåâà âàðèàíòîâ:

1. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî íà øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåñòèòü áåëóþ è ÷åðíóþ
ëàäüè òàê, ÷òîáû îíè íå àòàêîâàëè äðóã äðóãà?

2. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî íà øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåñòèòü òðè ëàäüè òàê,
÷òîáû îíè íå àòàêîâàëè äðóã äðóãà?

3. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî íà øàõìàòíîé äîñêå ïîìåñòèòü ÷åðíîãî è áåëîãî
êîðîëåé òàê, ÷òîáû îíè íå àòàêîâàëè äðóã äðóãà?
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4. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî íà øàõìàòíîé äîñêå ïîìåñòèòü ÷åðíîãî è áåëîãî
êîíÿ òàê, ÷òîáû îíè íå àòàêîâàëè äðóã äðóãà?

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ âòîðàÿ öèôðà ìåíüøå ÷åò-
âåðòîé?

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ â çàïèñè âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî
îäíà äâîéêà è ðîâíî îäíà òðîéêà?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ â çàïèñè âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî
äâå äâîéêè?

8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ëþáûå äâå ñîñåäíèå öèôðû
îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó è ïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíà 5?

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ëþáûå äâå ñîñåäíèå öèôðû
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó, è ïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíà 2?

10. Ñêîëüêî ìàòðèö ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå M = {A ∈ {0, 1, 2}3×3| aij 6= max{2 −
ai1, 2− a1j}}?

11. Ñêîëüêî ìàòðèö ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå M = {A ∈ {0, 1, 2}3×3| aij 6=
aji ïðè i 6= j}?

12. Ñêîëüêî ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1} íå ñîäåðæàò
íóëåâóþ ñòðîêó?

13. Ó ñêîëüêèõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1} âñå ñòðî-
êè ðàçíûå?

14. Ñêîëüêî ìàòðèö èç ìíîæåñòâà {0, 1}4×4 èìåþò â êàæäîì ñòîëáöå ðîâíî äâå åäè-
íèöû, ïðè÷åì âñå ñòîëáöû ðàçëè÷íû?

15. Ñêîëüêî ìàòðèö èç ìíîæåñòâà {−1, 0, 1}4×4 èìåþò â êàæäîì ñòîëáöå îäíó 1 è
îäíó -1, ïðè÷åì âñå ñòîëáöû ðàçëè÷íû?

4.5. Îòâåòüòå íà âîïðîñ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ è ïðàâèëî ñóììû:

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ åñòü îäèíàêîâûå öèôðû?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ öèôðà
3?

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ öèôðà
3 èëè 2?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ öèôðà
3 áîëåå îäíîãî ðàçà?
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5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}{a,b,c,d}?
6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íå èíúåêòèâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå {a, b, c, d}{0,1,2}?
7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íå áèåêòèâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}{0,1,2}?
8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íå ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè
{0, 1, 2}?

9. Ó ñêîëüêèõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè {0, 1, 2} èìåþòñÿ îäèíàêîâûå
ñòðîêè?

10. Ó ñêîëüêèõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè {0, 1, 2} èìåþòñÿ ðîâíî äâå
îäèíàêîâûå ñòðîêè?

4.6. Îòâåòüòå íà âîïðîñ:

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà 2534?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x · y = 200?

3. Ñêîëüêî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå n2 −m2 = 2534?

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò ðîâíî äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ. Åãî êâàäðàò èìååò 51
ðàçëè÷íûx íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé ó êóáà ýòîãî ÷èñëà?

5. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íàèìåíüøåå îá-
ùåå êðàòíîå ÷èñåë 16, 50 è a ðàâíÿåòñÿ 12000?

4.7. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

1. |A×B| = |A| · |B|; 3.
∣∣2A∣∣ = 2|A|; 5.

∣∣{0, 1}{0,1}n∣∣ = 22n .
2. |An| = |A|n; 4. |AB| = |A||B|;

4.8. Îòâåòüòå íà âîïðîñ:

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ, êîòîðûå íå ìå-
íÿþòñÿ ïðè ÷òåíèè ñëåâà íà ïðàâî?

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ, ó êîòîðûõ ëþáûå
äâà ñîñåäíèõ ñèìâîëà ðàçëè÷íû?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ≥ 3 ñèìâîëîâ, ó êîòîðûõ
ëþáûå òðè ïîäðÿä èäóùèõ ñîñåäíèõ ñèìâîëà ðàçëè÷íû?
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5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n ≥ 4 â àëôàâèòå {0, 1, 2}, ó êîòîðûõ ñóììà
ëþáûõ 4 ïîñëåäîâàòåëüíûõ öèôð íå äåëèòñÿ íà 3?

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ≥ n ñèìâîëîâ, ó êîòîðûõ
âñå ñèìâîëû ðàçëè÷íû?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ, ó êîòîðûõ íàé-
äóòñÿ îäèíàêîâûå ñîñåäíèå ñèìâîëû?

8. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ïî k ðàç-
ëè÷íûì ÿùèêàì?

9. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ïî k ≥ n
ðàçëè÷íûì ÿùèêàì, åñëè â êàæäûé ÿùèê óêëàäûâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ïðåä-
ìåòà?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ n ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà?

11. Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ 1 ñòîèò ðàíüøå 2?

12. Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ 1 è 2 íå ñòîÿò ðÿäîì?

13. Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ 1 ñòîèò íå íà ïåðâîì
ìåñòå, à 2 íå íà âòîðîì?

14. Ñêîëüêî îòíîøåíèé ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ìîæíî îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå èç n
ýëåìåíòîâ?

15. Ñêîëüêî áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?

16. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæå-
ñòâà {0, 1}?

17. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}, ó
êîòîðûõ âñå ñòðîêè ðàçëè÷íû?

18. Ó ñêîëüêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1} íàéäóòñÿ îäè-
íàêîâûå ñòîëáöû?

19. Ó ñêîëüêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1} ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ aij · aji ðàâíî íóëþ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n è j = 1, . . . , n?

20. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò k - ìåñòíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ?

21. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèíàðíûõ ðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå èç n
ýëåìåíòîâ?

22. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèíàðíûõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå èç n
ýëåìåíòîâ?
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23. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèíàðíûõ àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå èç
n ýëåìåíòîâ?

24. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå èç n ýëå-
ìåíòîâ óíàðíûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå èç m ýëåìåí-
òîâ?

25. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ èíúåêòèâíûõ
ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå èç m ýëåìåíòîâ?

4.9. Ïóñòü |U | = n, |A| = m, è A ⊆ U . Ñêîëüêî ìíîæåñòâX ⊆ U óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1. A ⊆ X; 4. A ∩X = ∅; 7. A ∪X 6= U ; 10. |A ∪X| = m+ 1;
2. X ⊆ A; 5. A ∩X 6= ∅; 8. |A ∩X| = 1; 11. |A ∪X| = n− 1;
3. X ⊂ A; 6. A ∪X = U ; 9. |A ∩X| = m− 1; 12. |A−X| = 1.

4.10. Îòâåòüòå íà âîïðîñ:

1. Íà ïðÿìîé îòìåòèëè 10 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ñêîëüêî ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü îòðåç-
êîâ?

2. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè 12 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ñêîëüêî ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü
äóã?

3. Íà ïëîñêîñòè äàíû 10 òî÷åê, íèêàêèå 3 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

4. Íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îòìåòèëè, ñîîòâåòñòâåííî, 6 è 5 òî÷åê. Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ öèôðû ðàñïîëîæåíû â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ?

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ öèôðà 2 âñòðå÷àåòñÿ
2 ðàçà?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ êàæäàÿ öèôðà âñòðå-
÷àåòñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç?

8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç òð¼õ íóëåé è òðåõ
åäèíèö?

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïî òðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
öèôðû?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà òð¼ì?
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11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç öèôð 1, 2, 3, â êîòî-
ðûõ îäèíàêîâûå öèôðû íå ñòîÿò ðÿäîì è êàæäàÿ öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî äâà
ðàçà?

12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç 10 íóëåé è 5 åäèíèö, â êîòîðûõ
åäèíèöû íå ñòîÿò â ñîñåäíèõ ðàçðÿäàõ?

13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1+x2+x3+x4+x5 = 10 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ?

14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé íåðàâåíñòâà x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 10 â öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìàòðèö ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {−1, 1},
ó êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíî 1?

16. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìàòðèö ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1},
ó êîòîðûõ â êàæäîì ñòîëáöå ðîâíî äâå åäèíèöû?

17. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçäåëèòü 10 þíîøåé íà äâå áàñêåòáîëüíûå êî-
ìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé?

18. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè òðåíåð ìîæåò ñêîìïëåêòîâàòü õîêêåéíóþ êîìàíäó, ñî-
ñòîÿùóþ èç îäíîãî âðàòàðÿ, äâóõ çàùèòíèêîâ è òð¼õ íàïàäàþùèõ, åñëè â åãî
ðàñïîðÿæåíèè åñòü äâà âðàòàðÿ, 5 çàùèòíèêîâ è 8 íàïàäàþùèõ?

19. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (a+ b+ c)20 ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ?

20. ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè x9 â ìíîãî÷ëåíå (x2 − 2x)6?

4.11. Âû÷èñëèòå, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû:

1. Ñêîëüêî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç íàáîðà öèôð 0, 0, 1, 1, 1, 2?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåâÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ ó÷àñòâóþò òîëüêî
öèôðû 1, 2, 3, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî òðè ðàçà?

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä 3 êðàñíûõ 2 ñèíèõ è 4 çåëåíûõ
øàðà?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç 10 ýëåìåíòîâ íà òðè íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî, èç äâóõ, òðåõ è ïÿòè
ýëåìåíòîâ?

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ìíîæåñòâî èç 10 ýëåìåíòîâ íà òðè íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå ìåíåå 2 ýëåìåíòîâ?
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6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå èç 9
ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ òðè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî,
èç 2, 3 è 4 ýëåìåíòîâ?

7. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü 9 ñòóäåíòîâ â òðåõ êîìíàòàõ îáùå-
æèòèÿ, åñëè â îäíîé êîìíàòå èìååòñÿ äâà, â äðóãîé � òðè, â òðåòüåé � ÷åòûðå
ñâîáîäíûõ ìåñòà?

8. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçáèòü 15 ÷åëîâåê íà 5 òðîåê?

9. ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè x3y2 â ìíîãî÷ëåíå (x− y + 2)8?

4.12. Â ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ó÷àñòâîâàëî 120 ÷åëîâåê. Èç íèõ 60 âëàäåþò ðóññêèì
ÿçûêîì, 48 � àíãëèéñêèì, 32 � íåìåöêèì, 21 � ðóññêèì è àíãëèéñêèì, 19 � àíãëèéñêèì
è íåìåöêèì, 15 � ðóññêèì è íåìåöêèì, à 10 ÷åëîâåê âëàäåþò âñåìè òðåìÿ ÿçûêàìè.
Ñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè íå âëàäåþò íè îäíèì èç ýòèõ ÿçûêîâ?

4.13. Îïðîñ 100 ñòóäåíòîâ âûÿâèë ñëåäóþùèå äàííûå î ÷èñëå ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ ðàç-
ëè÷íûå èíîñòðàííûå ÿçûêè: òîëüêî íåìåöêèé � 18; íåìåöêèé, íî íå èñïàíñêèé � 23;
íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé � 8; íåìåöêèé � 26; ôðàíöóçñêèé � 48; ôðàíöóçñêèé è èñ-
ïàíñêèé � 8; íèêàêîãî ÿçûêà � 24. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ èçó÷àþò íåìåöêèé è èñïàíñêèé
ÿçûêè?

4.14. Èç 100 îïðîøåííûõ ñòóäåíòîâ 50 ïðîãðàììèðóþò íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå Ñè++,
53 � íà Ïàñêàëå, 42 � íà Áåéñèêå, 15 ñòóäåíòîâ ìîãóò ïðîãðàììèðîâàòü íà Ñè++
è íà Áåéñèêå, 20 ñòóäåíòîâ � íà Ïàñêàëå è Áåéñèêå, 25 � íà Ñè++ è Ïàñêàëå, à 5
ñòóäåíòîâ ïðîãðàììèðóþò íà âñåõ òðåõ ÿçûêàõ.

1. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå ìîãóò ïðîãðàììèðîâàòü íè íà îäíîì èç ïåðå÷èñëåííûõ
ÿçûêîâ?

2. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ ïðîãðàììèðóþò õîòÿ áû íà îäíîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ÿçûêîâ?

3. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ ïðîãðàììèðóþò òîëüêî íà Ïàñêàëå?

4. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå ïðîãðàììèðóþò íè íà Ñè++, íè íà Ïàñêàëå?

4.15. Îòâåòüòå íà âîïðîñ:

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðîåê öåëûõ ÷èñåë (x, y, z), çàêëþ÷åííûõ ìåæäó -100 äî
100, òàêèõ, ÷òî x2 + y2 + z2 äåëèòñÿ íà 7?

2. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1000000 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè, íî íå êóáàìè
öåëûõ ÷èñåë?
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3. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 200 íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 7, íî
äåëÿòñÿ íà 5?

4. Íà êàæäîì áîðòó ëîäêè äîëæíî ñèäåòü ïî 4 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûáðàòü êîìàíäó ýòîé ëîäêè èç 20 ÷åëîâåê, åñëè 6 ÷åëîâåê ìîãóò ñèäåòü
òîëüêî ñëåâà, 3 ÷åëîâåêà � òîëüêî ñïðàâà è 11 ÷åëîâåê � ñ ëþáîé ñòîðîíû?

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 20}
ïÿòü ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå ÷åì íà 2.

6. Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 12} íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ {1, 2, 3, 4}, {1, 3, 5, 7, 9, 11}, è {6, 8, 10, 12}?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 + · · ·+xk = n (n ≥ k) â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ?

8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xyz = 5n â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ?

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1x2x3x4 = 5n2m â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñóùåñòâóåò n ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ öèôðû
ðàñïîëîæåíû â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå?

11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå {a, b, c}, â êîòîðûõ ñèìâîë a
âñòðå÷ÿåòñÿ k ðàç, à ñèìâîë b � m ðàç?

12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ äëèíû nm â n-áóêâåííîì àëôàâèòå, â êîòîðûõ êàæäàÿ
áóêâà àëôàâèòà âñòðå÷àåòñÿ m ðàç?

13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå
èç 3n ýëåìåíòîâ, è èìåþùèõ òðè ðàâíîìîùíûõ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè?

14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåí-
òîâ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò íå ðàâåí ñâîåìó îáðàçó?

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåí-
òîâ, ÷òî ðîâíî îäèí ýëåìåíò ðàâåí ñâîåìó îáðàçó?
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5. Ôóíêöèè áóëåâîé àëãåáðû

Ïîä áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ áóäåì ïîíèìàòü âñþäó îïðåäåë¼ííóþ íà
{0, 1}n îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé èç {0, 1}. Ïóñòü íàáîðû èç {0, 1}n
óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äâîè÷íîãî êîäà. Ôóíêöèÿ f ∈ {0, 1}{0,1}n çàäàåò-
ñÿ íàáîðîì äëèíû 2n, ñîñòîÿùèì èç çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ýòèõ íàáîðàõ. Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé çàäàåòñÿ íàáîðîì f = (f(0), f(1)), îò äâóõ ïåðåìåííûõ
� f = (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)). Ïðèâåäåì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ôóíêöèè
áóëåâîé àëãåáðû ñ èõ îáîçíà÷åíèÿìè:

x = (1, 0) � îòðèöàíèå x, ÷èòàåòñÿ �íå x�, òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ ¬x èëè x0;
x&y = (0, 0, 0, 1) � êîíüþíêöèÿ x è y, ÷èòàåòñÿ �x è y�, òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ x · y èëè

xy;
x ∨ y = (0, 1, 1, 1) � äèçúþíêöèÿ x è y, ÷èòàåòñÿ �x èëè y�;
x⊕ y = (0, 1, 1, 0) � ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2 x è y, ÷èòàåòñÿ �x ïëþñ y�;
x 7→ y = (1, 1, 0, 1) � èìïëèêàöèÿ x è y, ÷èòàåòñÿ �èç x ñëåäóåò y�;
x|y = (1, 1, 1, 0) � øòðèõ Øåôôåðà x è y, ÷èòàåòñÿ �x øòðèõ Øåôôåðà y�;
x ↓ y = (1, 0, 0, 0) � ñòðåëêà Ïèðñà x è y, ÷èòàåòñÿ �x ñòðåëêà Ïèðñà y�;
x ∼ y = (1, 0, 0, 1) � ýêâèâàëåíòíîñòü x è y, ÷èòàåòñÿ �x ýêâèâàëåíòíî y�, òàêæå

îáîçíà÷àåòñÿ x↔ y èëè xy.
Äâà íàáîðà x è y èç {0, 1}n íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â

îäíîé êîìïîíåíòå. Ïåðåìåííàÿ xj íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn), åñëè ñóùåñòâóþò ñîñåäíèå íàáîðû a è b, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî â j-é êîìïî-
íåíòå è f(a) 6= f(b). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xj íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé. Åñëè xj
� ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òî ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xj−1, 0, xj+1, . . . , xn) ïîëó÷åíà óäàëåíèåì ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé. Äâå ôóíêöèè
àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè óäàëåíèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ èõ ìîæíî
ïðèâåñòè ê îäíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü B � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé áóëåâîé àëãåáðû. Ââåäåì ïîíÿòèå ôîðìóëû
íàä B:

1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç B íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé íàä B.
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2. Åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ B è hj � ëèáî ïåðåìåííàÿ, ëèáî ôîðìóëà íàä B, äëÿ êàæäîãî
j = 1, . . . , n, òî âûðàæåíèå âèäà f(h1, . . . , hn) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôîðìóëîé íàä B.

3. Òîëüêî òå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè íàä B, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïî-
ìîùüþ ïóíêòîâ 1 è 2 äàííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Êàæäàÿ ôîðìóëà íàä B îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ áóëåâîé àëãåáðû.
Ïðè çàïèñè ôîðìóëû, äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ñêîáîê â ôîðìóëå, èñïîëüçóåòñÿ ïî-

íÿòèå ïðèîðèòåòà îïåðàöèè. Íàèâûñøèé ïðèîðèòåò èìååò îòðèöàíèå ¬, çàòåì êîíúþíê-
öèÿ &. Ïðèîðèòåò îñòàëüíûõ îïåðàöèé (äèçúþíêöèÿ ∨, èìïëèêàöèÿ 7→, ýêâèâàëåíòíîñòü
x↔ y, ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2 ⊕) îäèíàêîâ.

Ôóíêöèÿ f ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê f , åñëè f(x1, . . . , xn) = f ∗(x1, . . . , xn). Ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî f = f ∗

∗
. Ïðè ïîñòðîåíèè äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè, çàäàííîé ôîð-

ìóëîé, ïîëåçåí ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè: Ïóñòü f çàäàíà ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì
B = {g1, . . . , gk}. Çàìåíîé â ôîðìóëå 0 íà 1, 1 íà 0, gi íà g∗i ïîëó÷èì ôîðìóëó, çàäàþùóþ
f ∗.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) è k = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x1, . . . , xn) = ∨(t1,...,tk)∈{0,1}kf(t1, . . . , tk, xk+1, . . . , xn)xt11 . . . x
tk
k .

Ïðè k = n ïîëó÷àåì ñîâåðøåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÑÄÍÔ)

f(x1, . . . , xn) = ∨(t1,...,tn)∈{0,1}n, f(t1,...,tn)=1x
t1
1 . . . x

tn
n .

Äâîéñòâåííûé àíàëîã ôîðìóëû, ïðè k = 1, . . . , n �

f(x1, . . . , xn) = ∨(t1,...,tk)∈{0,1}k
(

(∨ki=1x
ti
i ) ∨ f(t1, . . . , tk, xk+1, . . . , xn)

)
.

Ïðè k = n, ïîëó÷àåì ñîâåðøåííóþ êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÑÊÍÔ)

f(x1, . . . , xn) = &(t1,...,tn)∈{0,1}n, f(t1,...,tn)=0

(
xt11 ∨ · · · ∨ xtnn

)
.

Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

5.1. Çàäàòü ôóíêöèþ f íàáîðîì çíà÷åíèé:

1. Áóëåâà ôóíêöèÿ f îò ïåðåìåííûõ x, y, z ðàâíà 1 òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
x = 1, ëèáî êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïåðåìåííûå y è z ïðèíèìàþò
ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à x < z. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0.
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2. Áóëåâà ôóíêöèÿ f îò 4 ïåðåìåííûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà ðàâíà 0,
åñëè 2x1 + x2 > x3 + 2x4 è 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. Ïóñòü a = 2x1 + x2 è b = 2x3 + x4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fi(x1, x2, x3, x4) i-é ðàçðÿä
äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà |a � b|. Çàäàòü ôóíêöèè f1 è f2 íàáîðîì çíà÷åíèé.

4. Íà àâàðèéíîì ïóëüòå ñèñòåìû ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå ñèãíàëüíûå ëàìïî÷êè: L1,
L2, L3, L4. Ñèñòåìà âûêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàãîðåëàñü ëàì-
ïî÷êà L1, íî íå çàãîðåëàñü ëàìïî÷êà L2, èëè çàãîðåëèñü ëàìïî÷êè L2 è L3, íî
íå ãîðèò ëàìïî÷êà L4, èëè çàãîðåëàñü ëàìïî÷êà L4 è íå ãîðèò ëàìïî÷êà L1.
Çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ f , õàðàêòåðèçóþùóþ óñëîâèÿ âûêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû.

5. Ïðîåêò ïðèíèìàåòñÿ, åñëè áîëüøèíñòâî èç ÷åòûðåõ ýêñïåðòîâ C1, . . . , C4 âû-
ñêàçàëîñü â åãî ïîëüçó. Êðîìå òîãî, ïðîåêò âñå æå ïðèíèìàåòñÿ, åñëè óêàçàí-
íîå óñëîâèå íå âûïîëíåíî, íî çà ïðèíÿòèå ïðîåêòà âûñêàçàëèñü, ëèáî ýêñïåðòû
C1, C2, ëèáî ýêñïåðòû C2, C4, ëèáî ýêñïåðòû C2, C3. Çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ f ,
õàðàêòåðèçóþùóþ óñëîâèå ïðèíÿòèÿ ïðîåêòà.

5.2. Çàäàòü ôóíêöèþ f íàáîðîì çíà÷åíèé:

1. f(x) = x 7→ x; 6. f(x, y) = (x&y) 7→ (x|y);
2. f(x) = x ↓ x; 7. f(x, y, z) = xyz ∨ xyz ∨ xyz;
3. f(x) = x⊕ x; 8. f(x, y, z) = 1⊕ y ⊕ xz ⊕ xyz;
4. f(x, y) = (x⊕ y) 7→ y; 9. f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ z).
5. f(x, y) = (x↔ y) ↓ y;

5.3. Ïî ôóíêöèÿì f è g, çàäàííûìè íàáîðàìè çíà÷åíèé, ïîñòðîèòü íàáîð çíà÷åíèé ôóíê-
öèè h:

1. f = (10), g = (1001), h(x) = g(x, f(x));

2. f = (0110), g = (1000), h(x, y) = f(x, g(y, x));

3. f = (0101), g = (0010), h(x, y, z) = f(g(x, y), f(y, g(z, y)));

4. f = (01010100), g = (1001), h(x, y) = f(g(x, y), g(y, x), g(x, x)).

5.4. Âûÿñíèòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ñêîáêè â âûðàæåíèè A, ÷òîáû
âñÿêèé ðàç ïîëó÷àëàñü ôîðìóëà íàä ìíîæåñòâîì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê {¬,&,∨,⊕, 7→, ↓
}. Ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ ðàññòàíîâêîé ñêîáîê â âûðàæåíèè A ñîãëàñíî ïðèîðèòåòó
îïåðàöèé çàäàòü íàáîðîì çíà÷åíèé.

1. A : ¬x⊕ y 7→ x; 3. A : x 7→ x ↓ x 7→ x; 5. A : ¬¬x ↓ ¬¬¬y;
2. A : x ∨ y&¬x↔ z; 4. A : ¬x⊕ ¬y 7→ ¬z; 6. A : x ∨ ¬y ⊕ x 7→ y.
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5.5. Âûÿñíèòü, ðàâíû ëè ôóíêöèè f è g:

1. f(x, y, z) = (x 7→ y)⊕ ((y 7→ z) 7→ x · y), g(x, y, z) = y · z 7→ x;

2. f(x, y, z) = (x ∨ y) ↓ (x 7→ (y 7→ z)), g(x, y, z) = y 7→ (x ∨ z);
3. f(x, y, z) = x 7→ ((y 7→ z) 7→ y · z), g(x, y, z) = (x ∨ (y 7→ z)) · (x⊕ y);

4. f(x, y, z) = (x ↓ y) ∨ (x↔ z) | (x⊕ y · z), g(x, y, z) = x(y · z) ∨ x 7→ z;
5. f(x, y, z) = (x ∨ y) 7→ ((y|z) 7→ (x↔ x · z)), g(x, y, z) = xy ∨ (x 7→ xy 7→ z);
6. f(x, y, z) = (x|y) 7→ ((y ↓ z) 7→ (x⊕ z)), g(x, y, z) = xyz ⊕ (x 7→ z).

5.6. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

Êîììóòàòèâíîñòü &,∨,⊕, |, ↓,↔:

1. x&y = y&x; 3. x⊕ y = y ⊕ x; 5. x ↓ y = y ↓ x;
2. x ∨ y = y ∨ x; 4. x|y = y|x; 6. x↔ y = y ↔ x;

Àñîöèàòèâíîñòü &,∨,⊕,↔:

7. (x&y)&z = x&(y&z); 9. (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z);
8. (x ∨ y) ∨ z = (x ∨ y) ∨ z; 10. (x↔ y)↔ z = x↔ (y ↔ z);

Ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè:

11. x&(y ∨ z) = x&y ∨ x&z; 13. x&(y ⊕ z) = x&y ⊕ x&z;
12. x ∨ (y&z) = (x ∨ y)&(x ∨ z);

Çàêîíû äå Ìîðãàíà:

14. x&y = x ∨ y; 15. x ∨ y = x&y;

Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ:

16. x&x = x&0 = 0; 19. x ∨ (x&y) = x ∨ y;
17. x ∨ x = x ∨ 1 = 1; 20. x&(x ∨ y) = x&y;
18. x ∨ x&y = x&(x ∨ y) = x;

Ýêâèâàëåíòíîñòè:
21. x|y = x&y = x ∨ y; 24. x⊕ y = x&y ∨ x&y = (x ∨ y)&(x ∨ y);
22. x ↓ y = x ∨ y = x&y; 25. x↔ y = x&y ∨ x&y = (x ∨ y)&(x ∨ y).
23. x 7→ y = x ∨ y;

5.7. Ó ôóíêöèè f , çàäàííîé íàáîðîì çíà÷åíèé, ïåðå÷èñëèòü ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå
ïåðåìåííûå. Çàäàòü íàáîðîì çíà÷åíèé ýêâèâàëåíòíóþ åé ôóíêöèþ áåç ôèêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ:

1. f = (00000000); 4. f = (00111100); 7. f = (1100110000110011);
2. f = (10101010); 5. f = (0101111101011111); 8. f = (0101100001011000);
3. f = (10011001); 6. f = (1011010110110101); 9. f = (0101101001011010).
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5.8. Ïåðå÷èñëèòü âñå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò âñåõ ïå-
ðåìåííûõ.

5.9. Ïîêàçàòü, ÷òî x � ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ, è íàïèñàòü ôîðìóëó áåç ýòîé ïåðåìåííîé,
ðåàëèçóþùóþ òó æå ôóíêöèþ:

1. (y 7→ x)(y ↓ y); 4. ((x⊕ y) 7→ z) · y 7→ z · y;
2. (x↔ y) ∨ (x|y); 5. ((x ∨ yz)↔ (x 7→ yz)) · (y ↓ z);
3. f = xy ⊕ x; 6. ((x ∨ y ∨ z) 7→ (xy|z))⊕ (y 7→ x)z.

5.10. Äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé, ïåðå÷èñëèòü ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå è èçáàâèòü-
ñÿ â ôîðìóëå îò íèõ:

1. (x 7→ y) 7→ x; 4. (x⊕ y) 7→ y; 7. ((x ∨ y) 7→ x · y)⊕ (x 7→ y) · (y 7→ x);
2. (x ↓ y) ↓ y; 5. (x⊕ y)↔ y; 8. (xy ⊕ (x 7→ y)) 7→ (x ∼ xy);
3. x|(y|x); 6. (x&y) 7→ x; 9. ((x ↓ (y|z)) ↓ (y ↓ (x|z))) ↓ (x|y).

5.11. Âûÿñèòü, ðàâíû ëè ôóíêöèè f è g:

1. f(x, y) = x 7→ (y 7→ x), 3. f(x, y, z) = (x ↓ y ↓ z)&z, 5. f(x, y, z) = x ↓ y|z,
g(x) = x⊕ x; g(y) = (y ⊕ 1)↔ y g(y, z) = y ∨ z;

2. f(x, y, z) = (x|(y|z)) · y, 4. f(x, y, z) = x⊕ yz&y 7→ xz, 6. f(x, y, z) = x|y 7→ z|y,
g(x, y) = x ↓ y; g(x, y) = x · y; g(y) = ¬y;

5.12. Ñêîëüêî èìååòñÿ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò âñåõ ïåðå-
ìåííûõ?

5.13. Íàéòè äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ f ∗ ê ôóíêöèè f :

1. f = (1101); 3. f(x) = ¬x; 5. f(x, y) = x⊕ y; 7. f(x, y) = x|y;
2. f = (10101110); 4. f(x, y) = x&y; 6. f(x, y) = x 7→ y; 8. f(x, y) = xy ∨ xz.

5.14. Äîêàçàòü:

1. f ∗
∗

= f ;

2. Åñëè f = g, òî f ∗ = g∗;

3. Cóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé è äëÿ äâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè f ∗.

5.15. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïîñòðîèòü ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ äâîéñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ ê ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé:

1. (x⊕ y)z; 3. x 7→ yz; 5. xy ∨ yz ∨ xz; 7. 1⊕ x⊕ y ⊕ xz;
2. xz ∨ y; 4. x ∨ y ∨ z; 6. x|y|zx; 8. xy ∨ yz ∨ zx.
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5.16. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) çàäàíà íàáîðîì çíà÷åíèé (10110101). Çàäàòü íàáîðîì çíà÷åíèé
ôóíêöèè:

1. f(0, y, z); 3. f(x, 0, z); 5. f(x, y, 0); 7. f(0, x, x);
2. f(1, y, z); 4. f(x, 1, z); 6. f(0, y, 1); 8. f(x, 1, x).

5.17. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

1. f(x1, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ x1f(0, x2, . . . , xn);

2. f(x1, . . . , xn) = (x1 ∨ f(0, x2, . . . , xn))&(x1 ∨ f(1, x2, . . . , xn));

3. f(x1, . . . , xn) = (x1 ⊕ 1)f(0, x2, . . . , xn)⊕ x1f(1, x2, . . . , xn).

5.18. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà íà îñíîâå òîæäåñòâ ïðåäûäóùåé çàäà÷è:

1. f(x1, . . . , xn) =
∨

(a1,...,ak)∈{0,1}k x
a1
1 · · ·x

ak
k f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn);

2. f(x1, . . . , xn) =
∨
a∈{0,1}n, f(a)=1 x

a1
1 · · ·xann ;

3. f(x1, . . . , xn) = &(a1,...,ak)∈{0,1}k
(

(
∨k
j=1 x

aj
j ) ∨ f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn)

)
;

4. f(x1, . . . , xn) = &a∈{0,1}n, f(a)=0(
∨n
j=1 x

aj
j );

5. f(x1, . . . , xn) = ⊕(a1,...,ak)∈{0,1}k&k
i=1(xi ⊕ ai) · f(a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn);

6. f(x1, . . . , xn) = ⊕a∈{0,1}n, f(a)=1&
n
i=1(xi ⊕ ai).

5.19. Äëÿ ôóíêöèè f íàéòè ÑÄÍÔ:

1. f = (00100001); 4. f = ((x⊕ y) 7→ z) · y 7→ z;
2. f = (01010101); 5. f = ((x ∨ yz)↔ (x 7→ yz)) · (y ↓ z);
3. f = xy ∨ z; 6. f = ((x ∨ y ∨ z) 7→ (xy|z))⊕ (y 7→ x)z.

5.20. Íàéòè ÷èñëî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ÑÄÍÔ ôóíêöèè f(x) ⊕ g(x), åñëè èçâåñòíî
÷èñëî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ÑÄÍÔ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1. f(x)g(x) è f(x) ∨ g(x);

2. f(x) 7→ g(x) è g(x) 7→ f(x);

3. f ∗(x)↔ g∗(x).

5.21. Äëÿ ôóíêöèè f íàéòè ÑÊÍÔ:

1. f = (11010111); 4. f = ((x⊕ y) 7→ z)|y 7→ z;
2. f = (01010101); 5. f = ((x ∨ yz)↔ (x 7→ yz)) · (y|z);
3. f = xy ∨ z; 6. f = ((x ∨ y ∨ z) 7→ (xy|z)) · (y 7→ x).
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5.22. Íàéòè ÷èñëî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ÑÊÍÔ ôóíêöèè f(x) 7→ g(x) 7→ h(x), åñëè
èçâåñòíî ÷èñëî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ÑÊÍÔ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé h(x), g(x)∨h(x)
è f(x) ∨ g(x) ∨ h(x).

5.23. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F n
m ìíîæåñòâî ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ÷èñëî äèçúþíêòèâíûõ

÷ëåíîâ â ÑÊÍÔ êîòîðûõ ðàâíî m.

1. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â F n
m?

2. Ñêîëüêî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ñîäåðæèò ÑÊÍÔ ôóíêöèè f , åñëè f ∗ ∈ F n
m?

5.24. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëèíîìà
Æåãàëêèíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì: f(x1, . . . , xn) = f0⊕f1x1⊕· · ·⊕f2n−1x1 · · ·xn (çäåñü
fj ∈ {0, 1}, ïðè j = 0, . . . , 2n − 1).

5.25. Âûðàçèòü ÷åðåç ïîëèíîì Æåãàëêèíà (áàçèñ{1,⊕,&}) âñå ôóíêöèè îò 2 ïåðåìåííûõ.

5.26. Íàéòè ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè f :

1. f = (11010111); 4. f = ((x⊕ y) 7→ z) · y 7→ z;
2. f = (01010101); 5. f = ((x ∨ yz)↔ (x 7→ yz)) · (y ↓ z);
3. f = xy ∨ z; 6. f = ((x ∨ y ∨ z) 7→ (xy|z))⊕ (y 7→ x)z.
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6. Çàìêíóòûå êëàññû è òåîðåìà Ïîñòà

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé áóëåâîé àëãåáðû, çàäàâàåìûõ ôîðìóëàìè íàä B, áóäåì íàçûâàòü
çàìûêàíèåì B è îáîçíà÷èì [B]. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè B íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé ñèñòåìîé, åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé íàä B (ò.å. [B]
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé). Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé B íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì, åñëè B = [B]. Çàìêíóòûé êëàññ B íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì,
åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f 6∈ B êëàññ B ∪ {f} � ïîëíûé. Ïðèâåäåì ñïèñîê ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ àëãåáðû ëîãèêè:

1. Êëàññ T0 = {f | f(0, . . . , 0) = 0} ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå íóëü íà
íàáîðå èç íóëåé;

2. Êëàññ T1 = {f | f(1, . . . , 1) = 1} ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå åäèíèöà
íà íàáîðå èç åäèíèö;

3. Êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé S = {f | f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)}. Ôóíêöèÿ
ñàìîäâîéñòâåííàÿ, åñëè f ∗ = f .

4. Êëàññ ëèíåéíûõ ôóíêöèé L ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëèíîì Æå-
ãàëêèíà íå ñîäåðæèò êîíúþíêöèé äâóõ è áîëåå ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

5. Êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé M : Íàáîð a ∈ {0, 1}n áîëüøå ëèáî ðàâåí íàáîðà
b ∈ {0, 1}n, åñëè ai ≥ bi, ãäå i = 1, . . . , n. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò a ≥ b. Åñëè íå
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a ≥ b è b ≥ a, òî íàáîðû íàçûâàþòñÿ íå ñðàâíèìûìè.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè èç a ≥ b ñëåäóåò f(a) ≥ f(b).

Òåîðåìà Ïîñòà î ïîëíîòå. Ñèñòåìà ôóíêöèé B ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ: T0, T1, S, L, M .

Ïîëíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè íèêàêàÿ åå ïîäñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
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Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

6.1. Ïåðå÷èñëèòü âñå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðèíàäëåæàùèõ çàìûêàíèþ êëàññà
B:
1. B = {¬}; 3. B = {&}; 5. B = {⊕,&}; 7. B = {1,⊕};
2. B = {0,¬}; 4. B = {⊕}; 6. B = {7→}; 8. B = {&,∨};

6.2. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ [B] íàéòè ôîðìóëó íàä B, âûðàæàþùóþ f :

1. f = x, B = {0, 7→}; 3. f = x, B = {⊕}; 5. f = 0, B = {xy ⊕ z};
2. f = x⊕ y, B = {↓}; 4. f = x, B = {xy}; 6. f = x ∨ y, B = {|}.

6.3. Ïîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû ôóíêöèé B ñâåäåíèåì ê èçâåñòíîé ïîëíîé ñèñòåìå:

1. B = {¬,&}; 3. B = {0,↔,&}; 5. B = {↓};
2. B = {¬,∨}; 4. B = {|}; 6. B = {0, 7→}.

6.4. Èç ñèñòåìû ôîðìóë A âûäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîäñèñòåìó ôîðìóë
B, äëÿ êîòîðîé [A] = [B]:

1. A = {0, 1, x}; 3. A = {x, x⊕ y, x⊕ y ⊕ z}; 5. A = {x ∨ y, x 7→ y};
2. A = {0, 1, x⊕ y, x↔ y}; 4. A = {xy, x ∨ y, x ∨ yz}; 6. A = {xy, xy}.

6.5. Êàêèå èç óêàçàííûõ êëàññîâ çàìêíóòû?

1. Âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé;

2. Âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ;

3. {x, x};
4. Âñå êîíúþíêöèè âèäà x1 · · ·xk;
5. ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî f(1, . . . , 1) = 1;

6. ìíîæåñòâî ôóíêöèé &n
i=1xi;

7. ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî f(1, . . . , 1) = 0;

8. ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âûðàæàåìûõ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà íå âûøå ïåðâîé ñòå-
ïåíè;

9. ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âûðàæàåìûõ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà íå âûøå âòîðîé ñòå-
ïåíè;

10. ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äèçúþíêöèè íå
ñîäåðæàùèõ îòðèöàíèé ïðîèçâåäåíèé ïåðåìåííûõ.
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6.6. Êëàññû A è B � çàìêíóòû. Áóäåò ëè çàìêíóòûì êëàññ C:

1. C = A ∩B; 3. C = A−B; 5. C = A;
2. C = A ∪B; 4. C = A⊗B; 6. C = {f ∗| f ∈ A}.

6.7. Âûÿñíèòü ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè f êëàññàì T0 è T1:

1. f = x1 ⊕ · · · ⊕ xn; 4. f = ⊕1≤i<j≤nxixj;
2. f = ⊕n−1i=1 xixi+1; 5. f = ⊕1≤i<j≤n(xi ∨ xj);
3. f = x1 7→ (x2 7→ · · · (xn−1 7→ xn) · · · ); 6. f = ⊕1≤i<j≤n(xi 7→ xj).

6.8. Äîêàçàòü:

1. [{∨,⊕}] = T0; 5. [{xy, x⊕ y ⊕ z}] = T0 ∩ T1;
2. [{∨,↔}] = T1; 6. [{xy ⊕ z ⊕ t}] = T0 ∩ T1;
3. [{&,↔}] = T1 7. [{x ∨ y, xy}] = T0;
4. [{xy ⊕ z}] = T0; 8. [{xy, x ∨ y, x⊕ y ⊕ z}] = T0 ∩ T1.

6.9. Ïåðå÷èñëèòü âñå ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

6.10. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ñàìîäâîéñòâåííîé:

1. f = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x1; 3. f = x1x2 ∨ x3;
2. f = 1⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3; 4. f = x1x2 ⊕ x3(x1 ∨ x2).

6.11. Â âåêòîðå çíà÷åíèé ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè f ïîñòàâèòü âìåñòî * íóëè èëè åäè-
íèöû:

1. f = (0100 ∗ ∗ ∗ ∗); 3. f = (0 ∗ 1 ∗ 0 ∗ 1∗);
2. f = (01 ∗ ∗01 ∗ ∗); 4. f = (∗11 ∗ 0 ∗ ∗1001 ∗ 1 ∗ ∗1).

6.12. Ïåðå÷èñëèòü âñå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó:

1. T0; 2. T1 − T0; 3. T1 ∩ S; 4. S − T1; 5. S − T0.

6.13. Äëÿ íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè f ðåàëèçîâàòü êîíñòàíòû 0 è 1 íàä {f,¬}:
1. f = x⊕ y; 5. f = x⊕ yz; 9. f = xyz ⊕ xy ⊕ xz ⊕ yz;
2. f = (x 7→ y) 7→ z; 6. f = xy ⊕ yz; 10. f = (10011101);
3. f = x(y ∨ z); 7. f = (x|y) ↓ z; 11. f = (01001100);
4. f = xy ∨ z; 8. f = x↔ (y ↔ z); 12. f = (10010011).

6.14. Ïåðå÷èñëèòü íàáîðû ñðàâíèìûå ñ íàáîðîì a. Êàêèå èç íèõ ïðåäøåñòâóþò a?

1. a = (0110); 2. a = (010101); 3. a = (01101001).

6.15. Ïåðå÷èñëèòü âñå ìîíîòîííûå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
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6.16. Âûÿñíèèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííîé:

1. f = (0101111); 6. f = (x ↓ z) 7→ (yz);
2. f = (01011011); 7. f = xy ∨ z;
3. f = x 7→ (y 7→ z); 8. f = xy ⊕ xz ⊕ yz;
4. f = x⊕ yz; 9. f = xy ⊕ z(x ∨ y);

5. f = (x⊕ y)(x↔ y); 10. f(x, y, z) =

{
0 åñëè 2x+ 3y + 4z ≤ 6
1 èíà÷å

.

6.17. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè f ðåàëèçîâàòü îòðèöàíèå íàä {f, 0, 1}:
1. f = (01011011); 4. f = xy ⊕ z(x ∨ y);
2. f = x⊕ y; 5. f = x(y|z);

3. f = xy ∨ z; 6. f(x, y, z) =

{
0 åñëè − 2x+ 3y + 4z ≤ 1
1 èíà÷å

.

6.18. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ìîíîòîííà.

6.19. Íàáîð a ∈ {0, 1}n íàçûâàåòñÿ íèæíåé åäèíèöåé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f , åñëè
f(a) = 1, è äëÿ ëþáîãî íàáîðà b ìåíüøåãî a âûïîëíåíî f(b) = 0. Ìíîæåñòâî
íèæíèõ åäèíèö îáîçíà÷èì 1f . Äëÿ íèæíåé åäèíèöû a îïðåäåëèì êîíúþíêöèþ
Ka(x1, . . . , xn) = &n

j=1(aj 7→ xj) (çàìåòèì 0 7→ y = 1 è 1 7→ y = y). Äîêàçàòü ðà-
âåíñòâî f(x1, . . . , xn) =

∨
a∈1f Ka(x1, . . . , xn).

6.20. Íàáîð a ∈ {0, 1}n íàçûâàåòñÿ âåðõíèì íóëåì ìîíîòîííîé ôóíêöèè f , åñëè f(a) = 0, è
äëÿ ëþáîãî íàáîðà b áîëüøåãî a âûïîëíåíî f(b) = 1. Ìíîæåñòâî âåðõíèõ íóëåé îáî-
çíà÷èì 0f . Äëÿ âåðõíåãî íóëÿ a îïðåäåëèì äèçúþíêöèþ Da(x1, . . . , xn) =

∨n
j=1(ajxj).

Äîêàçàòü ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) = &a∈0fDa(x1, . . . , xn).

6.21. Ñêîëüêî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A:

1. A = T0 ∪ T1; 2. A = T0 ∩ T1;

6.22. Äîêàçàòü:

1. [{0, 1,&,∨}] = M ; 2. [{1,&,∨}] = M ∩ T1; 3. [{0,&,∨}] = M ∩ T0.

6.23. Âûÿñíèèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ëèíåéíîé:

1. f = (10010110); 4. f = xy ∨ yz ∨ xz;
2. f = (00011110); 5. f = (x ∨ (y ↔ z))&(x ∨ y ↔ z);

3. f = x 7→ (y 7→ z); 6. f(x, y, z) =

{
0 åñëè 2x− y + z êðàòíî 3
1 èíà÷å

.
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6.24. Ïåðå÷èñëèòå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

6.25. Äëÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèè f ðåàëèçîâàòü êîíüþíêöèþ íàä {f, 0, 1,¬}:
1. f = (1011); 4. f = x|y;
2. f = (00011110); 5. f = x⊕ y ⊕ z ⊕ xyz;
3. f = x 7→ y; 6. f = xy ∨ xz ∨ yz.

6.26. Äîêàçàòü:

1. [{1,⊕}] = L; 2. [{1⊕ x⊕ y ⊕ z}] = L ∩ S.

6.27. Ïîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû ôóíêöèé B è ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïîýòàïíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Ïîñòà, ò. å. ïîëó÷èòü ÷åðåç ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé èç ýòîé ñèñòåìû
êîíñòàíòû, îòðèöàíèå è êîíúþíêöèþ:

1. B = {x|y}; 3. B = {xy 7→ z}; 5. B = {0, 1, xy, x⊕ y ⊕ z};
2. B = {0, x 7→ y}; 4. B = {x 7→ yz, xy ⊕ xz}; 6. B = {1⊕ x⊕ y ⊕ xz}.

6.28. Ñêîëüêî ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå:

1. T0; 4. S; 7. T0 ∩ S; 10. T0 ∩ T1 ∩ S; 13. M ∩ L;
2. T1; 5. T0 ∩ T1; 8. T0 ∪ S; 11. T0 ∪ T1 ∪ S; 14. T0 ∩ T1 ∩ L;
3. L; 6. T0 ∪ T1; 9. T0 ∩ L; 12. T0 ∩ L ∩ S; 15. L− (T0 ∩ T1).
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7. Îñíîâû òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì

Ïóñòü B = {f1, . . . , fk} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé. Êàæäîé ôóíêöèè fj ∈ B
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò Sj (ðèñóíîê, îáîçíà÷àþùèé ôóíêöèþ),
èìåþùèé ñòîëüêî æå âõîäîâ ñêîëüêî ïåðåìåííûõ fj è îäèí âûõîä. Êàê ïðàâèëî, ñòðóê-
òóðíûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê, èëè êðóã, èëè òðåóãîëüíèê, è ò.ä..
Âõîäû îáîçíà÷àþòñÿ ñòðåëêàìè, íàïðàâëåííûìè ê ýëåìåíòó, à âûõîä � ñòðåëêîé, íàïðàâ-
ëåííîé îò ýëåìåíòà. Ïîðÿäîê âõîäîâ âàæåí, ïîñêîëüêó îí îòðàæàåò ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ
â ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè.

Ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ( ÑÔÝ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò S ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé, âõîäû è âûõîäû ñõåìû � ýòî
ñîîòâåòñòâåííî, âõîäû è âûõîäû ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà S.

2. Ïóñòü S � ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ñ m âõîäàìè è F1, F2, . . . , Fm -� ñõåìû èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñîåäèíåíèå ýòèõ ñõåì, ãäå âûõîäû Fi ñîåäèíåíû ñ âõî-
äàìè S ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: åå âõîäû -� îáúåäèíåíèå
âõîäîâ ñõåì F1, F2, . . . , Fm, å¼ âûõîäû � âûõîä ýëåìåíòà S è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
âûõîäîâ ñõåì F1, F2, . . . , Fm.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé â áàçèñå B, ðåàëèçóåìûõ â
åå âûõîäàõ. Ñëîæíîñòüþ ÑÔÝ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå.
Íàèáîëåå ÷àñòî ÑÔÝ ðàññìàòðèâàþò íàä áàçèñîì {¬,&,∨}.

Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ãëóáèíó âûõîäà ÑÔÝ. Åñëè ñõåìà ñîñòîèò èç îäíîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî ýëåìåíòà, òî ãëóáèíà âûõîäà ðàâíà 1. Åñëè ñõåìà ïîëó÷åíà ïðèñîåäèíåíèåì ñõåì
F1, F2, . . . , Fm ê ôóíêöèîíàëüíîìó ýëåìåíòó S, òî ãëóáèíà âûõîäà S ðàâíà ìàêñèìàëüíîé
ãëóáèíå âûõîäà ñõåì F1, F2, . . . , Fm, ïðèñîåäèíåííûõ ê âõîäó S, ïëþñ 1. Ãëóáèíîé ÑÔÝ
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç ãëóáèí åå âûõîäîâ.

Ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ÑÔÝ â áàçèñå B, ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé F , íàçûâà-
åòñÿ ñëîæíîñòüþ ñèñòåìû ôóíêöèé F â áàçèñå B, è îáîçíà÷àåòñÿ LB(F ). Ìèíèìàëü-
íàÿ ãëóáèíà ÑÔÝ â áàçèñå B, ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé F , íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé
ñèñòåìû ôóíêöèé F â áàçèñå B, è îáîçíà÷àåòñÿ dB(f). Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé F ñîñòîèò
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òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè F = {f}, òî ãîâîðÿò î ñëîæíîñòè ôóíêöèè è ãëóáèíå ôóíê-
öèè f (îáîçíà÷åíèÿ: LB(f), dB(f)) â áàçèñå B. Êîãäà ãîâîðÿò î ñëîæíîñòè èëè ãëóáèíå
ôóíêöèè (ñèñòåìû ôóíêöèé) â áàçèñå B = {¬,∨,&}, èíäåêñ B, â îáîçíà÷åíèÿõ ñëîæíîñòè
èëè ãëóáèíû, ìîæåò íå óêàçûâàòüñÿ.

Âåëè÷èíû Ln = maxf∈{0,1}{0,1}n L(f) è dn = maxf∈{0,1}{0,1}n d(f) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè
Øåííîíà.

Çàäà÷è äëÿ ïðàêòèêè è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

7.1. Âûïèøèòå ôóíêöèè, ðåàëèçîâàííûå ÑÔÝ. Äëÿ êàæäîé ÑÔÝ íàéäèòå ñëîæíîñòü è
ãëóáèíó:
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7.2. Ñîñòàâüòå ÑÔÝ â áàçèñå {&,∨,¬}, ðåàëèçóþùèþ ôóíêöèþ f . Ó ñîñòàâëåííûõ ñõåì
íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó:

1. f = x1(x2(x3x4)); 4. f = x1x2x3x4;
2. f = (x1x2)(x3x4); 5. f = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x3x4;
3. f = x1x2 ∨ x1x3x4; 6. f = (x1 ∨ x2 ∨ x3x4)(x1x2 ∨ x3 ∨ x4).

7.3. Íàéòè ÑÄÍÔ ôóíêöèè f è ñîñòàâèòü ÑÔÝ â áàçèñå {&,∨,¬}, ðåàëèçóþùóþ f . Ó
ñîñòàâëåííûõ ñõåì íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó:

1. f = (10010100); 2. f = (0000000100010110).

7.4. Íàéòè ÑÊÍÔ ôóíêöèè f è ñîñòàâèòü ÑÔÝ â áàçèñå {&,∨,¬}, ðåàëèçóþùóþ f . Ó
ñîñòàâëåííûõ ñõåì íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó:

1. f = (1011); 2. f = (11011110); 3. f = (1001011101111111).
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7.5. Íàéòè ïîëèíîì Æåãàëêèíà äëÿ ôóíêöèè f è ñîñòàâèòü ÑÔÝ â áàçèñå {1,⊕,&},
ðåàëèçóþùóþ f . Ó ñîñòàâëåííûõ ñõåì íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó:

1. f = (1011); 2. f = (00010110); 3. f = (0110100010000000).

7.6. Äëÿ ÑÔÝ S â áàçèñå B îáîçíà÷èì ÷åðåç LB(S) ñëîæíîñòü ÑÔÝ S, à ÷åðåç dB(S) �
ãëóáèíó ÑÔÝ S.

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÑÔÝ S â áàçèñå B = {&,∨,¬} íàéäåòñÿ òàêàÿ ÑÔÝ S1 â
áàçèñå C = {&,¬}, ðåàëèçóþùàÿ íàáîð ôóíêöèé ñõåìû S, ÷òî dC(S1) ≤ 3dB(S)
è LC(S1) ≤ 4LB(S1);

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÑÔÝ S â áàçèñå B = {&,∨,¬} íàéäåòñÿ òàêàÿ ÑÔÝ S1 â áà-
çèñå C = {1,&,⊕}, ðåàëèçóþùàÿ íàáîð ôóíêöèé ñõåìû S, ÷òî dC(S1) ≤ 2dC(S)
è LC(S1) ≤ 3LC(S);

3. Ïóñòü B è C � êîíå÷íûå ñèñòåìû ôóíêöèé, è âñå ôóíêöèè èç B âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ôóíêöèè C. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû β, γ, ÷òî äëÿ ëþáîé
ÑÔÝ S â áàçèñå B ñóùåñòâóåò ÑÔÝ S1 â áàçèñå C, ðåàëèçóþùàÿ íàáîð ôóíêöèé
ñõåìû S, è dC(S1) ≤ βdB(S), LC(S1) ≤ γLB(S);

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ôóíêöèè â êîíå÷íûõ áàçèñàõ B è C ìîãóò
ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü â êîíñòàíòó ðàç. Êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò áàçèñîâ B è C.

7.7. Ôóíêöèÿ f èìååò n ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà L(f) ≥ n − 1
è d(f) ≥ log2 n (áàçèñ ñòàíäàðòíûé).

7.8. Ïîëîæèì fn = &n
j=1xj, Fn = {f1, f2, . . . , fn}, B = {&}. Äîêàçàòü:

1. LB(fn) = n−1 è dB(fn) = dlog2 ne, ãäå dαe � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøå
α;

2. LB(Fn) = n− 1;

3. dB(Fn) = dlog2 ne;
4. Íå ñóùåñòâóåò ñõåìû, ðåàëèçóþùåé íàáîð ôóíêöèé Fn, îäíîâðåìåííî, ñ íàè-

ìåíüøåé ñëîæíîñòüþ n− 1 è ñ íàèìåíüøåé ãëóáèíîé dlog2 ne.

7.9. Ïóñòü Fn � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíúþíêöèé, ñîñòàâëåííûõ èç ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn (÷èñëî òàêèõ ôóíêöèé 2n − 1), B = {&}.

1. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî LB(Fn) = 2n − n− 1;
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2. Ïóñòü Sm � ÑÔÝ íàä B, ðåàëèçóþùàÿ Fm (n > m ≥ 1). Êàæäûé âûõîä Sm, âõî-
äàìè êîòîðîé ñëóæàò ïåðåìåííûå x1, . . . , xm, óìíîæèì (êîíúþíêöèÿ) íà êàæ-
äûé âûõîä Sn−m, âõîäàìè êîòîðîé ñëóæàò ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn. Âûõîäàìè
ïîëó÷åííîé ñõåìû S ñëóæàò âñå ïðîèçâåäåíèÿ è âûõîäû Sm è Sn−m, à âõîäà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Ïîêàçàòü, ÷òî S ðåàëèçóåò Fn è LB(S) =
(2m − 1)(2n−m − 1) + LB(Sm) + LB(Sn−m) è dB(S) = 1 + max{dB(Sm), dB(Sn−m)};

3. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ íàä B, ðåàëèçóþùóþ Fn, ó êîòîðîé ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò
2n + 5n, à ãëóáèíà ðàâíà dlog2 ne.

7.10. Äåøèôðàòîðîì Dn íàçîâåì ñõåìó ñ n âõîäàìè x1, . . . , xn è 2n âûõîäàìè y0, . . . , y2n−1,
ó êîòîðîé òîëüêî îäèí èç âûõîäîâ yj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà, à, èìåííî, íîìåð
êîòîðîãî j ðàâåí äâîè÷íîìó êîäó âõîäà (j = (xn, . . . , x1)2 = 2n−1xn + · · ·+ 20x1).

1. Ïîñòðîèòü D2;

2. Ïóñòü n > m ≥ 1. Êàæäûé âûõîä Dm, âõîäàìè êîòîðîé ñëóæàò ïåðåìåííûå
x1, . . . , xm, óìíîæèì (êîíúþíêöèÿ) íà êàæäûé âûõîä Dn−m, âõîäàìè êîòîðîé
ñëóæàò ïåðåìåííûå xm+1, . . . , xn. Âûõîäàìè ïîëó÷åííîé ñõåìû ñëóæàò âñå ïðî-
èçâåäåíèÿ, à âõîäàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåí-
íàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ äåøèôðàòîðîì îò n ïåðåìåííûõ, íàéòè ñëîæíîñòü è ãëóáèíó
ñõåìû;

3. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ Dn, ó êîòîðîé ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 2n +
3 · 20,5n, à ãëóáèíà ðàâíà 1 + dlog2 ne.

4. Ìóëüòèïëåêñîðîì Γn íàçûâàåòñÿ ñõåìà ñ n+2n âõîäàìè x1, . . . , xn è y0, . . . , y2n−1,
è îäíèì âûõîäîì z, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé yj, ãäå äâîè÷íîå ðàç-
ëîæåíèå j ïîñòóïàåò íà âõîä x (j = x1 + 2x2 + · · ·+ 2n−1xn). Ïîêàçàòü ñóùåñòâî-
âàíèå ÑÔÝ, ðåàëèçóþùèé ìóëüòèïëåêñîð, ñëîæíîñòü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
3 · 2n +O(20,5n), à ãëóáèíà íå áîëüøå n+ 2 + dlog2 ne.

7.11. Äîêàçàòü:

1. Åñëè âåêòîð, çàäàþùèé ôóíêöèþ f îò n ïåðåìåííûõ, èìååò k åäèíèö, òî L(f) ≤
min{kn+ n− 1, k + 2n + 3 · 2d0,5ne} è d(f) ≤ 1 + dlog2 ne+ dlog2 ke;

2. Åñëè âåêòîð, çàäàþùèé ôóíêöèþ f îò n ïåðåìåííûõ, èìååò m íóëåé, òî L(f) ≤
min{mn+ n− 1,m+ 2n + 3 · 2d0,5ne} è d(f) ≤ 1 + dlog2 ne+ dlog2me;

3. Äëÿ ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà L(f) ≤ 3 · 2n−1 + 3 ·
2d0,5ne è d(f) ≤ n+ dlog2 ne;
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4. Ïóñòü B = {1,&,⊕}. Äëÿ ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
LB(f) ≤ 2n+1 − n− 2 è dB(f) ≤ n+ dlog2 ne.

7.12. Óíèâåðñàëüíûì ìíîãîïîëþñíèêîì Un ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ÑÔÝ ñ n âõîäàìè è 22n

âûõîäàìè, íà êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ âñå 22n ôóíêöèé.

1. Ïîñòðîèòü U2 â áàçèñå {¬,∨,&};
2. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî L(Un) = 22n − n;
3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî LB(Un) = 22n−n, ãäå B � êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé;

4. Ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ Un, â êîòîðîé ãëóáèíà ëþáîãî åå
âûõîäà ðàâíà ãëóáèíå ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ýòèì âûõîäîì.

5. Ïîñòðîèì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ f ∈ {0, 1}{0,1}n , ïî ôîðìóëå
f(x1, . . . , xn) = ∨a∈{0,1}n−kxa11 · · ·x

an−k

n−k f(a1, . . . , an−k, xn−k+1, . . . , xn), ïðè÷åì âñå
ôóíêöèè f(a1, . . . , an−k, xn−k+1, . . . , xn) îò k ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåì óíèâåðñàëü-
íûì ìíîãîïîëþñíèêîì Uk. Îöåíèòå ñâåðõó ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ïîëó÷åííîé
ÑÔÝ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû íàèìåíüøèå .

7.13. ÑÔÝ ñ âõîäàìè x1, . . . , xn è âûõîäàìè y1, . . . , yn ðåàëèçóåò èíêðåìåíò (óâåëè÷åíèå íà
1), åñëè (xn . . . x1)2 + 1 = (yn . . . y1)2, ãäå (xn . . . x1)2 � äâîè÷íîå ðàçîæåíèå ÷èñëà.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî y1 = x1, yj = (&j−1
i=1xi)xj ∨ (&j−1

i=1xi)xj, ãäå j = 2, . . . , n;

2. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ èíêðåìåíò, è èìåþùóþ ñëîæíîñòü íå áîëåå 6n−
6;

3. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ ðåàëèçàöèè èíêðåìåíòà ãëóáèíîé íå áîëåå 3 + dlog2(n− 1)e.

7.14. ÑÔÝ ñ âõîäàìè x1, . . . , xn è âûõîäàìè y1, . . . , yn ðåàëèçóåò äåêðåìåíò (óìåíüøåíèå
íà 1), åñëè (xn . . . x1)2 − 1 = (yn . . . y1)2, ãäå (xn . . . x1)2 � äâîè÷íîå ðàçîæåíèå ÷èñëà.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî y1 = x1, yj = (∨ji=1xi)∨(∨j−1i=1xi)xj, ãäå j = 2, . . . , n, ãäå j = 2, . . . , n;

2. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ ðåàëèçàöèè äåêðåìåíòà ñëîæíîñòüþ íå áîëåå 4n− 3;

3. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ ðåàëèçàöèè äåêðåìåíòà ãëóáèíîé íå áîëåå 2 + dlog2 ne.

7.15. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè öåëîãî ÷èñëà äâîè÷íûì êîäîì (xn, . . . , x1)2, ñòàðøèé ðàçðÿä xn
ñ÷èòàåòñÿ çíàêîâûì. Åñëè xn = 0, òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî, à, åñëè xn = 1, òî îòðè-
öàòåëüíîå.

1. Ïîêàçàòü ðàâåíñòâî (xn, . . . , x1)2 = 2n − (xn, . . . , x1)2 − 1.
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2. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ ñìåíû çíàêà ñëîæíîñòüþ íåáîëåå 7n− 6.

3. Ïîñòðîèòü ÑÔÝ ñìåíû çíàêà ãëóáèíîé íå áîëåå 4 + dlog2(n− 1)e.

7.16. ÑÔÝ ñ âõîäàìè x1, . . . , xn, y1, . . . , yn è âûõîäàìè z1, . . . , zn ðåàëèçóåò ñóììàòîð, åñëè
(xn . . . x1)2 + (yn . . . y1)2 = (zn . . . z1)2, ãäå (xn . . . x1)2 � äâîè÷íîå ðàçîæåíèå ÷èñëà.

1. Ðåàëèçóéòå ñõåìó ñóììàòîðà äâóõ îäíîðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñ äâóðàçðÿäíûì âûõî-
äîì. Íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ÑÔÝ;

2. Ðåàëèçóéòå ñõåìó ñóììàòîðà òðåõ îäíîðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñ äâóðàçðÿäíûì âûõî-
äîì. Íàéäèòå ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ÑÔÝ;

3. Ðåàëèçóéòå ñõåìó ñóììàòîðà äâóõ n ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå ñëîæíîñòü è
ãëóáèíó ÑÔÝ;

4. Ðåàëèçóéòå ÑÔÝ âû÷èòàíèÿ äâóõ n ðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå ñëîæíîñòü è
ãëóáèíó ÑÔÝ.

7.17. Ïîëîæèì x̃n = (x1, . . . , xn). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ qn(x̃n, ỹn) îò 2n ïåðåìåííûõ, êî-
òîðàÿ ñðàâíèâàåò äâà n áèòîâûõ ÷èñëà (x̃n)2 è (ỹn)2. Åå çíà÷åíèå ðàâíî 1, åñëè
(x̃n)2 > (ỹn)2, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1. Äëÿ k = 1, . . . , n− 1 ïîëîæèì x̃n−kn = (xk+1, . . . , xn) è x̃kn = (x1, . . . , xk). Äîêçàòü
ðàâåíñòâî: qn(x̃n, ỹn) = qn−k(x̃

n−k
n , ỹn−kn ) ∨

(
&n
j=k+1(xj ↔ yj)

)
· qk(x̃kn, ỹkn);

2. Ïîëîæèì z0i = xiyi, ãäå 1 ≤ i ≤ n, è u0i = xiyi ∨ (xi ∨ yi), ãäå 2 ≤ i ≤ n.
Èíäóêöèåé ïî k (1 ≤ k ≤ log2 n) îïðåäåëèì zk

2ki
= zk−1

2ki
∨ uk−1

2ki
zk−1
2ki−2k−1 , ãäå

1 ≤ i ≤ n · 2−k, è uk
2ki

= uk−1
2ki

uk−1
2ki−2k−1 , ãäå 2 ≤ i ≤ n · 2−k. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

zk
2k

= q2k(x1, . . . , x2k , y1, . . . , y2k).

3. Îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ qn, ïî ðåêóððåíòíûì
ôîðìóëàì èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.

7.18. ÑÔÝ ñ âõîäàìè x1, . . . , xn, y1, . . . , yn è âûõîäàìè z1, . . . , zn ðåàëèçóåò ñóììàòîð, åñëè
(xn . . . x1)2 + (yn . . . y1)2 = (zn . . . z1)2. Âûõîäíîé ðàçðÿä zj ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ñëîæåíèÿ âõîäíûõ ðàçðÿäîâ xj è yj, à òàêæå ïåðåíîñà pj−1 èç ïðåäûäóùèõ ðàçðÿäîâ
(z1 = x1 ⊕ y1 è zj = xj ⊕ yj ⊕ pj−1 ïðè j ≥ 2).

1. Ïîêàçàòü, ÷òî pj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (xj, . . . , x1)2 +(yj, . . . , y1)2 ≥ 2j;

2. Ïîêàçàòü, ÷òî pj = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (xj, . . . , x1)2 > (yj, . . . , y1)2;
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3. Ïîëîæèì p0i = xiyi, ãäå 1 ≤ i ≤ n, è u0i = xiyi ∨ xiyi, ãäå 2 ≤ i ≤ n. Ðåêóðñèåé ïî
k, ãäå 1 ≤ k < log2 n, îïðåäåëèì äëÿ 1 < i ≤ n2−k è 2k(i− 1) < j ≤ 2ki

ukj =

{
uk−1j ïðè 2k(i− 1) < j ≤ 2ki− 2k−1

uk−1j uk−1
2ki−2k−1 ïðè 2ki− 2k−1 < j ≤ 2ki

Òàêæå, ðåêóðñèåé ïî k, ãäå 1 ≤ k < 1 + log2 n, îïðåäåëèì äëÿ 1 ≤ i ≤ n2−k è
2k(i− 1) < j ≤ 2ki

pkj =

{
pk−1j ïðè 2k(i− 1) < j ≤ 2ki− 2k−1

pk−1j ∨ uk−1j pk−1
2ki−2k−1 ïðè 2ki− 2k−1 < j ≤ 2ki

.

Äîêàçàòü, ÷òî pkj , ãäå 2k(i − 1) < j ≤ 2ki, ðàâíî 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(xj, . . . , x2k(i−1)+1)2 > (yj, . . . , y2k(i−1)+1)2.

4. Îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü è ãëóáèíó ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ ñóììàòîð, ïî ðåêóððåíò-
íûì ôîðìóëàì èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ..

7.19. Ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÑÔÝ, ðåàëèçóþùåé óìíîæåíèå äâóõ n ðàçðÿäíûõ ÷èñåë,
ñëîæíîñòü êîòîðîé ðàâíà O(n2), à ãëóáèíà � O(log2 n).
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8. Îòâåòû, óêàçàíèÿ

Ìíîæåñòâà, îïåðàöèè ñ íèìè

1.1. âåðíî � 3, 4, 7, 11, 13, 14, 16, îñòàëüíûå âêëþ÷åíèÿ íå âåðíû.

1.2. 1. ∈; 2. 6∈; 3. ⊆; 4. ⊆; 5. 6∈; 6. ⊆; 7. ⊆; 8. ∈; 9. ∈; 10. ∈; 11. 6∈; 12. 6∈; 13. ∈; 14. 6∈; 15. ∈;
16. ∈.

1.3. íå ïðàâèëüíî � 1,2, 3, 5; ïðàâèëüíî � 4, 6.

1.4. 1. {1, 3}; 2. {1}; 3. ∅; 4. {1}; 5. {−
√

2,
√

2}; 6. {1, 2}; 7. {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4};
8. {−3− π

2
,−π

2
, π
2
, 3π

2
}; 9. {1, 5

3
}; 10. {−3, −3

2
}; 11. {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24};

12. {à, î, ý, å, è, û, ó, ¼, þ, ÿ}; 13. {0, 2, 4, 6, 8}; 14. {0, 1, 2, 3, 4}.

1.5. 1. {∅}, {a}; 2. {∅}; 3. {∅}, {{∅}}; 4. {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, {{∅}, {{∅}}}.

1.6. 1. (0,2), (0,3), (1,2), (1,3); 2. (a,1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), (b,3).

1.7. 1. [2, 3]; 2. (−1, 4]; 3. (−∞, 1]; 4. (5,∞); 5. (−∞,−2] ∪ [2,∞); 6. (−∞,−3) ∪ (−3,∞).

1.8. 1. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ò. A ðàäèóñà 3;
2. Êðóã ñ öåíòðîì â ò. A ðàäèóñà 4;
3. Âñå òî÷êè ïëîñêîñòè âíå êðóãà ñ öåíòðîì â ò. A ðàäèóñà 1;
4. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê îòðåçêó [A,B], ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó;
5. Ïîëóïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó A è îòäåëÿåìàÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì
ê îòðåçêó [A,B];
6. Îòðåçîê [A,B];
7. Ëó÷, ëåæàùèé íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A è B, èñõîäÿùèé èç òî÷êè A
â íàïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì îò òî÷êè B;
8. Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îêîëî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A,B,C;
9. Ëó÷, ëåæàùèé íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó [A,B], èñõîäÿùèé èç öåí-
òðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè îêîëî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A,B,C è íàïðàâëåííûé
â ïîëóïëîñêîñòü, íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó C.
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1.9. 1. (0,1,0,1,0,0); 2. (1,1,1,0,0,0); 3. (1,0,0,0,1,1); 4. (1,1,1,1,0,1); 5. (0,1,1,01,0);
6. (1,0,0,1,1,0).

1.10. (0,0) � ∅, (0,1) � {2}, (1,0) � {1}, (1,1) � {1, 2}.

1.11. 1. {−1, 0, 1}; 2. {0, 1, 2}×{0, 1}; 3. {{∅}, {a}, {b}, {a, b}, {c}, {a, c}}; 4. [1, 7); 5. (−∞, 5];
6. [0, 2]× [−1, 0]; 7. {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}; 8. [−1, 1]2; 9. {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 3}.

1.12. 1. {1, 4}; 2. {(1, 0), (1, 1)}; 3. {{∅}, {a}}; 4. (2, 3]; 5. [0, 1); 6. {1}× [−1, 0]; 7. {(x, y) | |x|+
|y| ≤ 1}; 8. {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}; 9. [−1, 1]3.

1.13. 1. {2}; 2. {(0, 0), (0, 1)}; 3. {{b}, {a, b}}; 4. [1, 2]; 5. [1,∞); 6. [0, 1)× [−1, 0].

1.14. 1. {2, 6}; 2. {0, 2}×{0, 1}; 3. {{b}, {c}, {a, b}, {a, c}}; 4. [1, 2]∪ (3, 7); 5. (−1, 0)∪ [1,∞);
6. {[0, 1) ∪ (2, 3]} × [−1, 0].

1.15. 1. {3, 5}; 2. {(0, 2), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}; 3. {{c}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}; 4. (0, 1) ∪
(3, 4);
5. (−∞, 0); 6. {[0, 3]× (1, 3]} ∪ {(1, 3]× [0, 1]}.

1.16. 1. ((A ∪B)⊗ C) \ (A ∩D); 2. (A ∩ (B ∪ C) \D) \D; 3. ((A ∩B) \ (C ∩D))⊗ A ∪D;
4. (A \B \ (C ∪D ∩ A)) ∪ A ∪ C.

1.17. 1. A \B ∪ (C ∩B \D); 2. A ∩B ⊗ C ∪B \ C ∪D; 3. A ∪B \ (C ∩D \B)⊗ A ∩D;
4. (A \B) ∩ (B \D) ∪ (B \ (C \D)⊗ A ∩B).

1.18. Âåðíûå âêëþ÷åíèÿ - 2, 4, 8, 9, 10, 11. Îñòàëüíûå âêëþ÷åíèÿ íå âåðíû.

1.19. Âåðíûå âêëþ÷åíèÿ - 2, 4, 5, 7, 8, 10, 12, 14, 16. Îñòàëüíûå âêëþ÷åíèÿ íå âåðíû.

1.20. 1. (011111); 2.(00100); 3. (01001); 4. (00010); 5. (01011); 6.(10010); 7. (01001); 8. (10010).

1.21. 1. îò 5 äî 9; 2. íå áîëåå 4; 3. íå áîëåå 4; 4. îò 1 äî 5; 5. îò 1 äî 9; 6. 20; 7. 16.

1.22. 1. M5 ∩M6 ∩M7 ; 2. M5 ∩ (M6 ∩M7); 3. M5 ∩M7 ∩M6.

1.23. 1. íå âåðíî; 2. âåðíî; 3. íå âåðíî; 4. íå âåðíî; 5. âåðíî; 6. âåðíî; 7. íå âåðíî; 8. âåðíî;
9. íå âåðíî; 10 .íå âåðíî; 11. íå âåðíî; 12. íå âåðíî.

1.24. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðàâåíñòâ ìåæäó ñîáîé ïîõîæè, òî ïðèâåäåì äîêàçà-
òåëüñòâî òîëüêî ïåðâîé ôîðìóëû. Åñëè (α, β) ∈ (A∩B)×C, òî α ∈ A è α ∈ B. Ñëåäî-
âàòåëüíî (α, β) ∈ A×C è (α, β) ∈ B×C, ò.å (A∩B)×C ⊆ (A×C)∩(B×C). Îáðàòíîå
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âêëþ÷åíèå: (α, β) ∈ (A×C)∩ (B×C), ñëåäîâàòåëüíî, (α, β) ∈ A×C è (α, β) ∈ B×C.
Òîãäà α ∈ A è α ∈ B, îòêóäà (α, β) ∈ (A∩B)×C, ò.å. (A×C)∩(B×C) ⊆ (A∩B)×C.
Îáúåäèíÿÿ îáà âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (A× C) ∩ (B × C) = (A ∩B)× C.

1.25. 1. Ïóñòü C ∈ 2A ∪ 2B, òîãäà, ëèáî C ∈ 2A, ëèáî C ∈ 2B. Â ïåðâîì ñëó÷àå C ⊆ A, è,
ñëåäîâàòåëüíî, C ⊆ A∪B. Âî âòîðîì ñëó÷àå, C ⊆ B, è, ñëåäîâàòåëüíî, C ⊆ A∪B. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ C ∈ 2A∪B. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà C âûâîäèì 2A ∪ 2B ⊆ 2A∪B;
2. Ïóñòü C ∈ 2A ∩ 2B, òîãäà C ∈ 2A è C ∈ 2B, ò.å. C ⊆ A è C ⊆ B. Òàêèì îáðàçîì
C ⊆ A ∩B è âêëþ÷åíèå 2A ∩ 2B ⊆ 2A∩B óñòàíîâëåíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî
âêëþ÷åíèÿ ðàññìîòðèì C ∈ 2A∩B. Òîãäà C ⊆ A ∩ B, è, ñëåäîâàòåëüíî, C ⊆ A è
C ⊆ B. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíû âêëþ÷åíèÿ C ∈ 2A è C ∈ 2B, èç êîòîðûõ âûâîäèì
C ∈ 2A∩2B. Âêëþ÷åíèå 2A∩B ⊆ 2A∩2B óñòàíîâëåíî. Îáúåäèíÿÿ âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî.
3. Ïóñòü B ∈ 2A, òîãäà B ⊆ A. Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëèáî B = ∅,
ëèáî B íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ B ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ
2A. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà B âûâîäèì 2A ⊆ 2A;
4. Ïóñòü C ∈ 2A−B, òîãäà C ⊆ A − B, è, çíà÷èò C ⊆ A è C ⊆ B. Èç ïîñëåäíèõ
âêëþ÷åíèé âûâîäèì C ∈ 2A è C ∈ 2B. Âêëþ÷åíèå 2A−B ⊆ 2A ∩ 2B óòàíîâëåíî.
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàññóæäåíèÿ ïðîâåñòè â îáðàòíîì ïîðÿäêå;
5. Ïóñòü C ∈ 2A−B, òîãäà C ⊆ A − B, è, çíà÷èò C ⊆ A è C ⊆ B. Èç ïîñëåäíèõ
âêëþ÷åíèé âûâîäèì C ∈ 2A è C 6∈ 2B, è, ñëåäîâàòåëüíî, C ∈ 2A − 2B;
6.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ðàâåíñòâå (A ∪ B) ∩ (A ∩B) = A ⊗ B
è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì 2X∩Y = 2X ∩ 2Y .

1.26. Óêàçàíèå: ïåðåíóìåðîâàòü âñå îáëàñòè íà äèàãðàììå Ýéëåðà è ïðîâåðèòü òîæäå-
ñòâî. Äëÿ ïðèìåðà äîêàæåì òîæäåñòâî 12. Â ðàâåíñòâå ó÷àñòâóåò 3 ìíîæåñòâà â
îáùåì ïîëîæåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, äèàãðàììà Ýéëåðà èìååò 8 îáëàñòåé. Ïåðåíóìå-
ðóåì ýòè îáëàñòè ÷èñëàìè îò 1 äî 8. Èñõîäíûì ìíîæåñòâàì ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâà,
îáðàçîâàííûå íîìåðàìè îáëàñòåé, ïðèíàäëåæàùèì ñîîòâåòñòâóþùèì èñõîäíûì ìíî-
æåñòâàì. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ïîëó÷èì: A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3, 5, 7}, B �
{2, 3, 6, 7}, C� {4, 5, 6, 7}. Âûïîëíèì òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè ïî îòäåëüíî-
ñòè äëÿ ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà A− (B−C) = {1, 5, 7} è äëÿ ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà
(A∩B)∪(A∩C) = {1, 5, 7}. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì îäíî è òîæå ìíîæåñòâî {1, 5, 7}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà íà äèàãðàììå Ýéëåðà ñîîòâåòñòâó-
åò îäèíàêîâàÿ ÷àñòü äèàãðàììû Ýéëåðà (ñîñòîÿùàÿ èç îáëàñòåé ïîä íîìåðàìè 1, 5,
è 7). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâàõ A,B,C òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî.

1.27. Óêàçàíèå: ïåðåíóìåðîâàòü âñå îáëàñòè íà äèàãðàììå Ýéëåðà. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò
{1, 3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7}, C� {4, 5, 6, 7}.

55



1. (A⊗BC)⊗ (BC ⊗ (A⊗B)) = {2, 3, 6, 7} = B, òîæäåñòâî äîêàçàíî.
2. (C ⊗B)⊗ A = {1, 2, 4, 7} è (C ⊗B)⊗ A = {1, 2, 4, 7}, òîæäåñòâî äîêàçàíî.
3. C⊗ABC = {4, 5, 6, 8} è (overlineC⊗BC)⊗ (AB⊗ABC) = {1, 2, 6, 7, 8}, ðàâåíñòâî
íå âûïîëíåíî.
4. ABC ∪ ABC = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} = ABC ⊗ ABC, òîæäåñòâî äîêàçàíî.

1.28. Óêàçàíèå: ïåðåíóìåðîâàòü âñå îáëàñòè íà äèàãðàììå Ýéëåðà. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò
{1, 3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7}, C� {4, 5, 6, 7}.
1. Óñëîâèå A ∩ C = {5, 7} = ∅ ïðèâîäèò ê èñêëþ÷åíèþ îáëàñòåé ïîä íîìåðàìè 5 è
7. Ñëåäîâàòåëüíî, A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3}, B � {2, 3, 6}, C� {4, 6}. Óñëîâèå AB − C =
{3} = ∅ ïðèâîäèò ê èñêëþ÷åíèþ îáëàñòè íîìåð 3. Òàêèì îáðàçîì, A ñîîòâåòñòâóåò
{1}, B � {2, 6}, C� {4, 6}. Íî â ýòîì ñëó÷àå A ∩ B = ∅, ò.å. òàêèõ ìíîæåñòâ íå
ñóùåñòâóåò.
2. Ïîñêîëüêó A ∩ C = {5, 7} = ∅ è A ∩ B = {2, 6} = ∅, òî èñêëþ÷èì îáëàñòè ïîä
íîìåðàìè 2, 5, 6, 7. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3}, B � {3}, C� {4}, è A⊗B = {1} 6= ∅.
3. Ïîñêîëüêó B − A = {2, 6} = ∅ è B ∪ A = {4, 8} = ∅, òî èñêëþ÷èì îáëàñòè ïîä
íîìåðàìè 2, 4, 6, 8. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3, 5, 7}, B � {3, 7}, C� {5, 7}, è A∩C =
{2, 8} 6= ∅.
4. Ïîñêîëüêó A − B = {1, 5} = ∅ è B ∩ C = {6, 7} = ∅, òî èñêëþ÷èì îáëàñòè ïîä
íîìåðàìè 1, 5, 6, 7. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {3, 5}, B � {2, 3}, C� {4}, è A∩C = ∅, ò.å.
òàêèõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò.

1.29. Óêàçàíèå: ïåðåíóìåðîâàòü âñå îáëàñòè íà äèàãðàììå Ýéëåðà. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò
{1, 3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7}, C� {4, 5, 6, 7}.
1. Óñëîâèå A ⊆ B∪C ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ {1, 3, 5, 7} ⊆ {2, 3, 4, 5, 6, 7}, ñëåäîâàòåëü-
íî, èñêëþ÷èì îáëàñòü ïîä íîìåðîì 1. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7},
C� {4, 5, 6, 7}. Ïîñêîëüêó A∪B = {2, 3, 5, 6, 7} è B∪C = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, òî âêëþ÷åíèå
A ∪B ⊆ B ∪ C óñòàíîâëåíî.
2. Óñëîâèå A ⊆ B∪C ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ {1, 3, 5, 7} ⊆ {2, 3, 4, 5, 6, 7}, ñëåäîâàòåëü-
íî, èñêëþ÷èì îáëàñòü ïîä íîìåðîì 1. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7},
C� {4, 5, 6, 7}. Ïîñêîëüêó (A−B) ∪ AC = {5, 7} ⊆ C, òî âêëþ÷åíèå óñòàíîâëåíî.
3. Óñëîâèå B − C ⊆ A ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ {2, 3} ⊆ {1, 3, 5, 7}, ñëåäîâàòåëüíî,
èñêëþ÷èì îáëàñòü ïîä íîìåðîì 2. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3, 5, 7}, B � {3, 6, 7}, C�
{4, 5, 6, 7}. Ïîñêîëüêó C ∪BA = {3, 4, 5, 6, 7} ñîäåðæèò B, òî âêëþ÷åíèå óñòàíîâëåíî.
4. Óñëîâèå B ⊆ C − A ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ {2, 3, 6, 7} ⊆ {4, 6}, ñëåäîâàòåëüíî,
èñêëþ÷èì îáëàñòè ïîä íîìåðàìè 2, 3, 7. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò {1, 5}, B � {6}, C�
{4, 5, 6}. Ïîñêîëüêó A ∪ (B −C) = {1, 5} ñîäåðæèòñÿ â A−B = {1, 5}, òî âêëþ÷åíèå
óñòàíîâëåíî.
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1.30. Ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ ïîõîæè, òî ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ çàäà÷è 1. Â
ñîîòíîøåíèÿõ ó÷àñòâóåò 2 ìíîæåñòâà â îáùåì ïîëîæåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, äèàãðàì-
ìà Ýéëåðà èìååò 4 îáëàñòè. Ïåðåíóìåðóåì ýòè îáëàñòè ÷èñëàìè îò 1 äî 4. Èñõîäíûì
ìíîæåñòâàì ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííûå íîìåðàìè îáëàñòåé, ïðèíàäëåæà-
ùèì ñîîòâåòñòâóþùèì èñõîäíûì ìíîæåñòâàì. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ïî-
ëó÷èì: A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3}, B � {2, 3}. Óñëîâèå A ∩ B = A ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
{1, 2, 3} = {1, 3}, ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷èì îáëàñòü ïîä íîìåðîì 2. Òîãäà A ñîîòâåò-
ñòâóåò {1, 3}, B � {3} è B ⊆ A. Îáðàòíî, óñëîâèå B ⊆ A ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèþ
{1, 3} ⊆ {2, 3}, ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷èì îáëàñòü ïîä íîìåðîì 1. Òîãäà A ñîîòâåò-
ñòâóåò {3}, B � {2, 3} è A ∩B = A.

1.31. Óêàçàíèå: ïåðåíóìåðîâàòü âñå îáëàñòè íà äèàãðàììå Ýéëåðà. Òîãäà A ñîîòâåòñòâóåò
{1, 3, 5, 7}, B � {2, 3, 6, 7}, C� {4, 5, 6, 7}.
1. Âêëþ÷åíèå A ⊆ B −C âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáëàñòè ñ íîìåðàìè
1, 5, 7 ïóñòû. Àíàëîãèñíî, ðàâåíñòâî B = (A⊗B)∪(A−C) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáëàñòè ñ íîìåðàìè 1, 5, 7 ïóñòû.
2. Âêëþ÷åíèå A ⊆ BC ðàâíîñèëüíî ïóñòîòå îáëàñòåé ñ íîìåðàìè 1, 3, 5. Ðàâåíñòâî
A ∪B = BC ∪ (B − A) ýêâèâàëåíòíî ïóñòîòå òåõ æå îáëàñòåé.
3. Âêëþ÷åíèå è ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíû ïóñòîòå îáëàñòåé ñ íîìåðàìè 1, 2, 3.
4. Âêëþ÷åíèå è ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíû ïóñòîòå îáëàñòåé ñ íîìåðàìè 1, 2, 3.

1.32. Ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ îäíîòèïíû, òî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ ïåðâîé
çàäà÷è. Â ñîîòíîøåíèÿõ ó÷àñòâóåò 4 ìíîæåñòâà â îáùåì ïîëîæåíèè, ñëåäîâàòåëüíî,
äèàãðàììà Ýéëåðà èìååò 16 îáëàñòåé. Ïåðåíóìåðóåì ýòè îáëàñòè ÷èñëàìè îò 1 äî
16. Èñõîäíûì ìíîæåñòâàì ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííûå íîìåðàìè îáëàñòåé,
ïðèíàäëåæàùèì ñîîòâåòñòâóþùèì èñõîäíûì ìíîæåñòâàì. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íó-
ìåðàöèè ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îáëàñòåé ñ íîìåðàìè: A � 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, B
� 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15, C � 4 ,5 ,6 , 7, 12, 13, 14, 15, D � 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15. Ïðîâåðèì, ñëåäóåò ëè èç ëåâîé ñèñòåìû óñëîâèé ïðàâàÿ ñèñòåìà. Âêëþ÷åíèÿ
A ⊆ B ⊆ C âîçìîæíû ïðè îòñóòñòâèè îáëàñòåé ñ íîìåðàìè 1, 5, 6, 7, 9, 13, 14, 15,
âêëþ÷åíèå D ⊆ C èñêëþ÷àåò îáëàñòè 8, 9, 10, 11, è ðàâåíñòâî A∪D = B ∪C èñêëþ-
÷àåò îáëàñòè 1 ,6 ,8 ,9. Òàêèì îáðàçîì A ñîîòâåòñòâóåò {3}, B � {2, 3}, C � {4, 12}, D
� {12}. Âêëþ÷åíèÿ A ⊆ B è D ⊆ C âûïîëíåíû.
Îáðàòíî, èç-çà âêëþ÷åíèé A ⊆ B è D ⊆ C èñêëþ÷àåì îáëàñòè ñ íîìåðàìè 1, 5,
8, 9, 10, 11, 13. Òàêèì îáðàçîì A ñîîòâåòñòâóåò {3, 7, 15}, B � {2, 3, 6, 7, 14, 15}, C �
{4, 6, 7, 12, 14, 15}, D � {12, 14, 15}. Î÷åâèäíî, B 6⊆ C, è, ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðàâîé
ñèñòåìû ëåâàÿ ñèñòåì óñëîâèé íå ñëåäóåò. Îòâåò: ñèñòåìû óñëîâèé íå ðàâíîñèëüíû.

1.33. Ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ ïîõîæè, òî ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ïåðâîé çà-
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äà÷è. Â ñîîòíîøåíèÿõ ó÷àñòâóåò 4 ìíîæåñòâà â îáùåì ïîëîæåíèè, ñëåäîâàòåëüíî,
äèàãðàììà Ýéëåðà èìååò 16 îáëàñòåé. Ïåðåíóìåðóåì ýòè îáëàñòè ÷èñëàìè îò 1 äî
16. Èñõîäíûì ìíîæåñòâàì ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííûå íîìåðàìè îáëàñòåé,
ïðèíàäëåæàùèì ñîîòâåòñòâóþùèì èñõîäíûì ìíîæåñòâàì. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íó-
ìåðàöèè ïîëó÷èì: A ñîîòâåòñòâóåò {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}, B � {2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15},
C � {4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15}, X � {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}. Âûïîëíåíèå óñëîâèé ñèñòå-
ìû òðåáóåò èñêëþ÷åíèå çîí ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13,14, 15. Òàêèì îáðàçîì
A ñîîòâåòñòâóåò {9, 11}, B � {10, 11}, C � {4}, X � {9, 10, 11}. Âèäíî, ÷òî X = A ∪B
è C ∩ (A ∪B) = ∅.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé X = A ∪B è C ∩ (A ∪B) = ∅ âëå÷åò âûïîëíåíèå
óñëîâèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ïîëó÷èì: A ñîîòâåò-
ñòâóåò {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}, B � {2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15}, C � {4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15},
D � {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}. Âûïîíåíèå óñëîâèé X = A∪B è C∩(A∪B) = ∅ âëå÷åò
èñêëþ÷åíèå çîí ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13,14, 15. Òàêèì îáðàçîì A ñîîò-
âåòñòâóåò {9, 11}, B � {10, 11}, C � {4}, X � {9, 10, 11}, è ðàâåíñòâà B −X = A ∩ C,
A −X = C − B, X − C = A ∪ B âûïîëíåíû. Îòâåò: X = A ∪ B, C ∩ (A ∪ B) = ∅ �
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè.

Îòíîøåíèÿ

2.1. 1. ρ ∪ τ = [1; 7], ρ ∩ τ = (2; 5), ρ− τ = [1; 2], ρ⊗ τ = [1; 2] ∪ [5; 7], ρ = (−∞; 1) ∪ [5;∞);
2. ρ ∪ τ = {(a, b)| a < max{3b, 2b + 3}}, ρ ∩ τ = {(a, b)| a < min{3b, 2b + 3}}, ρ − τ =
{(a, b)| 2b + 3 ≤ a < 3b}, ρ ⊗ τ = {(a, b)| min{3b, 2b + 3} ≤ a < max{3b, 2b + 3}},
ρ = {(a, b)| a ≥ 3b};
3. ρ ∪ τ = {(a, b, c)| min{ab, a+ b} < c}, ρ ∩ τ = {(a, b, c)| max{ab, a+ b} < c}, ρ− τ =
{(a, b, c)| a = 1, c = b + 1}, ρ ⊗ τ = {(a, b, c)| a + b < c ≤ ab èëè a = 1, c = b + 1},
ρ = {(a, b, c)| ab ≥ c};
4. ρ ∪ τ = {(a, b, c)| a = b èëè b = c}, ρ ∩ τ = {(a, b, c)| a = b = c}, ρ− τ = {(a, b, c)| a =
b 6= c}, ρ⊗ τ = {(a, b, c)| a = b 6= c èëè a 6= b = c}, ρ = {(a, b, c)| a 6= b};
5. ρ ∪ τ = τ , ρ ∩ τ = ρ, ρ − τ = ∅, ρ ⊗ τ = {(x, y, z)|x ∩ y ⊆ z, (x ⊗ y) ∩ z 6= ∅},
ρ = {(x, y, z)| (x ∪ y) ∩ z 6= ∅}.

2.2. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè.

2.3. 1. ρ · τ = {(x, y)| y = 2x
2}, τ · ρ = {(x, y)| y = 4x}; 2. ρ · τ = {(x, y)| y = tg(x + 1)},

τ ·ρ = {(x, y)| y = 1+tg x}; 3. ρ ·τ = {(x, y)|x3 < y}, τ ·ρ = {(x, y)|x < y
1
3}; 4. ρ ·τ = τ ,

τ · ρ = τ ; 5. ρ · τ = τ , τ · ρ = N2; 6. ρ · τ = τ , τ · ρ = τ ; 7. ρ · τ = {(x, y)| y = B − x},
τ · ρ = {(x, y)| y = A−B ∩ x}.
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2.4. 1. ρ−1 = {(1, 1), (3, 1), (3, 2)}, ρ2 = {(1, 1), (1, 3)}; 2. ρ−1 = {(a, b)| a > b}, ρ2 =
{(a, b)| a < b− 1}; 3. ρ−1 = {(a, b)| a > b}, ρ2 = ρ; 4. ρ−1 = {(x, y)| y êðàòíî x}, ρ2 = ρ;
5. ρ−1 = {(x, y)| |y| ≤ x}, ρ2 = ρ; 6. ρ−1 = ρ, ρ2 = Q2; 7. ρ−1 = ρ, ρ2 = {(x, x)|x ∈ 2A};
8. ρ−1 = ρ, ρ2 = (2A)2;

2.5. 1. Åñëè (x, y) ∈ ρ, òî (y, x) ∈ ρ−1, è (x, y) ∈ ρ−1
−1. Òî åñòü ρ ⊆ ρ−1

−1. Ïðîäåëàâ
âûêëàäêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå;
2. Åñëè (x, y) ∈ ρ−1, òî (x, y) 6∈ ρ−1, è (y, x) 6∈ ρ, ÷òî ðàâíîñèëüíî (y, x) ∈ ρ, èëè
(x, y) ∈ ρ−1. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ρ−1 ⊆ ρ−1. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè
ïðîäåëàòü âûêëàäêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå;
3. Ïðèâåäåì öåïî÷êó ðàâíîñèüíûõ âêëþ÷åíèé: (x, y) ∈ (ρ∪τ)−1; (y, x) ∈ ρ∪τ ; (y, x) ∈
ρ èëè (y, x) ∈ τ ; (x, y) ∈ ρ−1 èëè (x, y) ∈ τ−1; (x, y) ∈ ρ−1 ∪ τ−1.
4. (ρ ∩ τ)−1 = (ρ ∪ τ)

−1
= ρ−1 ∩ τ−1;

5. (ρ− τ)−1 = (ρ ∩ τ)−1 = ρ−1 \ τ−1;
6. (ρ⊗ τ)−1 = (ρ ∩ τ ∪ ρ ∩ τ)−1 = ρ−1 ⊗ τ−1;
7. Åñëè a((ρτ)µ)b, òî ∃c, ïðè êîòîðîì a(ρτ)c è cµb. Òîãäà ∃d, ïðè êîòîðîì aρd è
dτc. Èç dτc è cµb âûâîäèì d(τµ)b, è a(ρ(τµ))b. Ïîñêîëüêó ðàññóæäåíèÿ îáðàòèìû,
òî ðàâåíñòâî äîêàçàíî;
8. a(ρτ)−1b↔ b(ρτ)a, çíà÷èò, ∃c bρc è cτa, èëè, aτ−1c è cρ−1b, ò.å. a(τ−1ρ−1)b;
9. Åñëè a((ρ∪τ)µ)b, òî ∃c, ïðè êîòîðîì a(ρ∪τ)c è cµb. Óñëîâèå a(ρ∪τ)c îçíà÷àåò, ëèáî
aρc, à çíà÷èò a(ρµ)b, ëèáî aτc, è, ñëåäîâàòåëíî, a(τµ)b. Â îáåèõ ñëó÷àÿõ a(ρµ∪ τµ)b,
è âêëþ÷åíèå (ρ ∪ τ)µ ⊆ ρµ ∪ τµ äîêàçàíî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè
âûêëàäêè ïðîâåñòè â îáðàòíîì ïîðÿäêå;
10. àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9;
11. àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9.

2.6. 1. íå ðåôëåêñèâíî è íå àíòèðåôëåêñèâíî; 2. àíòèðåôëåêñèâíî; 3. ðåôëåêñèâíî; 4.
ðåôëåêñèâíî; 5. íå ðåôëåêñèâíî è íå àíòèðåôëåêñèâíî; 6. ðåôëåêñèâíî.

2.7. 1. Èç aτa âûâîäèì aτ−1a. Èç aτa è aµa ñëåäóåò a(τµ)a. a(τ ∪ µ)a, a(τ ∩ µ)a;
2. Åñëè aτ−1a, èëè a(τ ∪µ)a, èëè a(τ ∩µ)a, èëè a(τ −µ)a, èëè a(τ ⊗µ)a, òî ëèáî aτa,
ëèáî aµa, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì;
3. ρ = {(1, 2), (2, 1)} àíòèðåôëåêñèâíî íà {1, 2}, à ρ2 = {(1, 1), (2, 2)} � ðåôëåêñèâíî.

2.8. 1. àíòèñèììåòðè÷íî; 2. àíòèñèììåòðè÷íî; 3. àíòèñèììåòðè÷íî; 4. íå ñèììåòðè÷íî è
íå àíòèñèììåòðè÷íî; 5. ñèììåòðè÷íî; 6. ñèììåòðè÷íî; 7. àíòèñèììåòðè÷íî; 8. ñèì-
ìåòðè÷íî.

2.9. 1. Åñëè aτ−1b, òî bτa è â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè aτb, íî òîãäà bτ−1a. Ñèììåòðè÷íîñòü
τ−1 äîêàçàíà. Ñèììåòðè÷íîñòü τ ∩ µ, τ ∪ µ, τ − µ, τ ⊗ µ, τ · µ∪ µ · τ óñòàíàâëèâàåòñÿ
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àíàëîãè÷íî;
2. Åñëè aτ−1b è bτ−1a, òî bτa è aτb, è â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè a = b. Àíòèñèì-
ìåòðè÷íîñòü τ−1 äîêàçàíà. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü τ ∩ µ óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî;
3.τ = {(1, 2), (2, 1)}, µ = {(2, 3), (3, 2)}, τ · µ = {(1, 3)};
4. τ = {(1, 2)},µ = {(2, 1)}, τ · µ = {(1, 1)}.

2.10. 1. íåò; 2. äà; 3. äà; 4. íåò; 5. äà; 6. äà; 7. äà; 8. íåò.

2.11. Ïóñòü aτ−1b è bτ−1c, òîãäà bτa è cτb, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè cτa, è, ñëåäîâàòåëüíî
aτ−1c. Òðàíçèòèâíîñòü τ−1 óñòàíîâëåíà. Òðàíçèòèâíîñòü τ ∩ µ äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.
Ïîëîæèì τ = {(1, 2), (2, 1), (1, 1), (2, 2)}, µ = {(1, 3), (3, 1), (1, 1), (3, 3)}, òîãäà τ ∪ µ è
τµ íå òðàíçèòèâíû.

2.12. 1. {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a), (a,c), (c,a)}; 2. {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,c)}; 3.
{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (a,c), (c,a), (c,b)}; 4. {(a,b), (b,c), (a,c)}; 5. {(a,b), (b,a), (a,a),
(b,b)}.

2.13. .
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2.14. 1. (a,c), (bc), (dc); 2. (b,d), (c,a), (c,b), (d,d), (d,a) ; 3. (a,d), (a,c), (c,a), (b,d), (d,b) ;
4. (a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,d), (d,b), (c,c), (c,d), (d,c), (d,d) .

2.15. 1. N/ρ = {[1], [2], [3]}, ãäå [j] = {j + 3n|n ∈ N}; 2. Z/ρ = {[1], [2], [3]}, ãäå [j] =
{j+3n|n ∈ Z}; 3. R/ρ = {[α] | 0 ≤ α < 1}, çäåñü [α] = {α+n|n ∈ Z}; 4. R/ρ = {[1], [2]},
ãäå [1] = (−∞, 1], [2] = (1,∞); 5. 2A/ρ = {[C] |C ⊆ B}; 6. 2A/ρ = {[C] |C ⊆ B}; 7.
2A/ρ = {[C] |C ⊆ B}; 8. 2A/ρ = {B,B}.

2.16. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè ñîõðàíÿþò ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü,
òî τ−1, τ 2, τ ∩ µ � îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.
τ = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}, µ = {(a, a), (a, c), (c, a), (c, c)} � îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, à τ ∪ µ, τµ � íå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

2.17. 1. Åñëè c ∈ [a] ∩ [b], òî íàéäåòñÿ c, äëÿ êîòîðîãî aρc è bρc. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
cρb è òðàíçèòèâíîñòè èç aρc è cρb âûâîäèì aρb. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [b]
âûîëíåíî bρx, òî ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè èç aρb è bρx âûâîäèì aρx, ò.å.x ∈ [a].
Òåì ñàìûì ïîêàçàíî âêëþ÷åíèå [b] ⊆ [a]. Ïîìåíÿâ b è a ìåñòàìè â ïðîâåäåííûõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ ïîëó÷èì [a] ⊆ [b]. Ðàâåíñòâî [a] = [b] äîêàçàíî.
2. Ïîñêîëüêó a ∈ [a], òî M = ∪a∈M [a]. Óäàëèâ â îáúåäèíåíèè ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷ëåíû
ïîëó÷èìM = ∪a∈P [a] � ðàçáèåíèåM íà íåïåðåñèêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïîñêîëüêó aρb òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b ëåæàò â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, òî ρ = ∪a∈P [a]2.

2.18. Ïîñêîëüêó aρb òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b îäíîâðåìåííî ëåæàò â îäíîì èç ìíî-
æåñòâ Ai, òî îòíîøåíèå ρ ðåôëåêñèâíî ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ò.å. îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñìåæíûìè êëàññàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Ai, i = 1, . . . , k.

2.19. ρ = {1, 3, 5}2 ∪ {2, 6, 7}2 ∪ {(4, 4)}.

2.20. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà. Ïåðå÷èñëèì ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà M ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ:
1.M = {a} ∪ {b}, M = {a, b}; 2. M = {a} ∪ {b} ∪ {c}, M = {a, b} ∪ {c}, M = {a, b, c};
3.M = {a}∪{b}∪{c}∪{d},M = {a, b}∪{c}∪{d},M = {a, b}∪{c, d},M = {a, b, c}∪{d},
M = {a, b, c, d}.

2.21. 1. ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê; 2. ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê; 3. ëèíåéíûé ïîðÿäîê; 4. íå
ïîðÿäîê; 5. íå ïîðÿäîê 6. íå ïîðÿäîê; 7. ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 8. ñòðîãèé ïîðÿäîê 9.
ïîðÿäîê; 10. íå ïîðÿäîê.

2.22. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè ñîõðàíÿþò ðåôëåêñèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçè-
òèâíîñòü, òî îïåðàöèè τ−1, µ2, τ ∩ µ � îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì
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τ = {(a, a), (a, b), (b, b)}, µ = {(a, a), (b, a), (b, b)} � îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,
à τ ∪ µ, τµ � íå îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

2.23. 1. {(a,a), (b,b)}, {(a,a), (b,b), (a,b)} ; 2. {(a,a), (b,b), (c,c)}, {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b)},
{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (a,c)}, {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (a,c), (b,c)}.

2.24. .
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2.25. 1. (a,a), (a,b), (a,c), (b,b), (b,c), (c,c); 2. (a,a), (a,c), (a,d), (a,e), (a,f), (b,b), (b,c),
(b,d),(b,e), (b,f), (c,c), (c,e), (c,f), (d,d), (d,e), (d,f),(e,e), (f,f); 3. (a,a), (a,b), (a,d),
(a,e), (a,c), (a,f), (a,g), (b,b), (b,d), (b,e), (c,c), (c,f), (c,g), (d,d), (e,e), (f,f), (g,g); 4.
(a,a), (a,e), (a,h), (b,b), (b,e), (b,f), (b,h),( b,m), (c,c),(c,f), (c,g), (c,h), (c,m), (e,e),
(e,h), (f,f), (f,h), (f,m), (g,g), (g,m), (h,h), (m,m).

Ôóíêöèè, îïåðàöèè

3.1. 1. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f ∈ RR; 2. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíî-
çíà÷íàÿ, f(R) = R, f ∈ RR; 3. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f ∈ RR;
4. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíîçíà÷íàÿ, f(R) = {a | a ≥ 0, a ∈ R}, f ∈ RR; 5. ÷àñòè÷íî
îïðåäåëåíà, Df = {a | a ≥ 0, a ∈ R}, ìíîãîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f 6∈ RR; 6. âñþäó
îïðåäåëåíà, ìíîãîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f 6∈ RR; 7. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíîçíà÷íàÿ,
f(R) = R, f ∈ RR; 8. âñþäó îïðåäåëåíà, îäíîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f ∈ RR; 9. âñþäó
îïðåäåëåíà, ìíîãîçíà÷íàÿ, f(R) = R, f 6∈ RR.
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3.2. .
{0, 1}{0,1} {0, 1, 2}{0,1}
x f0 f1 f2 f3
0 0 1 0 1
1 0 0 1 1

x f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8
0 0 1 2 0 1 2 0 1 2
1 0 0 0 1 1 1 2 2 2

{0, 1}{0,1,2}
x f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7
0 0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1
2 0 0 0 0 1 1 1 1

3.3. 1. Åñëè y ∈ f(A) ∪ f(B), òî y ∈ f(A), èëè y ∈ f(B). Â ïåðâîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ
a ∈ A, f(a) = y, à âî âòîðîì, íàéäåòñÿ b ∈ B, f(b) = y. Â ëþáîì ñëó÷àå y ∈ f(A∪B).
Îáðàòíî, åñëè y ∈ f(A ∪ B), òî ëèáî íàéäåòñÿ a ∈ A, f(a) = y, ëèáî íàéäåòñÿ
b ∈ B, f(b) = y. Â ëþáîì ñëó÷àå y ∈ f(A) ∪ f(B); 2. àíàëîãè÷íî; 3. àíàëîãè÷íî; 4.
àíàëîãè÷íî.

3.4. 1. íåò; 2. äà; 3. íåò; 4. äà; 5. äà; 6. íåò; 7. äà.

3.5. .
Ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè èç {0, 1}{0,1} Ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè èç {0, 1}{0,1,2}

x f1 f2
0 1 0
1 0 1

x f1 f2 f3 f4 f5 f6
0 1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1
2 0 0 0 1 1 1

3.6. 1. äà; 2. íåò; 3. äà; 4. íåò; 5. äà; 6. äà.

3.7.

Èíúåêòèâíûå ôóíêöèè èç {0, 1}{0,1} Èíúåêòèâíûå ôóíêöèè èç {0, 1, 2}{0,1}
x f1 f2
0 1 0
1 0 1

x f1 f2 f3 f4 f5 f6
0 0 0 1 1 2 2
1 1 2 0 2 0 1

3.8. 1. äà; 2. íåò; 3. äà; 4. íåò; 5. äà; 6. äà.

3.9.

x f1 f2 f3 f4 f5 f6
1 1 1 2 2 3 3
2 2 3 1 3 1 2
3 3 2 3 1 2 1

3.10. 1. 3b− a2 ≥ 0; 2. ac > 0; 3. a = b = c; 4. b ≥ c+ a(a−2)
4

.
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3.11. 1. f−1(x) = x−1; 2. f−1(x) = x
2
; 3. f−1(x) = 1

x+1
; 4. f−1(x) =

{
y = 1− 2x ïðè x ≤ 0
y = 2x ïðè x > 0

;

5. f−1(x) =

(
x+
b√2xe−b√2xe2

2
, 1− x+

b√2xe+b√2xe2
2

)
, ãäå bαe � áëèæàéùåå öåëîå ê

α.

3.12. Ïóñòü M�ñ÷åòíî è f ∈ NM�áèåêöèÿ. Îòíîøåíèå ρ = {(x, y)| f(x) ≤ f(y)} ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïîðÿäêîì è äëÿ ëþáîãî b ∈M ìíîæåñòâî Mb � êîíå÷íî.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: Ìíîæåñòâî Mb êîíå÷íî è ρ îáðàçóåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Mb.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîMb ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà ýëå-
ìåíòîâ {m1, . . .mk = b}, â êîòîðîì miρmi+1, ãäå i = 1, 2, . . . , k − 1. Ïóñòü bρc è b 6= c.
Ïðåäñòàâèì Mc â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà ýëåìåíòîâ. Êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ
Mb ⊂Mc è äëÿ ëþáîãî x ∈Mc−Mb ñïðàâåäëèâî bρx. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óïîðÿäî÷åí-
íîì ñïèñêå Mc ïåðâûå k ýëåìåíòîâ îáðàçóþò ñïèñîê Mb, ò.å. óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê
Mc ÿâëÿåòñÿ ïðîäëåíèåì ñïèñêà Mb. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà c âûâîäèì, ÷òî
óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê Mb ìîæíî ïðîäëèòü äî óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà M . Ôóíêöèÿ,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó ñïèñêà åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

3.13. Åñëè M � ñ÷åòíî, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç NM , ÿâëÿþùåÿñÿ èíúåêöèåé. Îáðàòíî:
Ïóñòü f � èíúåêöèÿ èç NM . Îòíîøåíèå ρ = {(a, b)| f(a) ≤ f(b)} çàäàåò ëèíåéíûé
ïîðÿäîê íà M , ïðè÷åì ìíîæåñòâî Mb = {x|xρb} êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî b ∈ M (êîëè-
÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìåíüøèõ f(b) êîíå÷íî). Ñëåäîâàòåëüíî M �ñ÷åòíî.

3.14. 1. Ïóñòü f ∈ NT � áèåêöèÿ. Ñóæåíèå f íà ìíîåñòâî M ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé èç NM ,
ñëåäîâàòåëüíî, M � ñ÷åòíî. 2. Ïóñòü f ∈ NH � áèåêöèÿ è T = {t1, . . . , tn}. Ïîëî-
æèì g(x) = j ïðè x = tj è g(x) = n+ f(x) ïðè x ∈ H. g � áèåêöèÿ èç NT∪H ; 3. Ïóñòü

f � áèåêöèÿ èç NT , g � áèåêöèÿ èç NH . Òîãäà h(x) =

{
2f(x)− 1 ïðè x ∈ T
2g(x) ïðè x ∈ H �

áèåêöèÿ èç h ∈ NT∪H ;

4. h(x) =

{
−2x− 1 ïðè x < 0
2x ïðè x ≥ 0

� áèåêöèÿ èç NZ ; 5. Ïóñòü f � áèåêöèÿ èç NS.

Äëÿ êàæäîãî T ∈ S, â ñèëó ñ÷åòíîñòè, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ gT ∈ TN. Äëÿ t ∈ T ∈ S
îïðåäåëèì h(t) = 2f(T )3gT (t). Ôóíêöèÿ h îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå M = ∪T∈ST è ÿâ-
ëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, M�ñ÷åòíî; 6. Ïóñòü f � áèåêöèÿ èç NT , g �
áèåêöèÿ èç NH . Äëÿ (a, b) ∈ T × H ïîëîæèì h(a, b) = 2f(a)3g(b). Ôóíêöèÿ h îïðåäå-
ëåíà íà ìíîæåñòâå M = T × H è ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, M�ñ÷åòíî;
7. Ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó a

b
ñîïîñòàâèì ïàðó (a ∈ Z, b ∈ N). Ïîëó÷àåì áèåêöèþ Q

íà ïîäìíîæåñòâî Z × N. Ïîñêîëüêó Z × N � ñ÷åòíî (êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ), òî ëþáîå åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî � ñ÷åòíî. Ñëåäîâà-
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òåëüíî, Q � ñ÷åòíî; 8. Ïóñòü M = T k, f � áèåêöèÿ èç NT , p1, . . . , pk �ïðîñòûå
÷èñëà. Ïîëîæèì h(m1, . . . ,mk) − pf(m1)

1 · · · pf(mk)
k . Ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé èç

NM , ñëåäîâàòåëüíî, M � ñ÷åòíî; 9. Ïóñòü P = {p1 = 2, p2 = 3, . . . } � ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, f � áèåêöèÿ èç NZ. Ïîëîæèì h(

∑n
j=1 ajx

j−1) = Πn
j=1p

f(aj)
j . Ôóíêöèÿ

h ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé èç NZ(x), ñëåäîâàòåëüíî, Z(x) � ñ÷åòíî; 10. Äîêàçòåëüñòâî
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî çàìåíîé Z íà Q; 11. Ïóñòü P = {p1 = 2, p2 = 3, . . . } �
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, f � áèåêöèÿ èç NT . Ïîëîæèì h({t1, . . . , tn}) = Πn

j=1pf(tj).
Ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé èç NM , ñëåäîâàòåëüíî, M � ñ÷åòíî;

3.15. 1. f(x) = 1 + 4x; 2. f(x) = 1
x
− 1; 3. f(x) = x

1−|x| ; 4. f(x) = 4 − 2x; 5. f(x) = x
1−x ; 6.

f(0) = 1
2
, f(x) = x ïðè x 6∈ { 1

2n
|n ∈ N}, è f( 1

2n
) = 1

2n+2
ïðè n ∈ N; 7. f(x) = 5x − 2;

8. f(0) = 1
2
, f(1) = 1

4
, f(x) = x ïðè x 6∈ { 1

2n
|n ∈ N}, è f( 1

2n
) = 1

2n+4
ïðè n ∈ N; 9.

f(x) = x
1−|x| ïðè x 6∈ {

1
n+1
|n ∈ N} è f(1) = 1, f(−1) = 1

2
, f( 1

n+1
) = 1

n+2
ïðè n ∈ N.

3.16. 1. f(x, y) = (1 + 4x,−2 + 5y); 2. f(x) = (cos 2πx, sin 2pix); 3. f(x, y) = max{|x|,|y|}√
x2+y2

(x, y);

4. f(x, y) = ( x
1−|x| ,

y
1−|y| ; 5. f(x, y) = x + y; 6. Ïîëîæèì H = { π

4n
|n ∈ N}. Ìíîæåñòâà

H, Q è H ∪Q � ñ÷åòíû. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ h èç (Q∪H)H .Ôóíêöèÿ
f(x) = x ïðè x 6∈ Q ∪ H è f(x) = h(x) ïðè x ∈ H ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (0, 1) \ Q íà
(0, 1).

3.17. Óêàçàíèå: Ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷-
íîé äðîáè 0, a1a2 . . . ïàðó áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé (0, a1a3 . . . ; 0, a2a4 . . . ).

3.18. 1. Ïóñòü ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû, òîãäà ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ. Çàäàâ ýëåìåíòû îäíîãî ìíîæåñòâà ñïèñêîì, ñ ïîìîùüþ áèåêöèè ïîëó÷èì
ñïèñîê ýëåìåíòîâ äðóãîãî ìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñïèñêàõ ñîâïàäàþò.
Ïóñòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ðàâíû. Çàïèñàâ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ñïèñêàìè, ïîëó-
÷àåì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó ýëåìåíòû
ìíîæåñòâ, èìåþùèå îäèíàêîâûå íîìåðà â ñïèñêàõ.
2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåìåíòîâ A è B ñîâïàäàþò è B ⊆ A, òî A = B. Óòâåðæäåíèå
íå âåðíî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: N ⊂ Z è |N| = |Z|.
3. Ïóñòü f áèåêöèÿ ìåæäó A è B, à h� áèåêöèÿ ìåæäó B è C. Òîãäà f · h � áèåêöèÿ
ìåæäó A è C.
4. A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B, à B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó C, ñëåäîâàòåëüíî A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó C.
5. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíúåêöèè.
6. Èíúåêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèåêöèÿ íà íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî.
7. Â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå A âûäåëèì ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî C. Ìíîæåñòâî B ∪C
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ñ÷åòíî êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, è |C| = |B∪C|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f áèåê-
öèþ C íà B∪C. Ïîñòðîèì áèåêöèþ h ìíîæåñòâà A íà B∪A: h(a) = a, åñëè a ∈ A−C
è h(a) = f(a), åñëè a ∈ C.

3.19. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâ 1,2,3,4 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò
ýëåìåíò óíèâåðñà íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî ïðè-
íàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì A è B.
5. Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåê-
òîð. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ 2|A|.
6. Ðàññìîòðèì òàáèöó, ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì A, ñòîëáöû � ýëåìåíòàì B,
à íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ðàñïîëîæåí ýëåìåíò A × B. ×èñëî ýëåìåíòîâ
òàáëèöû |A| · |B| ðàâíî |A×B|.

3.20. 1. êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà; 2. íå êîììóòàòèâíà è íå àññîöèàòèâíà; 3. êîììóòà-
òèâíà, àññîöèàòèâíà; 4. êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà; 5. êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâ-
íà; 6. êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà; 7. êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà; 8. êîììóòàòèâíà,
àññîöèàòèâíà; 9. íå êîììóòàòèâíà, íå àññîöèàòèâíà; 10. êîììóòàòèâíà, íå àññîöèà-
òèâíà.

3.21. 1. ïîëóãðóïïà; 2. àáåëåâà ãðóïïà; 3. àáåëåâà ãðóïïà; 4. ïîëóãðóïïà; 5. ïîëóãðóïïà;
6. ïîëóãðóïïà; 7. àáåëåâà ãðóïïà; 8. àáåëåâà ãðóïïà; 9. àáåëåâà ãðóïïà; 10. àáåëåâà
ãðóïïà; 11. àáåëåâà ãðóïïà.

3.22. 1. Êîëüöî; 2. Ïîëå; 3. Ïîëå; 4. Êîëüöî; 5. Êîëüöî.

Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

4.1. .1.

r r r r r r r r r��AA
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r
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r rr������ ��� AA
PPPP
``````1 3 5 7 9

0 2 2 4 4 6 6 8 8

M = {10, 12, 32, 34, 54, 56, 76, 78, 98}

3.
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f1 = (001), f2 = (010),

f3 = (011), f4 = (100),

f5 = (101),

f6 = (110).
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2.
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HHH

H
1 2 3

0 1 2 0 1 0

2 1 0 1 0 0

M = {102, 111, 120, 201, 210, 300}

4.

r r r r r r
r r r
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���
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H
HHH

H
1 2 3

�
��

A
AA

2 3 �
��

A
AA

1 3 �
��

A
AA

1 2

f1 = (1, 2, 3), f2 = (1, 3, 2), f3 = (2, 1, 3), f4 = (2, 3, 1),
f5 = (3, 2, 1), f6 = (3, 1, 2).

r r r r r r3 2 1 3 2 1

4.2. 1. 10 · 10 = 100; 2. 43 = 64; 3. 303 = 27000; 4. 24 = 16; 5. 103123 = 1728000; 6. 25 = 32;
7.26 = 64; 8. 39 = 19683; 9. 5 · 4 · 3 · 27 = 7680; 10. 9 · 9 · 8 = 648.

4.3. 1. 6 · 6 · 103 = 36000; 2. 4 · 54 = 2500; 3. 55 = 3125; 4. 9 · 9 · 8 · 7 · 6 = 27216; 5. 95 = 59049;
6. 9·9·83 = 41472; 7. 9·103·5 = 45000; 8. 75 = 16807; 9. 9·102 = 900; 10. 4·102·52 = 100000;
11. 5 · 4 · 3 · 2 = 120; 12. 4 · 4 · 3 · 2 = 96; 13. 9 · 9 · 2 = 162; 14. 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 15120; 15.
25 · 35 = 7776.

4.4. 1. 64 · (64− 15) = 3136; 2. 64(64− 15)(64− 28) = 112896;
3. 6 · 6 · (64− 9) + (6 + 6 + 6 + 6) · (64− 6) + 4 · (64− 4) = 3372;
4. 4·4·(64−8)+(4+4+4+4)·(64−6)+4·(64−4)+(6+6+6+6)·(64−4)+4·(64−2) = 3516;
5. 10·9

2
103 = 45000; 6. 4 · 83 + 4 · 83 + 4 · 3 · 7 · 82 = 9472; 7. 4 · 93 + 8 · 92 · 6 = 6804; 8. 16;

9. 66; 10. 29 = 512; 11. 33 ·83 = 13824; 12. 73 = 343; 13. 8 ·7 ·6 = 336; 14. 6 ·5 ·4 ·3 = 360;
15. 12 · 11 · 10 · 9 = 12960.

4.5. 1. 90000− 9 · 9 · 8 · 7 · 6 = 62784; 2. 90000− 8 · 94 = 37512; 3. 90000− 7 · 84 = 61328;
4. (90000 − 8 · 94) − (104 + 4 · 8 · 93) = 33328; 5. 34 − 3 · 24 + 3 = 36; 6. 43 − 4 · 3 · 2 =
40; 7. 33 − 3 · 2 · 1 = 21; 8. 39 − 36 = 18954; 9. 39 − 33(33 − 1)(33 − 2) = 2133; 10.
(39 − 33(33 − 1)(33 − 2))− 33 = 2106.

4.6. 1. 6 · 5 = 30; 2. 4 · 3 · 2 = 24; 3. 4·5
2

= 10;
4. x = pi1p

j
2 → x2 = p2i1 p

2j
2 . ×èñëî äåëèòåëåé x2 ðàâíî (2i + 1)(2j + 1) = 51. Îòñþäà

2i + 1 = 3, 2j + 1 = 17, èëè íàîáîðîò.Ñëåäîâàòåëüíî, x3 = p31p
24
2 , ÷èñëî äåëèòåëåé

4 · 25 = 100;
5. Îáùåå êðàòíîå a, 16, 50 ïðåäñòàâèì â âèäå 400a

ÍÎÄ(400,a)
= 1200. Ñëåäîâàòåëüíî, a =

3ÍÎÄ(400, a). ×èñëî äåëèòåëåé 400 = 2452 ðàâíî 15 → ñóùåñòâóåò 15 íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

4.7. 1. Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B. Ýëåìåíòó (a, b) ∈ A × B ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë (i, j), ãäå i � íîìåð ýëåìåíòà A, à j � íîìåð ýëåìåíòà B.
Ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè A × B è òî÷êàìè ñ öåëûìè
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êîîðäèíàòàìè ïðÿìîóãîëüíèêà [1, |A|]× [1, |B|]. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè â óêàçàííîì ïðÿìîóãîëüíèêå ðàâíî |A| · |B|;
2. |An| = |A× An−1| = |A| · |A|n−1 = |A|n;
3. Ôóíêöèÿ,ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâó èç A åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåê-
òîð ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ïîýòîìó |2A| = 2|A|;
4.Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå ôóíêöè èç AB åå íàáîð çíà÷åíèé, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ýëåìåíò èç A|B|, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèé. Òàêèì îáðàçîì, |AB| = |A|B|| = |A||B|;
5. |{0, 1}{0,1}n| = 2|{0,1}

n| = 22n .

4.8. 1. mn; 2. m
n
2 åñëè n � ÷åòíî è m

n+1
2 åñëè n � íå÷åòíî; 3. m · (m− 1)n−1;

4. m · (m− 1) · (m− 2)n−2; 5. 33 · 2n−3; 6. m!
(m−n)! ; 7. m

n −m · (m− 1)n−1; 8. kn; 9. k!
(k−n)! ;

10. 2n; 11. n!
2
; 12. n!− 2 · (n− 1)!; 13 n!− 2 · (n− 1)! + (n− 2)!; 14. n!; 15. n!; 16. 2

n2+n
2 ;

17. 2n(2n − 1) · · · (2n − n+ 1); 18. 2n
2 − 2n(2n − 1) · · · (2n − n+ 1); 19. 3

n2−n
2 ; 20. 2n

k
; 21.

2n
2−n; 22. 2

n2+n
2 ; 23. 3

n2−n
2 2n; 24. mn; 25. 0 ïðè m < n è m!

(m−n)! ïðè m ≥ n.

4.9. 1. 2n−m; 2. 2m; 3. 2m − 1; 4. 2n−m; 5. 2n − 2n−m; 6. 2m; 7. 2n − 2m; 8.m2n−m; 9. m2n−m;
10. (n−m)2m; 11. (n−m)2m; 12. m2n−m.

4.10. 1. C2
10 = 45; 2. 2C2

12 = 132; 3. C3
10 = 120; 4. C2

5C
2
6 = 150; 5. C5

10 = 252; 6. C1
4 ·93+C2

4 ·8·92 =
6804; 7. 18·19·18·17·16

25
= 52326; 8. C2

5 = 10; 9. C2
5 · 4 · 52 + C3

5 · 53 = 2250;
10. 1 + 2C1

5 + C2
5 = 21; 11. 6!

23
− 3 5!

22
+ 34!

2
− 3! = 30; 12. C4

9 + C3
8 + C2

7 + C1
6 + 1 = 210;

13. C4
9 ;

14. C5
15; 15. (C0

5 +C2
5 +C4

5)5 = 1048576; 16. (C2
5)5 = 100000; 17. C5

10 = 252; 18. C1
2C

2
5C

3
8 =

1120; 19. C3
22 = 1540; 20, (−2)3C3

6 = −160.

4.11. 1. 4·5!
2!3!

= 40; 2. C3,3,3
9 = 1680; 3. C2,3,4

9 = 1260; 4. C2,3,5
10 = 2529;

5. C2,2,6
10 + C2,3,5

10 + C2,4,4
10 + C3,3,4

10 = 11130; 6. C2,3,4
9 = 1260; 7. C2,3,4

9 = 1260;
8. C3,3,3,3,3

15 = 168168000; 9. 23C2,3,3
8 = 4480.

4.12. 16.

4.13. 3.

4.14. 1. 10; 2. 90; 3. 13; 4. 22.

4.15. 1. 6 · 29228 = 141288; 2. 103 − 10 = 990; 3. 40− 20− 13− 5 + 6 + 2 + 1− 0 = 11;
4. C4

6C
4
14 + C3

6C
5
14 + C2

6C
6
14 + C1

6C
7
14 + C0

6C
8
14 = 123695; 5. C5

15 + C4
15 = 4368;

6. 28 + 26 + 28 − 24 − 24 − 22 + 20 = 541; 7. Ck
n; 8. C

3
n+3; 9. C

4
n+4C

4
m+4; 10. C

9
n+9; 11.

Cm,k,n−m−k
n ; 12. Cm,m,...,m

nm ; 13. Cn,n,n
3n ; 14.

∑n
i=2(−1)i n!

i!
; 15.

∑n−1
i=2 (−1)i n!

i!
.
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Ôóíêöèè áóëåâîé àëãåáðû

5.1. 1. (01001111); 2. (0000100010101110); 3. f1 : (0101101001011010)æ
f2 : (001100011000110); 4. (0101011111110010); 5. (0000011100011111).

5.2. 1. (11); 2. (10); 3. (00); 4. (1101); 5. (0010); 6. (1110); 7. (00110001); 8. (110010100);
9. (10010101).

5.3. 1. (00); 2. (1011); 3. (01000100); 4. (0110).

5.4. 1. 5, (01111101); 2. 7, (1011); 3. 5, (11); 4. 7, (11010111); 5. 3, (0100); 6. 9, (0111).

5.5. Óêàçàíèå: Çàäàòü ôóíêöèè f è g íàáîðîì çíà÷åíèé è ñðàâíèòü íàáîðû.

5.6. Óêàçàíèå: Çàäàòü ôóíêöèþ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàáîðîì çíà÷åíèé è
ñðàâíèòü íàáîðû.

5.7. 1. âñå ïåðåìåííûå ôèêòèâíûå, f = 0;
2. x3 � ñóùåñòâåííàÿ, x1, x2 � ôèêòèâíûå, f = (1, 0);
3. x2, x3 � ñóùåñòâåííûå, x1 � ôèêòèâíàÿ, f = (1001);
4. x1, x2 � ñóùåñòâåííûå, x3 � ôèêòèâíàÿ, f = (0110);
5. x2, x4 � ñóùåñòâåííûå, x1, x3 � ôèêòèâíûå, f = (0111);
6. x2, x3, x4 � ñóùåñòâåííûå, x1 � ôèêòèâíàÿ, f = (10110101);
7. x2, x3 � ñóùåñòâåííûå, x2, x4 � ôèêòèâíûå, f = (1001);
8. x2, x3, x4 � ñóùåñòâåííûå, x1 � ôèêòèâíàÿ, f = (01011000);
9. x2, x4 � ñóùåñòâåííûå, x1, x3 � ôèêòèâíûå, f = (0110).

5.8. &, (0010), (0100), ⊕, ∨, ↓, ∼, (1011), 7→, |.

5.9. 1. ¬y; 2. 1; 3. y; 4. 0; 5.y ↓ z; 6. y ∨ z.

5.10. 1. y � ôèêòèâíàÿ f = x; 2. ôèêòèâíûõ íåò; 3.y � ôèêòèâíàÿ f = x; 4. ôèêòèâíûõ
íåò;
5 y � ôèêòèâíàÿ f = x; 6. âñå ôèêòèâíûå f = 1; 7. âñå ôèêòèâíûå f = 0;
8. âñå ôèêòèâíûå f = 1; 9. âñå ôèêòèâíûå f = 0.

5.11. 1. ðàâíû; 2. ðàâíû; 3. ðàâíû; 4. íå ðàâíû; 5. íå ðàâíû; 6. íå ðàâíû.

5.12.
∑n

j=0(−1)jCj
n22n−j

.

5.13. 1. f ∗ = (0100); 2. f ∗ = (1001010); 3. ¬x; 4. x ∨ y; 5. x↔ y; 6. xy; 7. x ↓ y; 8. x ∨ yz.
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5.14. 1. f ∗
∗
(x) = f ∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) = f(x);

2. f ∗(x) = f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn) = g∗(x);
3. ïîâòîðÿåò ï.2.

5.15. 1. x↔ y ∨ z; 2. (x ∨ z)y 3. x(y ∨ z); 4. xyz; 5. (x ∨ y)(y ∨ z)(z ∨ x); 6. x ↓ y ↓ (z ∨ x);
7. 0 ∼ x ∼ y ∼ (x ∨ z); 8. (x ∨ y)(y ∨ z)(z ∨ x);

5.16. 1. (1011); 2. (0101); 3. (1001); 4. (1101); 5. (1100); 6. (01); 7. (11); 8. (11).

5.17. Ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó x1 = 0 è x1 = 1;

5.18. 1., 3., 5. Ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó x1 = a1, . . . , xk = ak; 2., 4., 6. Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî
ïðè k = n.

5.19. 1. f(x, y, z) = xyz ∨ xyz; 2. f(x, y, z) = x yz ∨ xyz ∨ xyz ∨ xyz;
3. f(x, y, z) = x y z ∨ xyz ∨ xyz ∨ xy z ∨ xyz; 4. f(x, y, z) = xyz;
5. f(x, y, z) = x y z ∨xy z ∨xyz ∨xyz; 6. f(x, y, z) = x y z ∨xyz ∨xyz ∨xy z ∨xyz ∨xyz.

5.20. ×èñëî ÷ëåíîâ â ÑÄÍÔ ðàâíî ÷èñëó íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà 1. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ν(f) êîëè÷åñòâî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ðàâíà 1.
1. Èç ðàâåíñòâ ν(f∨g) = ν(f)+ν(g)−ν(fg) è ν(f⊕g) = (ν(f)−ν(fg))+(ν(g)−ν(fg))
âûâîäì ν(f ⊕ g) = ν(f ∨ g)− 2ν(fg));
2. Èç ðàâåíñòâ ν(f 7→ g) = ν(f) + ν(g) − ν(fg)), ν(f) = 2n − ν(f) è ν(f ⊕ g) =
ν(fg) + ν(fg) âûâîäèì ν(f ⊕ g) = 2n+1 − ν(f 7→ g)− ν(g 7→ f);
3. ν(f ⊕ g) = 2n − ν((f ⊕ g)∗).

5.21. 1. f(x, y, z) = (x∨y∨z)(x∨y∨z); 2. f(x, y, z) = (x∨y∨z)(x∨y∨z)(x∨y∨z)(x∨y∨z;
3. f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z); 4. f(x, y, z) = x ∨ y ∨ z; 5. f(x, y, z) =
(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z); 6. f(x, y, z) = (x ∨ yz)(x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z).

5.22. ×èñëî ÷ëåíîâ â ÑÊÍÔ ðàâíî ÷èñëó íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç µ(f) êîëè÷åñòâî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ðàâíà 0. Ôóíêöèÿ
f 7→ g 7→ h ðàâíà 0, åñëè h = 0 è íå âûïîëíåíî îäíî èç ðàâåíñòâ f = 1, g = 0. ×èñëî
íàáîðîâ, êîãäà h = 0, f = 1, g = 0 ðàâíî µ(h ∨ g) − µ(h ∨ g ∨ f). Ñëåäîâàòåëüíî,
µ(f 7→ g 7→ h) = µ(h)− µ(h ∨ g) + µ(h ∨ g ∨ f).

5.23. 1. Cm
2n ; 2. 2n −m.

5.24. Ïðèìåíåíèâ ôîðìóëó f(x1, . . . , xn) = ⊕a∈{0,1}n, f(a)=1&
n
i=1(xi ⊕ ai), ðàñêðûâ ñêîáêè è

ïðèâåäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà. Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ïîëèíîììîì Æåãàëêèíà. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f èìååòñÿ äâà
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ïðåäñòàâëåíèÿ f(x1, . . . , xn) =
⊕

J⊆{0,1}n αJ(&j∈Jxj) =
⊕

J⊆{0,1}n βJ(&j∈Jxj). Âûáå-
ðåì íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî I ⊆ {0, 1}n, ïðè êîòîðîì αI 6= βI , è
ïîäñòàâèì âìåñòî ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð I. Çàìåòèì, ÷òî &j∈Jxj
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà X(I) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J ⊆ I. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(X(I)) =

⊕
J⊆I αJ =

⊕
J⊆I βJ , è â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè I èìååì αJ = βJ , ïðè

J ⊂ I. Íî òîãäà αI = βI , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó I, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî.

5.25. f0 = 1⊕1, f1 = 1⊕x⊕y⊕xy, f2 = x⊕xy, f3 = 1⊕y, f4 = y⊕xy, f5 = 1⊕x, f6 = x⊕y,
f7 = 1⊕ xy, f8 = xy, f9 = 1⊕ xy, f10 = x, f11 = 1⊕ y ⊕ xy, f12 = y, f13 = 1⊕ x⊕ xy,
f14 = x⊕ y ⊕ xy, f15 = 1.

5.26. 1. f(x, y, z) = 1⊕ x⊕ y ⊕ xz ⊕ yz; 2. f(x, y, z) = z; 3. f(x, y, z) = 1⊕ z ⊕ yz ⊕ xyz; 4.
f(x, y, z) = y ⊕ xy; 5. f(x, y, z) = 1⊕ y ⊕ z ⊕ yz; 6. f(x, y, z) = 1⊕ z ⊕ yz.

Çàìêíóòûå êëàññû

6.1. 1. x, y, x, y; 2.0, 1, x, y, x, y; 3. x, y x&y; 4. 0, x⊕y; 5. 0, x, y, x⊕y, x&y, x⊕xy, y⊕xy;
6. 1, x, y, x 7→ y, y 7→ x, x ∨ y; 7. 0, 1, x, y, x, y, x⊕ y, 1⊕ x⊕ y; 8. x, y x&y, x ∨ y.

6.2. 1. x = x 7→ 0; 2. x ⊕ y = (x ↓ y) ↓ ((x ↓ x) ↓ (y ↓)); 3. x = (x ⊕ x) ⊕ x; 4. x = xxx; 5.
0 = xx⊕ x; 6. x ∨ y = (x|y)|(x|y).

6.3. 1.x ∨ y = x&y; 2. x&y = x ∨ y; 3. x = 0 ↔ x; 4. x = x|x, x&y = x|y; 5. x = x ↓ x,
x ∨ y = x ↓ y; 6. x = x 7→ 0, x ∨ y = x 7→ y.

6.4. Îòâåò îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî.
1. {0,¬x}; 2.{1, x⊕ y}; 3. {x⊕ y}; 4. {xy, x ∨ y}; 5. {x ∨ y, x 7→ y}; 6. {xy, xy}.

6.5. 1. çàìêíóò; 2. íå çàìêíóò; 3. çàìêíóò; 4. çàìêíóò; 5. çàìêíóò; 6. çàìêíóò; 7. íå çà-
ìêíóò; 8. çàìêíóò; 9. íå çàìêíóò; 10. çàìêíóò.

6.6. 1. äà; 2. íåò; 3. íåò; 4. íåò; 5. íåò; 6. äà.

6.7. 1. ïðèíàäëåæèò T0, ïðè íå÷åòíûõ n ïðèíàäëåæèò T1;
2. ïðèíàäëåæèò T0, ïðè ÷åòíûõ n ïðèíàäëåæèò T1;
3. íå ïðèíàäëåæèò T0, ïðèíàäëåæèò T1;
4. ïðèíàäëåæèò T0, ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå n(n−1)

2
ïðèíàäëåæèò T1;

5. ïðèíàäëåæèò T0, ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå n(n−1)
2

ïðèíàäëåæèò T1;

6. ïðè ÷åòíîì ÷èñëå n(n−1)
2

ïðèíàäëåæèò T0, à ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå n(n−1)
2

ïðèíàäëåæèò
T1.
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6.8. 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ôóíêöèÿ èç T0 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ðàâíûì 0. Òåì ñàìûì
óñòàíîâëåíî âêëþ÷åíèå T0 ⊆ [{&,⊕}]. Ïîñêîëüêó &,⊕ ∈ T0, òî T0 = [{&,⊕}]. Èç
ðàâåíñòâà x&y = x ∨ y ⊕ x⊕ y è âêëþ÷åíèÿ ∨ ∈ T0 âûâîäèì {∨,⊕} = 0;
2. Èç ðàâåíñòâà T0 = [{&,⊕}] è ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè âûâîäèì T1 = [{∨,↔}];
3. Òàê êàê T0 = [{∨,⊕}], òî èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè âûâîäèì T1 = [{&,↔}];
4. xy ⊕ z ∈ T0 è 0 = xx⊕ x, xy = xy ⊕ 0, x⊕ y = xx⊕ y;
5. xy, x ⊕ y ⊕ z ∈ T0 ∩ T1. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ èç T0 ∩ T1 â âèäå ïîëèíîìà Æå-
ãàëêèíà. Ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 0 è êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ íå÷åòíî. Ãðóïïèðóÿ 3
ñëëàãàåìûõ â îäíî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî
[{y, x⊕ y ⊕ z}] = T0 ∩ T1;
6. xy = xy ⊕ x⊕ x, x⊕ y ⊕ z = xx⊕ y ⊕ z;
7. ñì.ï.1 è x⊕ y = (yx) ∨ (xy).
8. ñì. ï.5.

6.9. x, y, x, y.

6.10. 1. äà; 2. äà; 3. íåò; 4. íåò.

6.11. 1. f = (01001101); 2. f = (01010101); 3. f = (00110011); 4. f = (0110001100111001).

6.12. 1. 0, xy, xy, x ⊕ y, xy, y, x, x ∨ y; 2. 1, x 7→ y, y 7→ x, x ↔ y; 3. x, y; 4. 0, xy, xy, x ↓
y, x⊕ y, x|y; 5. x, y.

6.13. 1. 0 = x ⊕ x, 1 = x ⊕ x; 2. 1 = (x 7→ x) 7→ x, 0 = 1; 3. 0 = x(x ∨ x), 1 = 0; 4.
1 = xx ∨ x, 0 = 1; 5. 0 = x ⊕ xx, 1 = 0; 6. 0 = xx ⊕ xx, 1 = 0; 7. 0 = (x|x) ↓ x,
1 = 0; 8. 0 = x↔ (x↔ x), 1 = 0; 9. 0 = xxx⊕ xx⊕ xx⊕ xx, 1 = 0; 10. 1 = f(x, x, x),
0 = f(x, x, x); 11. 0 = f(x, x, x), 1 = 0;
12. 1 = f(x, x, x), 0 = f(x, x, x).

6.14. Ïîñêîëüêó çàäàíèÿ àíàëîãè÷íûå îòâåò òîëüêî äëÿ ï.1 (0000), (0100), (0010) � ïðåä-
øåñòâóþò, (0110), (1110), (0111), (1111).

6.15. 0, x&y, x, y, x ∨ y, 1.

6.16. 1. ìîíîòîííà; 2. íå ìîíîòîííà f(100) = 1 > f(101) = 0;
3. íå ìîíîòîííà f(000) = 1 > f(110) = 0; 4. íå ìîíîòîííà f(100) = 1 > f(111) = 0;
5. ìîíîòîííà; 6. ìîíîòîííà; 7. íå ìîíîòîííà f(100) = 1 > f(110) = 0; 8. ìîíîòîííà;
9. íå ìîíîòîííà f(110) = 1 > f(111) = 0; 10. ìîíîòîííà.
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6.17. 1. x = f(1, 0, x); 2. x = x⊕ 1; 3. x = f(1, x, 0) = 1&x ∨ 0; 4. x = f(1, 1, x) = 1⊕ x;
5. x = f(1, 1, x) = 1|x; 6. x = f(x, 1, 0).

6.18. Ïóñòü (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn), òîãäà (x1, . . . , xn) ≥ (y1, . . . , yn). Â ñèëó ìîíîòîííî-
ñòè f âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) ≥ f(y1, . . . , yn), à, çíà÷èò, f ∗(x1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xn) ≤ f(y1, . . . , yn) = f ∗(y1, . . . , yn).

6.19. Åñëè f(b) = 1, òî íàéäåòñÿ a ≤ b è a ∈ 1f . Çíà÷åíèå Ka(b) ðàâíî 1, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a ≤ b. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ôóíêöèè

∨
a∈1f Ka(x1, . . . , xn) íà íàáîðå

b ðàâíî 1. Åñëè f(b) = 0, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ 1f , ëèáî íàáîðû a è b íå ñðàâíèìû,
ëèáî b ìåíüøå a. Â ëþáîì ñëó÷àå, çíà÷åíèå Ka(b) ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
ôóíêöèè

∨
a∈1f Ka(x1, . . . , xn) íà íàáîðå b ðàâíî 0.

6.20. Åñëè f(b) = 0, òî íàéäåòñÿ a ≥ b è a ∈ 0f . Çíà÷åíèå Da(b) ðàâíî 0, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a ≥ b. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ôóíêöèè &a∈0fDa(x1, . . . , xn) íà íàáîðå
b ðàâíî 0. Åñëè f(b) = 1, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ 0f , ëèáî íàáîðû a è b íå ñðàâíèìû,
ëèáî b áîëüøå a. Â ëþáîì ñëó÷àå, çíà÷åíèå Da(b) ðàâíî 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
ôóíêöèè &a∈0fDa(x1, . . . , xn) íà íàáîðå b ðàâíî 1.

6.21. 1. 0; 2. 2 ýòî êîíñòàíòû 0 è 1.

6.22. 1. Íàáîð a ∈ {0, 1}n íàçûâåòñÿ íèæíåé åäèíèöåé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f , åñëè
f(a) = 1, è äëÿ ëþáîãî íàáîðà b ìåíüøåãî a âûïîëíåíî f(b) = 0. Ìíîæåñòâî íèæ-
íèõ åäèíèö îáîçíà÷èì 1f . Äëÿ a ∈ 1f îïðåäåëèì êîíúþíêöèþ Ka(x1, . . . , xn) =
&n
j=1(aj 7→ xj) (çàìåòèì 0 7→ y = 1 è 1 7→ y = y). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x1, . . . , xn) =
∨
a∈1f Ka(x1, . . . , xn).

2. ñëåäóåò èç ï.1; 3. ñëåäóåò èç ï.1.

6.23. 1. ëèíåéíàÿ; 2. íåëèíåéíàÿ; 3. íåëèíåéíàÿ; 4. íåëèíåéíàÿ; 5. ëèíåéíàÿ; 6. íåëèíåéíàÿ.

6.24. 0, 1, x, y, 1⊕ x, 1⊕ y, x⊕ y, 1⊕ x⊕ y.

6.25. 1. x&y = f(x, y); 2. x&y = f(0, x, y); 3. x&y = x 7→ y; 4. x&y = x|y; 5. x&y = f(x, y, 1);
6. x&y = f(0, x, y).

6.26. 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì. Äÿ ôóíêöèè èç L � ïîëèíîì 1 ñòåïåíè. Ðàññòàâèâ ñêîáêè, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
ôóíêöèè ÷åðåç óêàçàííûå ôóíêöèè.
2. Ëèíåéíàÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñèòü òîëüêî îò
íå÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ãðóïïèðóÿ òðè ïåðåìåííûõ, ìû óìåíüøàåì èõ ÷èñ-
ëî íà 2.
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6.27. 1. Ïîñêîëüêó | 6∈ T0, ïîäñòàâëÿåì âåçäå x, âûâîäèì x = x|x. Ïîñêîëüêó | 6∈ L, òî
x&y = x|y;
2. Ïîñêîëüêó 7→6∈ M è 0 7→ 0 = 1, 1 7→ 0 = 0, òî x 7→ 0 = x. Ïîñêîëüêó 7→6∈ L, òî
x&y = x 7→ y;
3. Ïîñêîëüêó f(x, y, z) = xy 7→ z 6∈ T0, ïîäñòàâëÿåì âåçäå x, âûâîäèì x = f(x, x, x).
Ïîñêîëüêó f 6∈ S è f(100) = f(011) = 1, òî f(x, x, x) = 1 è 0 = 1. Ïîñêîëüêó f 6∈ L,
òî x&y = f(x, y, 1);
4. Ïîñêîëüêó 7→6∈ T0, ïîäñòàâëÿåì âåçäå x, âûâîäèì 1 = x 7→ x. Ïîñêîëüêó f(x, y) =
xy⊕xz 6∈ T1, ïîäñòàâëÿåì âåçäå x, âûâîäèì 0 = f(x, x). Ïîñêîëüêó 7→6∈M è 0 7→ 0 =
1, 1 7→ 0 = 0, òî x 7→ 0 = x. Ïîñêîëüêó 7→6∈ L, òî x&y = x 7→ y;
5. Ïîñêîëüêó f(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z 6∈M è f(001) = 1, f(101) = 0, òî f(x, 0, 1) = x;
6. Ïîñêîëüêó f(x, y, z) = 1 ⊕ x ⊕ y ⊕ xz 6∈ T0, ïîäñòàâëÿåì âåçäå x, âûâîäèì x =
f(x, x, x). Ïîñêîëüêó f 6∈ S è f(001) = f(110) = 1, òî f(x, x, x) = 1 è 0 = 1. Ïîñêîëüêó
f 6∈ L, òî x&y = f(x, 1, y).

6.28. 1. Âêëþ÷åíèå [&,⊕] ⊆ T0 î÷åâèäíî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èì åñëè ðàçëîæèì
ôóíêöèþ èç T0 â ïîëèíîì Æåãàëêèíà;
2. Ïîñêîëüêó T ∗0 = T1, &∗ = ∨ è ⊕∗ =↔, òî T1 = T ∗0 = [&∗,⊕∗] = [∨,↔];
3. Âêëþ÷åíèå [⊕] ⊆ T0 ∩ L î÷åâèäíî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èì åñëè ðàçëîæèì
ôóíêöèþ èç T0 ∩ L â ïîëèíîì Æåãàëêèíà;
4. Âêëþ÷åíèå [&,∨] ⊆ M î÷åâèäíî. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîëó÷èì åñëè ðàçëîæèì
ôóíêöèþ èç M ïî íèæíèì åäèíèöàì.

6.29. 1. |T0| = 22n−1; 2. |T1| = 22n−1; 3. |L| = 2n+1; 4. |S| = 22n−1
; 5. |T0 ∩ T1| = 22n−2;

6. |T0∪T1| = 3 · 22n−2; 7. |T0∩S| = 22n−1−1; 8. |T0∪S| = 22n−1 + 22n−1−1; 9. |T0∩L| = 2n;
10. |T0 ∩ T1 ∩ S| = 22n−1−1; 11. |T0 ∪ T1 ∪ S| = 3 · 22n−2 + 22n−1−1; 12. |T0 ∩L∩ S| = 2n−1;
13. |M ∩ L| = n; 14. |T0 ∩ T1 ∩ L| = 2n−1; 15. |L− (T0 ∩ T1)| = 3 · 2n−1.

Îñíîâû òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì

7.1. 1. f = x&y&x ∨ x&y&y; 2. f1 = xy, f2 = xy, f3 = xy, f4 = xy; 3. h1 = x, h2 = xy ∨ xy,
h3 = xyz ∨ xzx.
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f = x1x2x3x4,
ñëîæíîñòü � 6, ãëóáèíà � 6
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f = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x2x3 ∨ x2x4 ∨ x3x4,
ñëîæíîñòü � 11, ãëóáèíà � 4
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f = (x1 ∨ x2 ∨ x3x4)(x1x2 ∨ x3 ∨ x4),
ñëîæíîñòü � 7, ãëóáèíà � 3

7.3. 1. f(x, y, z) = xyz ∨ xyz ∨ xyz, ñëîæíîñòü � 11, ãëóáèíà �4;
2. f(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4∨x1x2x3x4, ñëîæíîñòü � 17, ãëóáèíà
�5.

7.4. 1. f(x, y) = x ∨ y, ñëîæíîñòü �2, ãëóáèíà � 2;
2. f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z)(x ∨ y ∨ z), ñëîæíîñòü - -8, ãëóáèíà � 4;
3. f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4), ñëîæíîñòü -
-15, ãëóáèíà �5.
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7.5. 1. f(x, y) = 1⊕ y ⊕ xy, ñëîæíîñòü - -3, ãëóáèíà � 2;
2. f(x, y, z) = xy ⊕ xyz, ñëîæíîñòü - -3, ãëóáèíà � 2;
3. f(x1, x2, x3, x4) = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3x4 ⊕ x1x2x4 ⊕ x1x2x3, ñëîæíîñòü -
-14, ãëóáèíà � 5;

7.6. 1. Â ÑÔÝ S êàæäóþ äèçúþíêöèþ çàìåíèì ñõåìîé, ñîñòàâëåííîé ïî ôîðìóëàì
x ∨ y = x&y, è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñõåìó S1. Òàê êàê ñëîæíîñòü ñõåìû äèçú-
þíêöèè ðàâíà 4, à åå ãëóáèíà � 3, òî LC(S1) ≤ 4LB(S) è dC(S1) ≤ 3dB(S);
2. Â ÑÔÝ S êàæäîå îòðèöàíèå è äèçúþíêöèþ çàìåíèì ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìîé, ñî-
ñòàâëåííîé ïî ôîðìóëàì x = 1 ⊕ x è x ∨ y = x ⊕ y ⊕ xy, è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ
ñõåìó S1. Ñëîæíîñòü îòðèöàíèÿ �2, ãëóáèíà îòðèöàíèÿ �2, ñëîæíîñòü äèçúþíêöèè
3, ãëóáèíà äèçúþíêöèè �2. Ñëåäîâàòåëüíî, LC(S1) ≤ 4LB(S) è dC(S1) ≤ 3dB(S);
3. Âûðàçèì êàæäóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû B ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû C è ñîñòàâèì ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñõåìû. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü èç ïîëó÷åííûõ ñõåì ÷åðåç
γ, à ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó èç ïîëó÷åííûõ ñõåì � ÷åðåç β. Ïîñòðîèì èç ñõåìû S
ñõåìó S1, çàìåíèâ êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò èç B íà åãî ñõåìó â ñèñòåìå C.
Î÷åâèäíî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà LC(S1) ≤ γLB(S) è dC(S1) ≤ βdB(S);
4. Ïóñòü ñëîæíîñòü ôóíêöèè f â áàçèñå B äîñòèãàåòñÿ íà ñõåèå S. Òîãäà íàéäåòñÿ ñõå-
ìà S1, ðåàëèçóþùàÿ f â áàçèñå C, ÷òîLC(S1) ≤ γ1LB(S) = LB(f), ãäå γ1 � êîíñòàíòà,
çàâèñÿùàÿ ëèøü îò áàçèñîâ B è C. Ïîñêîëüêó LC(f) ≤ LC(S1), òî LC(f) ≤ γ1LB(f).
Ïîìåíÿâ â ðàññóæåäíèÿõ B è C ìåñòàìè, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî LB(f) ≤ γ2LC(f). Òåì
ñàìûì óòâåðæäåíèå î ñëîæíîñòè ôóíêöèè â ðàçíûõ áàçèñàõ äîêàçàíî. Óòâåðæäåíèå
î ãëóáèíå ôóíêöèè â ðàçíûõ áàçèñàõ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

7.7. Ïóñòü S � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f ñëîæíîñòè L(f). Â ñõåìå S íàéäåòñÿ ýëåìåíò, âõîäà-
ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âõîäû ñõåìû (íå âûõîäû äðóãèõ ýëåìåíòîâ). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç y âûõîä ýòîãî ýëåìåíòà. Óäàëèì ýòîò ýëåìåíò èç ñõåìû S, îñòàâèâ åãî âû-
õîä â êà÷åñòâå âõîäà. Ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g ñ âõîäàìè x1, . . . , xn, y.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ g ñóùåñòâåííî çàâèñèò ïî êðàéíåé ìåðå îò n − 1 ïåðåìåííîé è
åå ñëîæíîñòü L(f)− 1. Èç íåðàâåíñòâà L(g) ≥ n− 2 âûâîäèì L(f) ≥ n− 1.
Ïóñòü S � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f ãëóáèíû d(f). Âîçìîæíî òðè âàðèàíòà: f = g, èëè
f = g1&g2, èëè f = g1∨g2. Â ïåðâîì âàðèàíòå ôóíêöèÿ g ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò n ïå-
ðåìåííûõ è d(f) = d(g)+1. Âî âòîðîì è òðåüåì âàðèàíòå d(f) = 1+max{d(g1), d(g2)}.
Ïóñòü ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ g1 è g2 ðàâíî n1 è n2, ñîîòâåòñòâåííî. Î÷å-
âèäíî, n1 + n2 ≥ n, è, ñëåäîâàòåëüíî, d(f) ≥ 1 + max{dlog2 n1e, dlog2 n2e} ≥ dlog2 ne.

7.8. 1. Ïîïàðíî ãðóïïèðîâêîé fn = (x1x2)(x3x4) · · · (xn−1xn) ñâîäèì çàäà÷ó ñ n ïåðåìåííû-
ìè ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñ n

2
ïåðåìåííûìè. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì ÑÔÝ ñëîæíîñòè
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n − 1 è ãëóáèíîé dlog2 ne. Ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëó-
÷åííûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè è ãëóáèíû fn íå óëó÷øàåìû.
2. Ïðè ðàññòàíîâêå ñêîáîê (. . . (x1x2)x3) . . . )xn ïîëó÷èì ñëîæíîñòü n − 1 è ãëóáèíó
n− 1.
3. Ïóñòü ìû óìååì ñòðîèòü ÑÔÝ Sm îò m < n âõîäîâ, ðåàëèçóþùóþ íàáîð ôóíê-
öèé Fm = {x1, x1x2, . . . , x1 · · ·xm}, è èìåþùóþ ãëóáèíó dm. Ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ
íàáîð ôóíêöèé Fn ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûõîä Sm, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè x1 · · ·xm,
óìíîæèòü (êîíúþíêöèÿ) íà êàæäûé âûõîä ÑÔÝ Sn−m, âõîäàìè êîòîðîé ñëóæàò ïå-
ðåìåííûå xm+1, xm+2, . . . , xn, à âûõîäàìè ôóíêöèè xm+1, . . . , xm+1 · · ·xn. Ãëóáèíà S
ðàâíà 1 + max{dm, dn−m}, à ïðè ÷åòíîì n è m = n

2
ïîëó÷èì d(S) = 1 + dm. Çàìåòèì,

n ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì ñòåïåíè 2, èíà÷å äîáàâèì íóæíîå êîëè÷åñòâî âõîäîâ. Ïð-
ìåíèâ ïîëó÷åííûå ðåêóðñèâíûå ôîðìóëû log2 n ðàç âûâîäèì d(Sn) = dlog2 ne.
4. Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ Fn, è èìåþùàÿ ñëîæíîñòü n − 1 � åäèíñòâåííà. Ïîñêîëüêó
åå âûñîòà n− 1, òî óòâåðäåíèå äîêàçàíî.

7.9. 1. Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ Fn. Â íà÷àëå, ñõåìà íå ñîäåðæèò
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è âñå åå âõîäû ÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè. Êàæäûé âûõîä
ñõåìû ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ( â íà÷àëå ýòè ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ïåðå-
ìåííûìè). Åñëè íàéäåòñÿ ïàðà âûõîäîâ, êîíúþíêöèÿ êîòîðûõ äàñò ôóíêöèþ, åùå
íå ðåàëèçîâàííóþ ñõåìîé, òî äîáàâèì ê ñõåìå êîíúþíêöèþ ýòèõ âõîäîâ, à âûõîä
êîíúþíêöèè äîáàâèì ê âûõîäàì ñõåìû. Ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ, êîãäà âñå ôóíêöèè Fn
áóäóò ðåàëèçîâàíû ñõåìîé. Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå êîíúþíêöèè ê ñõåìå ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ðåàëèçîâàííûõ ôóíêöèé íà 1, òî ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû
ðàâíà 2n − n − 1. Î÷åâèäíî, ñõåìà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ ðåàëèçîâàòü
âñå ôóíêöèè èç Fn íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, LB(Fn) = 2n − n− 1.
2. Ëþáàÿ êîíúþíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ ëèáî íå çàâèñèò îò xm+1, . . . , xn, ëèáî íå
çàâèñèò îò x1, . . . , xm, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîíúþíê-
öèé, ïåðâàÿ è êîòîðûõ íå çàâèñèò îò xm+1, . . . , xn, à âòîðàÿ � îò x1, . . . , xm. Òà-
êèì îáðàçîì, êîíúþíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, ëèáî ðåàëèçóåòñÿ Sm, ëèáî ðåàëèçóåò-
ñÿ Sn−m, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäîâ Sm è
Sn−m. ×èñëî âûõîäîâ Sm è Sn−m ðàâíî, ñîîòâåòñòâåííî, 2n − 1 è 2n−m − 1. Êîëè-
÷åñòâî êîíúþíêöèé, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ äëÿ óìíîæåíèÿ êàæäîãî âûõîäà Sm íà
êàæäûé âûõîä Sn−m ðàâíî (2m − 1)(2n−m − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñëîæíîñòü
ñõåìû ðàâíà 2n − 2m − 2n−m + 1 + LB(Sm) + LB(Sn−m), à ãëóáèíà ñõåìû ðàâíà
1 + max{dB(Sm), dB(Sn−m);
3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèâíûì
ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ÑÔÝ, ïðåäëîæåííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëîæèâ m =
0, 5n. Ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò 2n + 2n − 1, à ãëóáèíà ðàâíà
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log2 n. Ïóñòü n íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2. Óâåëè÷èì n äî áëèæàéøåé ñòåïåíè äâîé-
êè, äîïóñòèì íà k. Ïîñòðîèì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ Fn+k, è óäàëèì èç íåå âñå êîíú-
þíêöèè, çàâèÿùèå îò xn+1, . . . , xn+k. Êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ êîíúþíêöèé íå ìåíüøå
2n(2k−1)−k−1, ïîýòîìó ñëîæíîñòü ñõåìû íå áîëüøå 2n+k+2(n+k)−1−2n(2k−1)+
k + 1 = 2n + 2n+ 3k ≤ 2n + 5n. Ãëóáèíà ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò log2(n+ k) = dlog2 ne.

7.10. 1. Íà êàæäûé èç âõîäîâ x1, x2 íàâåñèòü îòðèöàíèå, à çàòåì îðãàíèçîâàòü ïîïàðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ x1.x2, x1, x2. Ñëîæíîñòü ñõåìû 6, ãëóáèíà 2. 2. Âûõîäîì ñõåìû áóäóò
âñå ôóíêöèè âèäà &n

i=1x
δi
i , ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçóåò äåùèôðàòîð. Ñëîæíîñòü ñõåìû

� 2n + L(Dm) + L(Dn−m), à ãëóáèíà � 1 + max{d(Dm), d(Dn−m)};
3. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèâíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ÑÔÝ, ïðåäëîæåííûì â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, ïîëîæèâ m = d0, 5ne. Ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò
2n + 3 · 2d0,5ne, à ãëóáèíà ðàâíà 1 + dlog2 ne.
4. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà z =

∨
(a1,...,an)∈{0,1}n(&n

j=1x
aj
j )ya1+2a1+···+2n−1an . Âñå êîíú-

þíêöèè âèäà &n
j=1x

aj
j ðåàëèçóåì äåøèôðàòîðîì (ñëîæíîñòü 2n + 3 · 2d0,5ne, ãëóáèíà

1 + dlog2 ne), çàòåì íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ (&n
j=1x

aj
j )ya1+2a1+···+2n−1an (åùå 2n êîíúþíê-

öèé è ïëþñ 1 ê ãëóáèíå), è ðåàëèçóåì äèçúþíêöèþ 2n ÷ëåíîâ (ïëþñ 2n−1 ê ñëîæíîñòè
è n ê ãëóáèíå). Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíà ñõåìà ìóëüòèïëåêñîðà ñëîæíîñòè íå áîëüøå
3 · 2n + 3 · 2d0,5ne è ãëóáèíîé n+ 2dlog2 ne+ 2.

7.11. 1. Íàéäåì ÑÄÍÔ ôóíêöèè f ,êîòîðàÿ ñîäåðæèò k êîíúþêöèé. Ïîñòðîèì ÑÔÝ, ðå-
àëèçóþùóþ f . Â íà÷àëå íàéäåì îòðèöàíèå âñåõ âõîäîâ (ñîæíîñòü n, ãëóáèíà 1),
çàòåì âñå êîíúþíêöèè, âõîäÿùèå â ÑÄÍÔ (ñëîæíîñòü k(n − 1), ãëóáèíà dlog2 ne),
çàòåì âû÷èñëèì äèçúþíêöèþ âñåõ êîíúþíêöèé (ñëîæíîñòü k − 1, ãëóáèíà dlog2 ke).
Ïîñòðîåííàÿ ÑÔÝ èìååò ñëîæíîñòü n + k(n − 1) + k − 1 = kn + n − 1 è ãëóáèíó
1 + dlog2 ne + dlog2 ke. Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ f . Ïîñòðîèì
äåøèôðàòîð ( ñëîæíîñòü 2n + 3 · 2d0,5ne, ãëóáèíà 1 + dlog2 ne), à çàòåì íàéäåì äèçú-
þíêöèþ âñåõ ïðîèçâåäåíèé, âõîäÿùèõ â ÑÄÍÔ (ñëîæíîñòü k − 1, ãëóáèíà dlog2 ke).
Ðåóëüòèðóþùÿ ñëîæíîñòü 2n + 3 · 2d0,5ne + k;
2.Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì, òîëüêî ñòðîèì ÑÊÍÔ.
3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè êîëè÷åñâî åäåíèö k è êîëè÷åñòâî íóëåé m â ñóììå ðàâíî 2n.
Ïîýòîìó, ëèáî k ≤ 2n−1, ëèáî m ≤ 2n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, L(f) ≤ 3 · 2n−1 + 3 · 2d0,5ne è
d(f) ≤ n+ dlog2 ne.
4. Ïîñòðîèì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ âñå ïðîèçâåäåíèÿ (ñëîæíîñòü 2n + 5n, ãëóáèíà
dlog2 ne). Òå ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå âõîäÿò â ïîëèíîì Æåãàëêèíà, ñëîæèì ïî ìîäó-
ëþ 2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò 2n, òî ñëîæíîñòü ñõåìû ñëîæåíèÿ
íå âûøå 2n − 1 è ãëóáèíà íå áîëüøå n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ôóíêöèè f íå
áîëüøå 2 · 2n + 5n, à ãëóáèíà íå ïðåâîñõîäèò n+ dlog2 ne.
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7.12. 1. Âõîäû x è y, äàëåå ïåðå÷èñëÿåì ôóíêöèè, â ïîðÿäêå èõ ïîëó÷åíèÿ: f1 = x, f2 = y,
f3 = x&y, f4 = x ∨ y, f5 = f1&y, f6 = f1 ∨ y, f7 = x&f2, f8 = x ∨ f2, f9 = f1&f2,
f10 = f1 ∨ f2, f11 = x&f1, f12 = x ∨ f1, f13 = f5 ∨ f7, f14 = f3 ∨ f9;
2. Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ Un. Â íà÷àëå, ñõåìà íå ñîäåðæèò
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è âñå åå âõîäû ÿâëÿþòñÿ âûõîäàìè. Êàæäûé âûõîä ñõå-
ìû ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ( â íà÷àëå ýòè ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ïåðåìåííû-
ìè). Åñëè íàéäåòñÿ âûõîä, îòðèöàíèå êîòîðîãî äàñò ôóíêöèþ, åùå íå ðåàëèçîâàííóþ
ñõåìîé, òî äîáàâèì ê ñõåìå îòðèöàíèå ýòîãî âõîäà, à âûõîä îòðèöàíèÿ äîáàâèì ê âû-
õîäàì ñõåìû. Åñëè íå íàéäåòñÿ âûõîäà, îòðèöàíèå êîòîðîãî äîáàâèò íîâóþ ôóíêöèþ,
òî ïîïûòàåìñÿ äîáàâèò êîíúþíêöèþ èëè äèçúþíêöèþ. Ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ, êîãäà
âñå ôóíêöèè áóäóò ðåàëèçîâàíû ñõåìîé. Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå ýëåìåíòà ê ñõåìå ïðè-
âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ðåàëèçîâàííûõ ôóíêöèé íà 1, òî ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé
ñõåìû ðàâíà 22n−n. Î÷åâèäíî, ñõåìà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ ðåàëèçîâàòü
âñå ôóíêöèè íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, L(Un) = 22n − n;
3. Â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî ïîëíîòà áàçèñà, ïîýòîìó
LB(Un) = 22n − n;
4. Åñëè â ï.2 ïðèñîåäèíÿòü ýëåìåíòû ê âûõîäàì íàèìåíüøåé ãëóáèíû, òî ïîëó÷èì
òðåáóåìóþ ñõåìó;
5. Ïîñòðîèì äåøèôðàòîð ñ âõîäàìè x1, . . . , xn−k ( ñëîæíîñòü 2n−k+3 ·2d0,5(n−k)ne, ãëó-
áèíà 1 + dlog2(n − k)e) è óíèâåðñàëüíû ìíîãîïîëþñíèê Uk îò âõîäîâ xn−k+1, . . . , xn
(ñëîæíîñòü 22k−k, ãëóáèíà íå âûøå k+dlog2 ke). Ïåðåìíîæèì ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
õîäû äåøèôðàòîðà è óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïîëþñíèêà (ñëîæíîñòü 2n−k, ãëóáèíà 1)
è ðåàëèçóåì äèçúþíêöèþ (ñëîæíîñòü 2n−k−1, ãëóáèíà n−k). Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì
ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ f , ñëîæíîñòü è ãëóáèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäÿò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, 3 · 2n−k + 22k + 3 · 2d0,5(n−k)ne è n − k + 2 + max{1 + dlog2(n − k)e, k + dlog2 ke}.
Ïðè k = log2(n − log2 n) ïîëó÷àåì íàèìåíüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè 3 2n

n−log2 n
+ 2n

n
+

3
√

2n

n−log2 n
= O(2

n

n
), à ïðè k(2k−1 + 1 = n ãëóáèíà íå áîëüøå n+ log2 n

log2 log2 n
+ 2.

7.13. 1. Çàìåòèì, j ðàçðÿä ìåíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðåäûäóùèå ðàçðÿäû
ðàâíû 1. Òî åñòü, åñëè &j−1

i=1xi = 1, òî xj èíâåðòèðóåòñÿ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, xj íå

ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, yj = xj ·&j−1
i=1xi ∨ xj ·&

j−1
i=1xi.

2. Íàáîð ôóíêöèé x1, x1x2, . . . , x1 · · ·xn−1 ðåàëèçóåì ÑÔÝ, ñëîæíîñòü êîòîðîé n− 2.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ y1 = x1 ïîòðåáóåòñÿ 1 ýëåìåíò, è äëÿ âû÷èñëåíèé yj, ãäå j = 2, . . . , n
ïîíàäîáèòñÿ 5 ýëåìåíòîâ. Â èòîãå, ñëîæíîñòü ñõåìû ðàâíà n−2+1+5(n−1) = 6n−6;
3. Íàáîð ôóíêöèé x1, x1x2, . . . , x1 · · ·xn−1 ðåàëèçóåì ÑÔÝ, ãëóáèíà êîòîðîé dlog2(n−
1)e. Äîñòðîèì äàííóþ ñõåìó äî ñõåìû èíêðåìåíòà. Äëÿ âû÷èñëåíèé yj, ãäå j =
2, . . . , n ïîíàäîáèòñÿ ñõåìà ãëóáèíîé 3. Â èòîãå, ãëóáèíà ñõåìû � dlog2(n− 1)e+ 3.
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7.14. 1. Çàìåòèì, j ðàçðÿä ìåíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðåäûäóùèå ðàçðÿäû
ðàâíû 0. Òî åñòü, åñëè ∨j−1i=1xi = 0, òî xj èíâåðòèðóåòñÿ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, xj íå

ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, yj = xj · (∨j−1i=1xi) ∨ xj · (∨
j−1
i=1xi).

2. Íàáîð ôóíêöèé x1, x1∨x2, . . . , x1∨· · ·∨xn ðåàëèçóåì ÑÔÝ, ñëîæíîñòü êîòîðîé n−1.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ y1 = x1 ïîòðåáóåòñÿ 1 ýëåìåíò, è äëÿ âû÷èñëåíèé yj, ãäå j = 2, . . . , n
ïîíàäîáèòñÿ 3 ýëåìåíòà. Â èòîãå, ñëîæíîñòü ñõåìû ðàâíà n−1+1+3(n−1) = 4n−3.
3. Íàáîð ôóíêöèé x1, x1 ∨ x2, . . . , x1 ∨ · · · ∨ xn ðåàëèçóåì ÑÔÝ, ãëóáèíà êîòîðîé
dlog2 ne. Äîñòðîèì äàííóþ ñõåìó äî ñõåìû äåêðåìåíòà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷èñëåíèé
yj, ãäå j = 2, . . . , n, ïîíàäîáèòñÿ ñõåìà ãëóáèíîé 2. Â èòîãå, ãëóáèíà ÑÔÝ äåêðåìåíòà
dlog2 ne+ 2.

7.15. 1. Ïîñêîëüêó (1, . . . , 1)2 = 2n− 1 è 1−xj = xj, òî 2n− (xn, . . . , x1)2 = (xn, . . . , x1)2 + 1.
2. Ñìåíà çíàêà ÷èñëà ñâîäèòñÿ ê èíâåðòèðîâàíèþ âñåõ ðàçðÿäîâ (ñëîæíîñòü n, ãëó-
áèíà 1) è ïðèáàâëåíèþ 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñõåìû, ðåàëèçóþùåé èíêðåìåíò,
ïîñòðîèì ÑÔÝ ñìåíû çíàêà, ëèáî ñëîæíîñòüþ íå áîëåå n+ 6n− 6 = 7n− 6,
3. ëèáî ãëóáèíîé íå áîëåå 4 + dlog2(n− 1)e.

7.16. . 1. Ñõåìà ñóììàòîðà äâà âõîäà Σ2

x �
���

@
@@Ry �
���

@
@@R

�
�

@
@&-

��

@@∨ -

- ïåðåíîñ p

- n¬-
��

@@&- z

ñëîæíîñòü � 4, ãëóáèíà � 3
p = xy, z = xy&(x ∨ y)

2. Ñõåìà ñóììàòîðà òðè âõîäà Σ3

x1 -

x2 -

x3 -

Σ2
-

-p

Σ2
-z

-p��
@
@∨ -q

ñëîæíîñòü � 9, ãëóáèíà � 6
q = x1x2 ∨ (x1 ∨ x2)x3,
z = x1x2x3 ∨ (x1 ∨ x2 ∨ x3)q

3. Ñõåìà ñóììàòîðà Σ
x1
?
y1
?

x2
?
y2
?

xn
?
yn
?

Σ2

?z1 ?

?

Σ3

?z2 ?

?
.....

?

Σ3

?zn ?

ñëîæíîñòü � 9n− 4, ãëóáèíà � 6n− 3

4. Ñõåìà âû÷èòàòåëÿ D
x1

?

... xn

?

y1
?...

yn
?n¬

?

n¬
?

èíêðåìåíò
...

?... ?
ñóììàòîð

z1?
........ .. zn?

ñëîæíîñòü � 16n− 10, ãëóáèíà � 7n− 1

7.17. 1. Çàìåòèì, ÷òî (x̃n−kn )2 � ÷àñòü ÷èñëà (x̃n)2, ðàñîëîæåííàÿ â ñòàðøèõ n − k ðàç-
ðÿäàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî (x̃n)2 áîëüøå ÷èñëà (ỹn)2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà (x̃n−kn )2 > (ỹn−kn )2, èëè (x̃n−kn )2 = (ỹn−kn )2 è (x̃kn)2 > (ỹkn)2. Òàêèì îáðàçîì,
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qn(x̃n, ỹn) = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà qn−k(x̃n−kn , ỹn−kn ) = 1, èëè x̃n−kn =
ỹn−kn è qk(x̃

k
n, ỹ

k
n) = 1. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî x̃n−kn = ỹn−kn ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ

êîíúþíêöèè &n
i=k(xi ↔ yi), òî ñóììèðóÿ âñå ñêàçàííîå ðàíåå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

qn(x̃n, ỹn) = qn−k(x̃
n−k
n , ỹn−kn ) ∨ (&n

i=k(xi ↔ yi)) qk(x̃
k
n, ỹ

k
n).

2. Êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ u0i = xi ↔ yi. Èíäóêöèåé ïî k ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî uk

2ki
= &2ki

j=2k(i−1)+1
(xi ↔ yi). Äàëåå, z0i ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà xi > yi, ò.å. z0i = q1(xi, yi). Èíäóêöèåé ïî k ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
zk
2ki

= q2k(x2k(i−1)+1, . . . , x2ki, y2k(i−1)+1, . . . , y2ki). Ïðè i = 1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåí-
ñòâî.
3. Ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ u0i , èìååò ñëîæíîñòü 4 è ãëóáèíó 3, äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , n.
Ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ z0i , èìååò ñëîæíîñòü è ãëóáèíó 2, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i =
1, . . . , n. Îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòèõ ôóíêöèé 4(n−1)+2n = 6n−4. Äëÿ ðåà-
ëèçàöèè uk

2ki
, ãäå 2 ≤ i ≤ n2−k, ïîòðåáóåòñÿ n2−k−1 ýëåìåíò (k > 0). Âñåãî ïîëó÷èòñÿ∑log2 n

k=1 (n2−k − 1) ≤ n − log2 n. Äëÿ ðåàëèçàöèè zk
2ki
, ãäå 1 ≤ i ≤ n2−k, ïîòðåáóåòñÿ

2n2−k ýëåìåíò (k > 0). Âñåãî ïîëó÷èòñÿ
∑log2 n

k=1 n21−k) ≤ 2n. Îáùàÿ ñëîæíîñòü ñõåìû
ïîëó÷èòñÿ 6n−4+n− log2 n+2n ≤ 9n. Ãëóáèíà ñõåìû, âû÷èñëÿþùåé uk

2ki
ðàíà 3+k.

Ïîñêîëüêó 3 + k ≤ 2 + 2k, ïðè k ≥ 1, òî ãëóáèíà zk
2ki

ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ðàâíà
2 + 2k. Îáùàÿ ãëóáíà ñõåìû ðàâíà 2 + 2 log2 n.

7.18. 1. Ïåðåíîñ â j+1 ðàçðÿä âîçíèêàåò, åñëè ñóììà (xj · · ·x1)2+(yj · · · y1)2 ñòðîãî áîëüøå
ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà (1 . . . 1)2 = 2j − 1, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â j ðàçðÿäàõ.
2. Íåðàâåíñòâî (xj · · ·x1)2 + (yj · · · y1)2 > 2j − 1 ðàâíîñèëüíî (xj · · · x1)2 > 2j − 1 −
(yj · · · y1)2 = (yj · · · y1)2.
3. Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî u0i = xi ↔ yi. Èíäóêöèåé ïî k (1 ≤ k ≤ log2 n), ëåãêî
äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ukj = &j

j=2k(i−1)+1
(xi ↔ yi), ãäå 2k(i − 1) < j ≤ 2ki. Äàëåå,

p0i ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi > yi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qj
ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ äâóõ j ðàçðÿäíûõ ÷èñåë, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 1, åñëè ïåðâîå
÷èñëî áîëüøå âòîðîãî. Òîãäà p0i = q1(xi, yi). Èíäóêöèåé ïî k íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
pkj = qj−2k(x2k(i−1)+1, . . . , xj, y2k(i−1)+1, . . . , yj), ãäå 2k(i − 1) < j ≤ 2ki, 1 ≤ i ≤ n2−k.
Ïðè i = 1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ u0j , ãäå 2 ≤ j ≤ n, ïîòðåáóåòñÿ ñõåìà ãëóáèíû 3 è ñëîæíîñòè 5(n−
1). Ïðè âû÷èñëåíèè ukj , ãäå 2k < j ≤ n, äîñòàòî÷íî 0, 5n− 2k−1 êîíúþíêöèé, ïðè÷åì
ãëóáèíà ñõåìû óâåëè÷èòñÿ íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãëóáèíà ukj ðàâíà 3 +k, à ñëîæíîñòü
ñõåìû, ðåàëèçóþùåé âñå ukj , ãäå k < log2 n, íå ïðåâîñõîäèò 5(n − 1) + 0, 5n log2 n −
0, 5n + 1 = 0, 5n log2 n + 4, 5n − 4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ p0i ïîòðåáóåòñÿ ñõåìà ãëóáèíû 1
è ñëîæíîñè n. Ïðè âû÷èñëåíèè pkj äîñòàòî÷íî ñõåìû ñëîæíîñòè n, ïðè÷åì îáùàÿ
ãóëáèíà óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ãëóáèíà pkj íå áîëåå 3 + 2k, à
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ñëîæíîñòü âñåé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé âñå ukj è p
k
j íå ïðåâîñõîäèò 1, 5n log2 n+5, 5n−4.

Ïðè ðåàëèçàöèè zj = (xj ⊕ yj)⊕ pj−1, ãäå 2 ≤ j ≤ n, ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî u0j = xj ⊕ yj),
è, çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ñõåìû èç 5(n−1) ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîé ñõåìû
ñóììàòîðà ñëîæíîñòü � íå âûøå 1, 5n log2 n+ 10, 5n, à ãëóáèíà � 8 + 2 log2 n.

7.19. Óêàçàíèå: Âû÷èñëèòü âñå ïðîèçâåäåíèÿ xiyj, à çàòåì ãðóïïèðîâàòü ïî òðè ðàçðÿäà
îäíîãî âåñà. Ïðè ñëîæåíèå îáðçóåòñÿ äâà ðàçðÿäà, ïåðåíîñ ïåðåõîäèò â ñòàðøèé ðàç-
ðÿä. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ óìåíüøåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ çíàìåíàòåëåì
1,5.
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