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Ââåäåíèå

Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åíûì ðàçäåëîì

ìàòåìàòèêè è èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ àëãåáðîé, òåîðèåé âåðîÿò-

íîñòè, ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì, äèñöèïëèíàìè êîìïüþòåðíî-

ãî öèêëà. Ïðèëîæåíèå òåõíèê êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà ìîæíî

íàéòè â òåîðèè ãðàôîâ è äåðåâüåâ.

Ïðàêòèêóì ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðè-

âîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è êîì-

áèíàòîðíûõ ÷èñåë. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ íàèáîëåå

÷àñòî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ.

Îáà ðàçäåëà ñîäåðæàò çàäà÷è ñ ðåøåíèåì íà èñïîëüçîâàíèå òåî-

ðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â íèõ. Â òðåòüåì ðàçäåëå

ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ ñ öåëüþ îòðàáîòêè ñòóäåíòàìè íàâûêà èñïîëüçîâàíèÿ

òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íà ïðàêòèêå.

4



1. Êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû è ÷èñëà

Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì îáúåêòîâ, ïîëó÷à-

åìûõ âûáîðêîé èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ïîäìíîæåñòâ ñ íåêî-

òîðûìè ñâîéñòâàìè. Êàê ïðàâèëî îñíîâíîé âîïðîñ, ôîðìóëèðó-

åìûé â çàäà÷àõ, òðåáóåò îò íàñ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà òàêèõ

ïîäìíîæåñòâ.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî E = {a1, a2, . . . , an} èç n

ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êîìáèíàòîðíûé îáúåêò � ýòî ïîäìíî-

æåñòâî èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Íàïðèìåð, êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè ìîãóò áûòü ïîäìíîæå-

ñòâà ìíîæåñòâà E, ïîäìíîæåñòâà ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè

èç E, óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Êîìáèíàòîðíîå ÷èñëî (ñâÿçàííîå ñ êîì-

áèíàòîðíûì îáúåêòîì) � ýòî êîëè÷åñòâî êîìáèíàòîðíûõ îáúåê-

òîâ äàííîãî âèäà.

Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è ðåøåíèè çàäà÷

øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äâà ïðàâèëà, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðêàìè ýëå-

ìåíòîâ: ïðàâèëî ñóììû è ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðàâèëî ñóììû: åñëè âñå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A è B òà-

êèõ, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò m êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, à

ìíîæåñòâî B ñîäåðæèò n êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, òî âñåãî êîì-

áèíàòîðíûõ îáúåêòîâ áóäåò m + n.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: ïóñòü âñå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû îá-

ëàäàþò äâóìÿ ïðèçíàêàìè òàê, ÷òî ïåðâûé ïðèçíàê ìîæåò ïðè-

íèìàòü m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, à äëÿ êàæäîãî êîìáèíàòîðíî-

ãî îáúåêòà ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðâûì ïðèçíàêîì âòîðîé ïðèçíàê

ìîæåò ïðèíèìàòü n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, òîãäà âñåãî êîìáèíà-

òîðíûõ îáúåêòîâ áóäåò m · n.
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Ïðèìåð 1.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàáîðîâ ñ äâóìÿ êîîðäè-

íàòàìè èç ìíîæåñòâà E = {0, 1}?
Ðåøåíèå.

1. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ñóììû. Íàáîðû ñ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè

èç ìíîæåñòâà E ðàçîáüåì íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæå-

ñòâà A � íàáîðû ñ ïåðâîé êîîðäèíàòîé 0 è B � íàáîðû ñ

ïåðâîé êîîðäèíàòîé 1. Èìååì: A = {(0, 0), (0, 1)} (m = 2),

B = {(1, 0), (1, 1)} (n = 2). Îáà ìíîæåñòâà ñîäåðæàò ïî äâà

êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòà, ñëåäîâàòåëüíî âñåãî íàáîðîâ áóäåò

m + n = 4.

2. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Âñå íàáîðû ñ äâóìÿ êî-

îðäèíàòàìè èç ìíîæåñòâà E îáëàäàþò äâóìÿ ïðèçíàêàìè:

çíà÷åíèåì ïåðâîé êîîðäèíàòû è çíà÷åíèåì âòîðîé êîîðäè-

íàòû. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ìîæåò ïðèíèìàòü äâà ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿ 0 è 1 (m = 2). Ó êàæäîãî íàáîðà ñ ôèêñèðîâàííîé

ïåðâîé êîîðäèíàòîé âòîðàÿ êîîðäèíàòà òàêæå ìîæåò ïðè-

íèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1 (n = 2). Òàêèì îáðàçîì, âñåãî

íàáîðîâ m · n = 4.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è

÷èñåë.

Ñèñòåìà âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà

Ïóñòü E = {a1, a2 . . . , an} � êîíå÷íîå n ýëåìåíòíîå ìíîæå-

ñòâî. Ñèñòåìà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç P (E). Â êà÷åñòâå êîìáèíàòîðíîãî ÷èñëà, ñâÿçàííîãî ñ P (E),

îáû÷íî áåðóò ìîùíîñòü (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) ýòîãî ìíîæåñòâà

îáîçíà÷àåìóþ |P (E)|.
Âû÷èñëèì |P (E)|, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèå. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî M ìíîæåñòâà
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E, òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ai (i = 1, n) ìíîæåñòâà E ñóùåñòâó-

åò òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî ai ∈ M , ëèáî ai /∈ M . Òî æå

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç E. Ïîñêîëüêó â E âñåãî n

ýëåìåíòîâ, òî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì:

|P (E)| = 2n (1)

Ïðèìåð 1.2. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå íè ó êàêèõ äâóõ æèòåëåé

íå áûëî îäèíàêîâîãî íàáîðà çóáîâ. Íàéòè íàèáîëüøóþ ÷èñëåí-

íîñòü íàñåëåíèÿ ýòîãî ãîñóäàðñòâà.

Ðåøåíèå. Ó ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü ìàêñèìóì 32 çóáà è 32 ìåñòà

äëÿ íèõ. Äëÿ êàæäîãî ìåñòà åñòü äâå âîçìîæíîñòè (íåçàâèñèìî

îò äðóãèõ ìåñò): ëèáî çóá åñòü íà ýòîì ìåñòå, ëèáî åãî íà ýòîì

ìåñòå íåò. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîé ÷èñëåííîñòè ïðèìåíèì

ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì: 232 = 4294967296.

Ðàçìåùåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðàçìåùåíèåì k ýëåìåíòîâ èç n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-

ñòâà E, ñîäåðæàùåå k ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Íàïðèìåð, åñëè E = {a1, a2, a3} è k = 2, òî âñå ðàçìåùåíèÿ

ïî 2 ýëåìåíòà áóäóò òàêèìè: (a1, a2), (a1, a3), (a2, a1), (a2, a3),

(a3, a1), (a3, a2).

×èñëî ðàçìåùåíèé èç ìíîæåñòâà E ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Ak
n.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ýòîãî ÷èñëà íóæíî âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç E è

ðàññòàâèòü èõ ïî k ìåñòàì. Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò íàõîäèòüñÿ

ëþáîé èç n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E, íà âòîðîì ìåñòå ìîæåò íà-

õîäèòüñÿ ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ (n− 1) ýëåìåíòîâ è òàê äàëåå. Ïî

ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì:

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
, 1 ≤ k ≤ n. (2)
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Ïðèìåð 1.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïÿòèçíà÷íûõ

÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ îäèíàêîâûõ öèôð?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç 10 öèôð ïî 5 ìåñòàì.

Èìååì: A5
10 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 30240. Çàìåòèì, åñëè ÷èñëî

íà÷èíàåòñÿ ñ 0, òî îíî íå ïÿòèçíà÷íîå è òàêèõ ÷èñåë áóäåò

A4
9 = 9 · 8 · 7 · 6 = 3024. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê ðàçíîñòü A5
10 − A4

9 = 30240− 3024 = 27216.

Ïðèìåð 1.4. Òóðèñò ìîæåò ïîñåòèòü ãîðîäà Óãëè÷, Ðîñòîâ,

ßðîñëàâëü, Êîñòðîìó, Ñåðãèåâ Ïîñàä. Ñêîëüêî ìàðøðóòîâ ñ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûì ïîñåùåíèåì òðåõ ãîðîäîâ îí ìîæåò ñîñòàâèòü?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2), ïîëó÷àåì

A3
5 = 5 · 4 · 3 = 60. Òî åñòü ìîæíî ñîñòàâèòü 60 òàêèõ ìàðøðóòîâ.

Ïåðåñòàíîâêè

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïåðåñòàíîâêîé n ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà

E = {a1, a2 . . . , an} íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî

èç n ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó E.

Ïóñòü E = {1, 2, 3}. Ïåðå÷èñëèì âñå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà E: (1, 2, 3); (1, 3, 2); (2, 1, 3); (2, 3, 1); (3, 1, 2); (3, 2, 1).

×èñëî ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà E áóäåì îáîçíà÷àòü Pn. Ïî-

ñêîëüêó ïåðåñòàíîâêà � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìåùåíèÿ ïðè k = n,

òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

Pn = An
n = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! (3)

Ïðèìåð 1.5. Âîñåìü ñòóäåíòîâ ïèøóò îòâåò íà ýêçàìåíàöèîí-

íûé âîïðîñ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîãóò ïîñëåäîâàòåëüíî âû-

çâàòü îòâå÷àòü?

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (3) èìååì: P8 = 8 · 7 · . . . · 1 = 5760.

Ïðèìåð 1.6. Çà êðóãëûì ñòîëîì íóæíî ðàññàäèòü 5 ìàëü÷èêîâ

è 5 äåâî÷åê òàê, ÷òîáû íå áûëî äâóõ ðÿäîì ñèäÿùèõ ìàëü÷èêîâ è

äâóõ ðÿäîì ñèäÿùèõ äåâî÷åê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî
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ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Åñëè çàíóìåðîâàòü âñå ñòóëüÿ ïî êðóãó, òî ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è ëèáî ìàëü÷èêîâ íóæíî ïîñàäèòü íà âñå

÷åòíûå ñòóëüÿ, à äåâî÷åê íà âñå íå÷åòíûå, ëèáî íàîáîðîò. Ñëå-

äîâàòåëüíî, íóìåðàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà äâóìÿ ñïîñîáà-

ìè. Ïðè ýòîì êàê äåâî÷åê, òàê è ìàëü÷èêîâ ìîæíî ðàññàäèòü ïî

âûáðàííûì ñòóëüÿì P5 ñïîñîáàìè. Îòñþäà âûòåêàåò ðåøåíèå:

2 · P5 · P5 = 2 · 1202 = 28800 (ñïîñîáîâ).

Ñî÷åòàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñî÷åòàíèåì k ýëåìåíòîâ èç n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E, ñîäåðæà-

ùåå k ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, åñëè E = {1, 2, 3}, òî âñå ñî÷åòàíèÿ èç ìíîæåñòâà
E ïî 2 áóäóò: (1, 2); (1, 3); (2, 3).

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ êàê Ck
n. Ñî÷åòàíèå

îòëè÷àåòñÿ îò ðàçìåùåíèÿ òåì, ÷òî â íåì íå ó÷èòûâàåòñÿ ïîðÿ-

äîê âûáîðà ýëåìåíòîâ. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê âûáðàí-

íûõ k ýëåìåíòîâ ïî ôîðìóëå (2) ðàâíî k!. Ïîýòîìó, ïåðåñòàâëÿÿ

ýëåìåíòû, ìîæíî èç êàæäîãî ñî÷åòàíèÿ k ýëåìåíòîâ ïîëó÷èòü k!

ðàçìåùåíèé. Òîãäà Ck
n áóäåò â k! ðàç ìåíüøå, ÷åì Ak

n. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!

k!(n− k)!
. (4)

Èç ôîðìóëû (4) âûòåêàåò, ÷òî C0
0 = C0

n = Cn
n = 1 è Ck

n = Cn−k
n

Ïðèìåð 1.7. Â îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü

êîìàíäà èç òðåõ ó÷åíèêîâ êëàññà. Ñêîëüêî âîçìîæíîñòåé ñîñòà-

âèòü êîìàíäó, åñëè â êëàññå 20 ÷åëîâåê?

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4), ïîëó÷àåì:

C3
20 =

20!
3!17! =

20·19·18
3·2 = 1140. Òî åñòü ñóùåñòâóåò 1140 âîçìîæíûõ

êîìàíä äëÿ ó÷àñòèÿ â îëèìïèàäå ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ, ñôîð-
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ìèðîâàííûõ èç òðåõ ó÷åíèêîâ êëàññà.

Ïðèìåð 1.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëèòü âîäó èç 10 �

ëèòðîâîãî âåäðà, èñïîëüçóÿ ëèòðîâóþ è äâóõëèòðîâóþ áàíêè?

(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ïðèìåíåíèÿ áàíîê,

ñ÷èòàþñÿ ðàçíûìè.)

Ðåøåíèå. Äâóõëèòðîâóþ áàíêó ìîæíî ïðèìåíèòü 0, 1, 2, 3, 4 èëè

5 ðàç. Ïðè ýòîì, îáå áàíêè (ëèòðîâàÿ è äâóõëèòðîâàÿ) èñïîëü-

çóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, 10, 9, 8, 7, 6 èëè 5 ðàç. Â êàæäîì ñëó-

÷àå äâóõëèòðîâóþ áàíêó ìîæíî ïðèìåíèòü Ck
10−k ñïîñîáàìè, ãäå

0 ≤ k ≤ 5. Òîãäà èñêîìîå ÷èñëî áóäåò ðàâíî ñóììå

C0
10+C

1
9+C

2
8+C

3
7+C

4
6+C

5
5 = 1+9+

8 · 7
2

+
7 · 6 · 5

6
+
6 · 5
2

+1 = 89.

Ïðèìåð 1.9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 28 êîñòåé äîìèíî ìîæíî

âûáðàòü òàêèå äâå, êîòîðûå ïðèêëàäûâàþòñÿ äðóã ê äðóãó?

Ðåøåíèå. Äâå êîñòè äîìèíî ïðèêëàäûâàþòñÿ äðóã ê äðóãó, åñëè

íà íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ. Âûáîð ýòîãî ÷èñëà èç ÷èñåë 0, 1,

2, 3, 4, 5, 6 ïðîèçâîäèòñÿ ñåìüþ ñïîñîáàìè. Êîñòåé, íà êîòîðûõ

åñòü âûáðàííîå ÷èñëî, èìååòñÿ òàêæå ñåìü. Èç íèõ íóæíî âçÿòü

äâå. Òîãäà âñåãî ïîëó÷èòñÿ: 7C2
7 = 7·7!

2!·5! =
72·6
2! = 147 ñïîñîáîâ.

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè k ýëåìåíòîâ

èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ âû-

áîðêà èç k ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ E, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ

ïîâòîðåíèå ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, åñëè E = {a1, a2, a3} è k = 2, òî âñåìè ñî÷åòàíèÿ-

ìè ñ ïîâòîðåíèÿìè ïî 2 ýëåìåíòà èç E áóäóò {a1, a1}, {a1, a2},
{a1, a3}, {a2, a2}, {a2, a3}, {a3, a3}.

×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n. Ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ýòî ÷èñëî, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó (4).
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Ëåììà. Ïðè n ≥ 1, k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ck
n = Ck

n+k−1.

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî

ðàññóæäåíèÿ: ïðè âûáîðå èç ìíîæåñòâà E ýëåìåíòà ai íóæíî

âñÿêèé ðàç, êðîìå ïîñëåäíåãî äîáàâëÿòü ê ýòîìó ìíîæåñòâó åùå

îäèí òàêîé æå ýëåìåíò ai, ÷òîáû áûëà âîçìîæíîñòü åãî âûáîðà

íà ñëåäóþùåì øàãó. Ñëåäîâàòåëüíî, äîáàâèòü íóæíî (k−1) ýëå-

ìåíò.

Ïðèìåð 1.10. Íà ïî÷òå ïÿòü âèäîâ íîâîãîäíèõ îòêðûòîê.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç íèõ ìîæíî âûáðàòü ñåìü îòêðûòîê?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èç ëåììû: C7
5 = C7

5+7−1,

C7
11 =

11·10·9·8
4! = 330.

Ïðèìåð 1.11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü íàáîð èç ïÿ-

òè îòêðûòîê, åñëè â ïðîäàæå èìåþòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñîðòà?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îòêðûòêè â íàáîðå ìîãóò áûòü îäèíàêîâû-

ìè, òî èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî C5
4 = C5

5+4−1 = C5
8 = 8·7·6

3! = 56.

Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè èç E

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïåðåñòàíîâêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè ìíîæåñòâà

E = {a1, a2, . . . , an} ïî k1, k2, . . ., kn íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ

âûáîðêà èç (k1 + k2 + . . . + kn) ýëåìåíòîâ, â êîòîðóþ ýëåìåíò ai
âõîäèò ki ðàç (ki > 0; i = 1, . . . , n).

Íàïðèìåð, äëÿ E = {a1, a2} ïåðå÷èñëèì âñå ïåðåñòàíîâêè ïî 3, 1.

Ýëåìåíò a1 äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ 3 ðàçà, ýëåìåíò a2 äîëæåí âñòðå-

÷àòüñÿ 1 ðàç â êàæäîé ïåðåñòàíîâêå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåìè ïåðå-

ñòàíîâêàìè èç E áóäóò (a1, a1, a1, a2), (a1, a1, a2, a1), (a1, a2, a1, a1),

(a2, a1, a1, a1).

×èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè (k1 + k2 + . . . + kn) ýëå-

ìåíòîâ èç E îáîçíà÷àåòñÿ Pk1,k2,...,kn.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåñòàíîâêàìè áåç ïîâòîðåíèé ýòî ÷èñëî áó-

äåò ìåíüøå â k1!k2! . . . kn! ðàç, òàê êàê ïåðåñòàíîâêè îäèíàêîâûõ
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ýëåìåíòîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîýòîìó

Pk1,k2,...,kn =
(k1 + k2 + . . . + kn)!

k1!k2! . . . kn!
(5)

Ïðèìåð 1.12. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ”ñëîâ” ìîæíî ïîëó÷èòü ïå-

ðåñòàíîâêîé áóêâ â ñëîâå ”àáðàêàäàáðà”?

Ðåøåíèå. Â ñëîâå ”àáðàêàäàáðà” áóêâà ”à” âñòðå÷àåòñÿ 5 ðàç,

áóêâû ”á” è áóêâà ”ð” � ïî 2 ðàçà, áóêâû ”ê” è ”ä” ïî îäíîìó

ðàçó. Ïîýòîìó ÷èñëî èñêîìûõ ñëîâ ðàâíî:

P5,2,2,1,1 =
(5 + 2 + 2 + 1 + 1)!

5!2!2!1!1!
=

11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6
4

= 83160.

Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè k ýëåìåíòîâ

èç n � ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ âû-

áîðêà èç k ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ E, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ

ïîâòîðåíèå ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, åñëè E = {a1, a2, a3} è k = 2, òî âñåìè ðàçìåùåíè-

ÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè äâóõ ýëåìåíòîâ èç E áóäóò ÿâëÿòüñÿ (a1, a1),

(a1, a2), (a1, a3), (a2, a2), (a2, a1), (a2, a3), (a3, a1), (a3, a2), (a3, a3).

×èñëî ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç E ïî k îáîçíà÷àåòñÿ

Ak
n. Ïîñêîëüêó äëÿ âûáîðà êàæäîãî èç k ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò

n âîçìîæíîñòåé, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ak
n = nk. (6)

Ïðèìåð 1.13. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæ-

íî íàïèñàòü, ïîëüçóÿñü öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 òàê, ÷òîáû â

êàæäîì èç íèõ áûëà ðîâíî îäíà åäèíèöà, åñëè ëþáàÿ äðóãàÿ

öèôðà ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â çàïèñè íåñêîëüêî ðàç?

Ðåøåíèå. Äëÿ åäèíèöû ñóùåñòâóåò âñåãî 4 âîçìîæíîñòè âûáîðà
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ìåñòà. Äëÿ êàæäîãî èç òðåõ äðóãèõ ìåñò ñóùåñòâóåò ñåìü âîç-

ìîæíîñòåé âûáîðà öèôðû â çàïèñè ÷èñëà. Òîãäà âñåãî ÷åòûðåõ-

çíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è,

áóäåò: 4A3
7 = 4 · 73 = 1372.

Ïðèìåð 1.14. Êàêèõ ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè

êîòîðûõ åñòü åäèíèöà, èëè îñòàëüíûõ?

Ðåøåíèå. Ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë áóäåò 9000000 (ýòî ÷èñëà îò 1000000

äî 9999999). Ñåìèçíà÷íûå ÷èñëà, â çàïèñè êîòîðûõ îòñóòñòâó-

åò 1 ðàâíî A7
9 = 4782969. Îäíàêî, ñðåäè íèõ èìåþòñÿ ÷èñëà,

íà÷èíàþùèåñÿ ñ íóëÿ è íå ÿâëÿþùèåñÿ ñåìèçíà÷íûìè, à èõ

êîëè÷åñòâî ðàâíî A6
9 = 531441. Òàêèì îáðàçîì, ñåìèçíà÷íûõ

÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íåò åäèíèöû íàõîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü

4782969 − 531441 = 4251528. Ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòî-

ðûõ åñòü åäèíèöà ðàâíî 9000000 − 4251528 = 4748472. Ñëåäîâà-

òåëüíî, áîëüøå ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü åäè-

íèöà.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ øàðàìè è ÿùèêàìè äëÿ ðåçþìèðîâà-

íèÿ âûøåïðèâåäåííîé òåîðåòè÷åñêîé ñïðàâêè ïî êîìáèíàòîðíûì

îáúåêòàì è ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó íèìè.

Ïóñòü äàíî n ÿùèêîâ è k øàðîâ (k ≤ n), òðåáóåòñÿ ðàçìå-

ñòèòü ïî ÿùèêàì øàðû â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè:

1. Âñå øàðû îäèíàêîâûå, â êàæäûé ÿùèê ìîæíî ïîëîæèòü íå

áîëåå îäíîãî øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê âûáî-

ðó òåõ k ÿùèêîâ, â êîòîðûå áóäóò ïîìåùåíû øàðû ðàçìå-

ùåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ Ck
n ñïîñîáàìè.

2. Â êàæäûé ÿùèê ìîæíî ïîìåñòèòü ïðè æåëàíèè âñå øàðû,

ïðè ýòîì åñëè â ÿùèêå óæå èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí øàð îí âñå

ðàâíî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äàëüíåéøåé ðàñêëàäêè. Â

ýòîì ñëó÷àåì äëÿ ïîäñ÷åòà âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ èñïîëüçó-

åòñÿ Ck
n.
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3. Âñå øàðû ðàçëè÷àþòñÿ, â ÿùèê íåëüçÿ ïîëîæèòü áîëüøå

îäíîãî øàðà. Çäåñü èìååì äåëî íå òîëüêî ñ âûáîðîì ÿùèêà,

íî è ñ âûáîðîì øàðà, êîòîðûé íóæíî ðàçìåñòèòü â òîò èëè

èíîé ÿùèê. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàñêëàäêè ðàâíî Ak
n.

4. Øàðû ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íî â ÿùèê ìîæíî ïîìåùàòü ëþáîå

èõ êîëè÷åñòâî. Ðàñêëàäûâàåì øàðû Ak
n ñïîñîáàìè.

5. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ øàðîâ èìååòñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è

ÿùèêîâ (òî åñòü n); ïðè÷åì â êàæäûé ÿùèê ìîæíî ïîëî-

æèòü íå áîëåå îäíîãî øàðà. Òîãäà øàðû ðàñêëàäûâàþòñÿ

Pn ñïîñîáàìè.

6. Íå âñå øàðû ðàçëè÷íû è â êàæäûé ÿùèê ìîæíî ïîëî-

æèòü òîëüêî îäèí øàð. Íàïðèìåð, èìååì k1 êðàñíûõ øà-

ðîâ, k2 îðàíæåâûõ è òàê äàëåå, kl ôèîëåòîâûõ øàðîâ òàê,

÷òî k1+k2+. . .+kl = n. Òîãäà ðàñêëàäûâàåì øàðû Pk1,k2,...,kl
ñïîñîáàìè.
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2. Ìåòîäû èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ è

êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ìåòîäû êîìáè-

íàòîðíîãî àíàëèçà: àëãåáðàè÷åñêèé, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé è

ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ïåðåéäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó

èçëîæåíèþ êàæäîãî èç íèõ.

Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä

Â îñíîâå àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà ëåæèò èñïîëüçîâàíèå âñåâîç-

ìîæíûõ òîæäåñòâ ïðè âû÷èñëåíèè êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë. Ïðàê-

òè÷åñêè âñå êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñ-

ëà ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîð-

íûõ òîæäåñòâ ñîäåðæèò èìåííî ýòî ÷èñëî.

Íèæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà, èñ-

ïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

1. Ñóììà ñî÷åòàíèé èç ìíîæåñòâà E ïî âñåì k ðàâíà ÷èñëó

âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

C0
n + C1

n + . . . + Cn
n = 2n. (7)

2. ×èñëà ñî÷åòàíèé èç ìíîæåñòâà E ñâÿçàíû ñ ôîðìóëîé áè-

íîìà Íüþòîíà:

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx

2 + . . . + Ck
nx

k + . . . + Cn
nx

n, (8)

ïîýòîìó èõ åù¼ íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè

3. Îáîáùåíèå ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà íà ñëó÷àé âîçâåäåíèÿ

â n-óþ ñòåïåíü ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ è ñóììû s ñëàãàåìûõ

(x+y)n = C0
nx

n+C1
nx

n−1y+ . . .+Ck
nx

n−kyk+ . . .+Cn
ny

n. (9)
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(x1+x2+. . .+xs)
n =

∑
k1+k2+...+ks=n

Pk1,k2,...,ksx
k1
1 x

k2
2 . . . x

ks
s . (10)

4. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ìîæíî íàéòè êîëè÷åñòâî ðåøå-

íèé óðàâíåíèÿ k1 + k2 + . . . + ks = n ïðè ôèêñèðîâàííîì s:

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâ-

íî Cs−1
n+s−1, â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâíî

Cs−1
n−1;

åñëè s íå ôèêñèðîâàíî, òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â íàòóðàëü-

íûõ ÷èñëàõ 2n−1.

Ïðèìåð 2.1. Âû÷èñëèòü (1 + x)4.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (7), èìååì:

(1 + x)4 = C0
4 + C1

4x
1 + C2

4x
2 + C1

4x
3 + C4

4x
x.

Çäåñü C0
4 = C4

4 = 1, C1
4 = C3

4 = 4!
3!1! = 4, C2

4 = 4!
2!2! =

4·3·2!
2!2! = 6.

Òîãäà, ïîëó÷àåì

(1 + x)4 = 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4.

Ïðèìåð 2.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ

÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà 11?

Ðåøåíèå. ×èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1+x2+x3+x4 = 11 â öåëûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ðàâíî C3
13 =

13!
3!10! =

13·12·11
3! = 286.

Çàìåòèì, ÷òî x1 6= 0, ïðè x1 = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x2+x3+x4 =

11, êîòîðîå èìååò C2
12 = 66 ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, x1 6= 11 (îäèí

ñëó÷àé) è x1 6= 10 (3 ñëó÷àÿ). Ïðè x1 = 1 íè îäíî èç îñòàëüíûõ

íåèçâåñòâíûõ íå ðàâíî 10 (åùå 3 ñëó÷àÿ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 286−66−1−3−3 = 213 ÷åòûðåõçíà÷-

íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà 11.
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Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ìåòîä

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ìåòîä èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îáú-

åêòîâ, èçëîæåííûé íèæå, ñâÿçàí ñ âû÷èñëåíèåì ìîùíîñòåé êî-

íå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E è îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ôîð-

ìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé.

Ïóñòü E1 è E2 � êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà E. Ñïðà-

âåäëèâà ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ:

|E1 ∪ E2| = |E1| + |E2| − |E1 ∩ E2|

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé k êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ E1, E2, . . . , Ek ìíîæåñòâà E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 � ñóììó

ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ E1, E2, . . . , Ek, ÷åðåç S2 � ñóììó ìîùíî-

ñòåé ïåðåñå÷åíèé âñåõ ïàð ïîäìíîæåñòâ èç E1, E2, . . . , Ek, ÷åðåç

S3 � ñóììó ìîùíîñòåé ïåðåñå÷åíèé âñåõ òðîåê ïîäìíîæåñòâ èç

E1, E2, . . . , Ek è òàê äàëåå, ÷åðåç Sk � ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ

k ïîäìíîæåñòâ E1, E2, . . . , Ek. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé:

|E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ Ek| = S1 − S2 + . . . + (−1)k−1Sk

Ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé è äàæå áîëåå îáùåå óòâåðæäå-

íèå ìîæíî äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìó îáðàùåíèÿ.

Òåîðåìà (îáðàùåíèÿ). Ïóñòü N(r) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîäåðæà-

ùèõñÿ ðîâíî â r ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà E, çäåñü r ≤ k, à

M(r) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ íå ìåíåå, ÷åì â r ïîäìíî-

æåñòâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

Sr =
k∑
i=r

Cr
iN(i) =

k∑
i=r

Cr−1
i−1M(i) (11)

N(r) =
k−r∑
i=0

Cr
r+iSr+i,M(r) =

k−r∑
i=0

(−1)iCr−1
r−1+iSr+i (12)
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Ïðèìåð 2.3. Ïðè îáñëåäîâàíèè ÷èòàòåëüñêèõ âêóñîâ ñòó-

äåíòîâ îêàçàëîñü, ÷òî 60% ÷èòàåò æóðíàë A, 50% � æóðíàë B,

50% � æóðíàë C, 30% � æóðíàëû A è B, 20% � æóðíàëû B è

C, 40% � æóðíàëû A è C, 10% � æóðíàëû A, B è C. Ñêîëüêî

ïðîöåíòîâ ñòóäåíòîâ: íå ÷èòàåò íè îäèí èç æóðíàëîâ; ÷èòàåò â

òî÷íîñòè äâà æóðíàëà; ÷èòàåò íå ìåíåå äâóõ æóðíàëîâ.

Ðåøåíèå. Åñëè ïðèíÿòü |E| = S0 çà 100%, òî S1 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ ñòóäåíòîâ, ÷èòàþùèõ õîòÿ áû îäèí æóð-

íàë, òî åñòü S1 = 60% + 50% + 50% = 160%, S2 � ñóììà ìîù-

íîñòåé ìíîæåñòâ ñòóäåíòîâ, ÷èòàþùèõ õîòÿ áû äâà æóðíàëà,

S2 = 30%+ 20%+ 40% = 90% è, íàêîíåö,S3 = 10%. Íóæíî íàéòè

N(0), N(2), M(2). Ïî ôîðìóëàì (12) èìååì:

N(0) = S0 − S1 + S2 − S3 = 100%− 160% + 90%− 10% = 20%;

N(2) = C2
2S2 − C2

3S3 = 90%− 3 · 10% = 60%;

M(2) = C1
1S2 − C1

2S3 = 90%− 2 · 10% = 70%.

Ëîãè÷åñêîå òîæäåñòâî, íà êîòîðîì îñíîâàí ïðèíöèï

âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, èçâåñòíî åùå ñî âðåìåí ôðàíöóçñêîãî

ìàòåìàòèêà Ïüåðà äå Ìîíìîðà (1678-1719). Îí ýôôåêòèâíî

èñïîëüçîâàë ýòîò ïðèíöèï ïðè ðåøåíèè çíàìåíèòîé çàäà÷è

î âñòðå÷àõ (çàäà÷à î ÷èñëå ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â

êîòîðûõ íè îäèí ýëåìåíò íå ñîõðàíÿåò ñâîåé ïîçèöèè).

Ïðèìåð 2.4. Áóðàòèíî íàïèñàë n ïèñåì ê ðàçíûì àäðåñàòàì è

çàãîòîâèë äëÿ íèõ n êîíâåðòîâ ñ àäðåñàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñî-

áàìè îí ìîæåò âëîæèòü ïèñüìà â ýòè êîíâåðòû òàê, ÷òîáû íè

îäíî ïèñüìî íå ïîïàëî òîìó ëèöó, êîòîðîìó àäðåñîâàíî?

Ðåøåíèå. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé n ïèñåì ïî n

êîíâåðòàì ðàâíî Pn = n! = S0, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç n! ïåðåñòàíîâîê. Òåïåðü âûáåðåì

ïîäìíîæåñòâà ýòîãî ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû óñëîâèå çàäà÷è íå

âûïîëíÿëîñü.
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Ïóñòü õîòÿ áû îäíî ïèñüìî íàâåðíÿêà ïîïàëî â ”ñâîé” êîí-

âåðò (ïðî îñòàëüíûå íè÷åãî íå èçâåñòíî). Ýòîò ñëó÷àé ñâîäèò-

ñÿ ê âûáîðó òàêîãî ïèñüìà (èëè êîíâåðòà) è âñåì ïåðåñòàíîâêàì

îñòàëüíûõ ïèñåì ïî îñòàëüíûì êîíâåðòàì. Âî ìíîæåñòâî E1 ñëå-

äóåò âêëþ÷èòü òîëüêî òàêèå ïåðñòàíîâêè, ïðè êîòîðûõ ïåðâîå

ïèñüìî ïîïàäåò â íóæíûé êîíâåðò, â E2 � âòîðîå ïèñüìî ïîïà-

äåò â íóæíûé êîíâåðò è òàê äàëåå, â En íóæíî âêëþ÷èòü òîëüêî

ïåðåñòàíîâêè ñ n-ûì ïèñüìîì â ”ñâîåì” êîíâåðòå. Âûáîð îäíîãî

ïèñüìà îñóùåñòâëÿåòñÿ n ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ÷èñëî

S1 = |E1| + |E2| + . . . + |En| = n · Pn−1 = n(n− 1)! = n!

Åñëè ïî ”ñâîèì” êîíâåðòàì ðàçëîæåíû k ïèñåì, òî âûáðàòü ýòè

ïèñüìà ìîæíî Ck
n ñïîñîáàìè, à ïåðåñòàâèòü îñòàâøèåñÿ ïèñüìà

Pn−k ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, Sk = Ck
nPn−k =

n!(n−k)!
k!(n−k)! =

n!
k! .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, íàõî-

äèì íóæíîå ÷èñëî:

S0 − S1 + S2 − . . . + (−1)nSn = n!
∑n

k=0(−1)k 1
k!.

Âû÷èñëåííîå â ýòîé çàäà÷å ÷èñëî n!
∑n

k=0(−1)k 1
k! íàçûâàþò

åùå ÷èñëîì áåñïîðÿäêîâ.

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ êîìáèíàòîðíîå ÷èñëî

ïðèíèìàåò òî èëè èíîå çíà÷åíèå. Óïîðÿäî÷èâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ýòîãî êîìáèíàòîð-

íîãî ÷èñëà. Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áû-

âàåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèÿìè, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ íåêîòîðûì êîìáèíà-

òîðíûì ÷èñëîì, ê ôóíêöèÿì. Èñïîëüçóåòñÿ ýòîò ìåòîä íå òîëüêî

ïðè âû÷èñëåíèè êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë, íî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå

êîìáèíàòîðíûõ òîæäåñòâ.
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Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü a0, a1, a2, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ (áåñêî-

íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (ïðî-

èçâîäÿùèì ðÿäîì) äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü

âûðàæåíèå

a0 + a1x + a2x
2 + . . . ,

èëè, â ñîêðàùåííîé çàïèñè,

∞∑
n=0

anx
n.

Åñëè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ðàâ-

íû íóëþ, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì

ìíîãî÷ëåíîì.

×èñëà, âõîäÿùèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîãóò èìåòü ðàçëè÷-

íóþ ïðèðîäó. Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, êàê è îáû÷íóþ ôóíê-

öèþ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé, óêàçûâàÿ â ñêîáêàõ åå

àðãóìåíò:

A(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . .

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñòåò ñëèøêîì áûñòðî, òî áûâà-

åò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü ýêñïîíåöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ðÿäîì

Ae(x) =

∞∑
n=0

an
xn

n!

Îäíàêî, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ôóíêöèåé. Òî åñòü ìû íå ìîæåì ñêàçàòü ÷åìó ðàâíî

”çíà÷åíèå A(x0) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A â òî÷êå x0”. Ïåðåìåí-

íàÿ s ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé, è ñóììà ðÿäà a0 + a1x + a2x
2 + . . .

íå èìååò ñìûñëà. Ïðè ýòîì âåðíî óòâåðæäåíèå A(0) = a0, ò.å. ìû

çíàåì çíà÷åíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â íóëå.
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Ïî èçâåñòíîé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Åñëè òàêóþ ôóíêöèþ ñ÷èòàòü ïðîèçâîäÿùåé è ðàç-

ëîæèòü åå â ðÿä Ìàêëîðåíà, òî êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x

áóäóò ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íèæå ïðèâåäåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà íåñêîëüêèõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1

1− x
= 1 + x + x2 + . . . + xn + . . . (13)

1

(1− x)2
= 1 + 2x + 3x2 + . . . + (n + 1)xn + . . . (14)

1

1− αx
= 1 + αx + α2x2 + . . . + αnxn + . . . (15)

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . (16)

eαx = 1 +
αx

1!
+
α2x2

2!
+ . . . +

αnxn

n!
(17)

(1 + x)ex = 1 +
2x

1!
+

3x2

2!
+ . . . +

(n + 1)xn

n!
+ . . . (18)

(1+x)α = C0
α+C

1
αx+. . .+C

n
αx

n+. . . =

∞∑
k=0

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk

(19)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííûõ ðàçëîæåíèé ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó

ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
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{an} A(x) Ae(x)

1 1
1−x ex

n + 1 1
(1−x)2 (1 + x)ex

αn, α ∈ R 1
1−αx eαx

1
n! ex −

αn

n! , α ∈ R eαx −
Ck
α, α ∈ R (1 + x)α −

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè âûâîäå êîìáè-

íàòîðíûõ òîæäåñòâ.

Íàïðèìåð, â áèíîìå Íüþòîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

n ñîìíîæèòåëåé âèäà (1 + x). Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðè

xk ðàâåí ÷èñëó ñî÷åòàíèé k ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà E, ñîäåðæà-

ùåãî n ýëåìåíòîâ. Òîò æå ïðèåì ïðèìåíÿòåñÿ ïðè âû÷èñëåíèè

êîýôôèöèåíòîâ ïðè xk â äðóãèõ ïðîèçâåäåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç

ìíîæåñòâà E = {a1, a2, . . . , an}, â êàæäîå èç êîòîðûõ ýëåìåíò

ai ìîæåò âõîäèòü òîëüêî k1(i), k2(i), . . . ðàç, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

(xk1(1) + xk2(1) + . . .)(xk1(2) + xk2(2) + . . .) . . . (xk1(n) + xk2(n) + . . .).

Â ïåðâóþ ñêîáêó âõîäÿò ñòåïåíè ýëåìåíòà x, â êîòîðûõ a1 ìîæåò

âõîäèòü â äàííîå ñî÷åòàíèå, âî âòîðóþ ñêîáêó âõîäÿò ñòåïåíè x,

â êîòîðûõ a2 ìîæåò âõîäèòü â äàííîå ñî÷åòàíèå è òàê äàëåå.

Ïðèìåð 2.5. Íàéòè êîýýôèöèåíòû ïðè x17 è x18 ïîñëå ðàñ-

êðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè

(x7 + x5 + 1)20.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ (x7 + x5 + 1)20 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé. Ðàñ-

ñìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå äâàäöàòè îäèíàêîâûõ ñêîáîê ìîæíî çà-

ìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ñòåïåíü x ïîëó÷èòñÿ êàê (7a + 5b), ãäå a è

b � ÷èñëà ñêîáîê, èç êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî x7 è

x5. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x18 áóäåò ðàâåí 0, ïîñêîëü-
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êó óðàâíåíèå 7a + 5b = 18 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñëàõ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè x17 íóæíî

èç îäíîé ñêîáêè âçÿòü x7, èç äâóõ x5, à èç îñòàëüíûõ 1. Òîãäà

êîýôôèöèåíò ïðè x17 ðàâåí C1
20 · C2

19 = 20 · 171 = 3420.

Ïðèìåð 2.6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïëàòèòü 21 êîïåé-

êó, åñëè èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî 1, 2, 3 è 5 êîïåå÷íûõ

ìîíåò?

Ðåøåíèå. Ôàêòè÷åñêè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Îíî áóäåò ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ìíîæåñòâà

{x1, x2, x3, x4}. Ïðè ýòîì êðàòíîñòü ýëåìåíòà x1 � ëþáîå öåëîå

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êðàòíîñòü x2 � ëþáîå öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 2, êðàòíîñòü x3 � ëþáîå öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 3, êðàòíîñòü x4 � ëþáîå öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 5.

Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà òà-

êèõ ñî÷åòàíèé ÿâëÿåòñÿ A(x) = (1 + x + x2 + . . .)(1 + x2 + x4 +

. . .)(1 + x3 + x6 + . . .)(1 + x5 + x10 + . . .).

Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ðåøåíèé âûøåïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ, äî-

ñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêè è ïîñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðè x21. Ñ

ýòîé öåëüþ ðàçäåëèì ñóììó (x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4) íà äâà ñëàãà-

åìûõ (x1 + 2x2) è (3x3 + 5x4). Òåïåðü çàìåíèì ðàññìàòðèâàåìîå

óðàâíåíèå ñèñòåìîé òðåõ óðàâíåíèé âèäà:
x1 + 2x2 = y1,

3x3 + 5x4 = y2,

y1 + y2 = 21.

y2 ìîæåò áûòü ðàâíî 0, 3, 5, 6, 8, è äàëåå ëþáîìó ÷èñëó äî 21 âêëþ-

÷èòåëüíî.

Åñëè y2 = 15, 18, 20 è 21, òî âîçìîæíî äâà ñïîñîáà èõ âûðàæåíèÿ

÷åðåç x3 è x4: 15 = 3 · 5 + 0 = 0 + 5 · 3; 18 = 3 + 3 · 5 = 3 · 6 + 0;
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20 = 0 + 5 · 4 = 3 · 5 + 5; 21 = 3 · 7 + 0 = 3 · 2 + 5 · 3.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå y1 = x1 + 2x2 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó ÷èñ-

ëó îò 0 äî 21, ïðè ýòîì ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 + 2x2 = y1
íàéòè íåñëîæíî. Ïîñëå ýòîãî íóæíî ïåðåáðàòü âñå ïàðû çíà÷å-

íèé (y1, y2), óäîâëåòâîðÿþùèå òðåòüìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû, è äëÿ

êàæäîé ïàðû íàéòè ÷èñëà ðåøåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé

ñèñòåìû. Íàéäåííûå ÷èñëà íóæíî ïåðåìíîæèòü è ïðîñóììèðî-

âàòü: 21 + 0 (11 ðåøåíèé, òàê êàê x2 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

îò 0 äî 10), 18+3 (10 ðåøåíèé), 16+5 (9 ðåøåíèé), 15+6 (8 ðåøå-

íèé), 13+8 (7 ðåøåíèé), 12+9 (7 ðåøåíèé), 11+10 (6 ðåøåíèé),

10+11 (6 ðåøåíèé), 9+12 (5 ðåøåíèé), 8+13 (5 ðåøåíèé), 7+14

(4 ðåøåíèÿ), 6 + 15 (4 · 2 = 8 ðåøåíèé, òàê êàê âòîðîå óðàâíåíèå

èìååò äâà ðåøåíèÿ), 5+16 (3 ðåøåíèÿ), 4+17 (3 ðåøåíèÿ), 3+18

(2 · 2 = 4 ðåøåíèÿ), 2+ 19 (2 ðåøåíèÿ), 1+ 20 (2 ðåøåíèÿ), 0+ 21

(2 ðåøåíèÿ).

Èòîãî: 11+10+9+8+2·7+2·6+2·5+4+8+2·3+4+3·2 = 102

ðåøåíèÿ.
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3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü âàðèàíòû êîíòðîëüíîé ðàáîòû, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ äîëæåí ñîäåðæàòü òðè çàäà÷è. Ïåðâàÿ çàäà-

÷à âûáèðàåòñÿ èç ëþáîãî ïàðàãðàôà I ãëàâû ñáîðíèêà, âòî-

ðàÿ - èç ëþáîãî ïàðàãðàôà II ãëàâû, à òðåòüÿ - èç ëþáîãî

ïàðàãðàôà III ãëàâû. Ñêîëüêî âèäîâ êîíòðîëüíîé ðàáîòû

ìîæíî ñîñòàâèòü, åñëè I è III ãëàâû ñîäåðæàò äâà ïàðàãðà-

ôà, à II ãëàâà - òðè ïàðàãðàôà?

2. ×åòûðå ìàëü÷èêà è ÷åòûðå äåâî÷êè ñàäÿòñÿ íà 8 ðàñïîëî-

æåííûõ ïîäðÿä ñòóëüÿõ, ïðè÷åì ìàëü÷èêè ñàäÿòñÿ íà ìåñòà

ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, à äåâî÷êè - íà ìåñòà ñ íå÷åòíûìè íî-

ìåðàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

3. Èìååòñÿ 20 èçäåëèé 1-ãî ñîðòà è 30 èçäåëèé 2-ãî ñîðòà. Íåîá-

õîäèìî âûáðàòü 2 èçäåëèÿ îäíîãî ñîðòà. Ñêîëüêèìè ñïîñî-

áàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü?

4. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 4 áóêâû:

{A,B,C,D}. Çàïèñàòü âñå âîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ èç

4 óêàçàííûõ áóêâ ïî äâå: áåç ïîâòîðåíèé; ñ ïîâòîðåíèÿìè.

5. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 2 áóêâû {A,B}. Çà-
ïèñàòü âñå âîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 4-õ

áóêâ.

6. Â íåêîòîðîé ãàçåòå 12 ñòðàíèö. Íåîáõîäèìî íà ñòðàíèöàõ

ýòîé ãàçåòû ïîìåñòèòü ÷åòûðå ôîòîãðàôèè. Ñêîëüêèìè ñïî-

ñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü, åñëè íè îäíà ñòðàíèöà ãàçåòû íå

äîëæíà ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé ôîòîãðàôèè?

7. Ó ìàëü÷èêà îñòàëèñü îò íàáîðà äëÿ íàñòîëüíîé èãðû øòàì-

ïû ñ öèôðàìè 1, 3 è 7. Îí ðåøèë ñ ïîìîùüþ ýòèõ øòàì-
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ïîâ íàíåñòè íà âñå êíèãè ïÿòèçíà÷íûå íîìåðà � ñîñòàâèòü

êàòàëîã. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïÿòèçíà÷íûõ íîìåðîâ ìîæåò

ñîñòàâèòü ìàëü÷èê?

8. Òåëåôîííàÿ êíèãà ðàñêðûâàåòñÿ íàóäà÷ó è âûáèðàåòñÿ ñëó-

÷àéíûé íîìåð òåëåôîíà, êîòîðûé ñîñòîèò èç 7 öèôð. Ñêîëü-

êî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ âûáîðà ïðè óñëîâèè: 1. âñå öèôðû

íîìåðà ðàçëè÷íû; 2. âñå öèôðû íîìåðà ìîãóò áûòü ëþáûìè

èç èìåþùèõñÿ äåñÿòè; 3. ÷åòûðå ïîñëåäíèå öèôðû òåëåôîí-

íîãî íîìåðà îäèíàêîâû?

9. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî áóêâ {A,B,C}. Çàïèñàòü âñå âîç-
ìîæíûå ïåðåñòàíîâêè.

10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü äåâÿòü ðàçëè÷íûõ

êíèã íà ïîëêå, ÷òîáû îïðåäåëåííûå ÷åòûðå êíèãè ñòîÿëè

ðÿäîì?

11. Ñêîëüêî ðàçíûõ áóêâîñî÷åòàíèé ìîæíî ñäåëàòü èç áóêâ ñëî-

âà ”Ìèññèñèïè”?

12. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 4 áóêâû

{A,B,C,D}. Çàïèøåì âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èç óêàçàí-

íûõ áóêâ ïî 3.

13. Èìååòñÿ 10 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî âûáðàòü 7 øàðîâ, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëè 3 ÷åðíûõ?

14. Äåñÿòü êîìàíä ó÷àñòâóþò â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ïî ôóò-

áîëó, ëó÷øèå èç êîòîðûõ çàíèìàþò 1-å, 2-å è 3-å ìåñòî. Äâå

êîìàíäû, çàíÿâøèå ïîñëåäíèå ìåñòà, íå áóäóò ó÷àñòâîâàòü

â ñëåäóþùåì òàêîì æå ïåðâåíñòâå. Ñêîëüêî ðàçíûõ âàðè-

àíòîâ ðåçóëüòàòà ïåðâåíñòâà ìîæåò áûòü, åñëè ó÷èòûâàòü

òîëüêî ïîëîæåíèå ïåðâûõ òðåõ è ïîñëåäíèõ äâóõ êîìàíä.
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15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ îïðîñà 11 ó÷àùèõñÿ íà îäíîì

çàíÿòèè, åñëè íè îäèí èç íèõ íå áóäåò ïîäâåðãíóò îïðîñó

äâàæäû è íà çàíÿòèè ìîæåò áûòü îïðîøåíî ëþáîå êîëè÷å-

ñòâî ó÷àùèõñÿ (ïîðÿäîê îïðîñà ó÷àùèõñÿ íåâàæåí)?

16. Èìåþòñÿ 2 áóêâû A, 2 áóêâû B, 2 áóêâû C. Ñêîëüêèìè ñïî-

ñîáàìè ìîæíî âûáðàòü äâå èç ýòèõ øåñòè áóêâ?

17. Â òåõíè÷åñêîé áèáëèîòåêå èìåþòñÿ êíèãè ïî ìàòåìàòèêå,

ôèçèêå, õèìèè è ò. ä., âñåãî ïî 16 ðàçäåëàì íàóêè. Ïîñòóïè-

ëè î÷åðåäíûå 4 çàêàçà íà ëèòåðàòóðó. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

âàðèàíòîâ òàêîãî çàêàçà?

18. 7 îäèíàêîâûõ øàðèêîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàññûïàþòñÿ ïî

4 ëóíêàì (â îäíó ëóíêó ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ ëþáîå ÷èñëî øà-

ðîâ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëå-

íèÿ 7 øàðèêîâ ïî 4 ëóíêàì?

19. Ïðè èãðå â äîìèíî 4 èãðîêà äåëÿò ïîðîâíó 28 êîñòåé. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ýòî ñäåëàòü?

20. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, 2, 3, 4}. Ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå
âèäû ñîåäèíåíèé ïî 2 ýëåìåíòà èç ÷åòûðåõ: ðàçìåùåíèÿ áåç

ïîâòîðåíèé; ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè; ñî÷åòàíèÿ áåç ïî-

âòîðåíèé; ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

21. Èç Ìîñêâû äî Íîâîñèáèðñêà ìîæíî äîáðàòüñÿ ïîåçäîì è

ñàìîëåòîì; èç Íîâîñèáèðñêà â Òîìñê - ïîåçäîì, ñàìîëåòîì,

àâòîáóñîì, ïàðîõîäîì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü ïóòåøåñòâèå ïî ìàðøðóòó Ìîñêâà - Íîâîñèáèðñê-

Òîìñê?

22. Íà âåðøèíó ãîðû âåäåò 7 äîðîã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè òó-

ðèñò ìîæåò ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó è ñïóñòèòüñÿ ñ íåå? Äàéòå
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îòâåò íà ýòîò æå âîïðîñ, åñëè ïîäúåì è ñïóñê îñóùåñòâëÿ-

þòñÿ ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè.

23. Ñòàäèîí èìååò 4 âõîäà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè áîëåëüùèê

ìîæåò âîéòè íà ñòàäèîí â îäèí âõîä, à âûéòè ÷åðåç äðóãîé?

24. Â êîðçèíå ëåæàò 12 ÿáëîê è 10 àïåëüñèíîâ. Âàíÿ âûáèðàåò

èç íåå ÿáëîêî èëè àïåëüñèí, ïîñëå ÷åãî Íàäÿ áåðåò è ÿáëîêî

è àïåëüñèí. Â êàêîì ñëó÷àå Íàäÿ èìååò áîëüøóþ ñâîáîäó

âûáîðà: åñëè Âàíÿ âçÿë ÿáëîêî èëè åñëè îí âçÿë àïåëüñèí?

25. Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð

0, 1, 2, 3, 4, 5, åñëè: íè îäíà èç öèôð íå ïîâòîðÿåòñÿ áîëåå îä-

íîãî ðàçà; öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ; ÷èñëà äîëæíû áûòü

íå÷åòíûìè (öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ)?

26. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü â ðÿä 6 ÷åëîâåê äëÿ

âûïîëíåíèÿ èõ ãðóïïîâîãî ïîðòðåòà? Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî ýòî ñäåëàòü, åñëè ïîñòàâèòü òðåõ ÷åëîâåê â ïåðåäíåì

ðÿäó è òðåõ âî âòîðîì?

27. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ¾ñëîâ¿ ìîæíî ñîñòàâèòü, ïåðåñòàâëÿÿ

áóêâû ñëîâà ¾ëîäêà¿?

28. Â êëàññå èçó÷àþò 10 ïðåäìåòîâ. Â ïîíåäåëüíèê 6 óðîêîâ,

ïðè÷åì âñå óðîêè ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñî-

ñòàâèòü ðàñïèñàíèå íà ïîíåäåëüíèê?

29. Ïàññàæèð îñòàâèë âåùè â àâòîìàòè÷åñêîé êàìåðå õðàíåíèÿ,

à êîãäà ïðèøåë ïîëó÷èòü âåùè, âûÿñíèëîñü, ÷òî îí çàáûë

íîìåð. Îí òîëüêî ïîìíèò, ÷òî â íîìåðå áûëè ÷èñëà 23 è

37. ×òîáû îòêðûòü êàìåðó, íóæíî ïðàâèëüíî íàáðàòü ïÿòè-

çíà÷íûé íîìåð. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íîìåðîâ íóæ-

íî ïåðåáðàòü, ÷òîáû îòêðûòü êàìåðó?
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30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè ðàçëè÷íûå êðàñ-

êè èç èìåþùèõñÿ ïÿòè?

31. Â òåàòðå 10 àêòåðîâ è 8 àêòðèñ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-

íî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó íèìè ðîëè â ïüåñå, â êîòîðîé 5 ìóæ-

ñêèõ è 3 æåíñêèå ðîëè?

32. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûáèðàþò 3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæåò áûòü ñäåëàí âûáîð ”òðîéêà, ñåìåðêà, òóç”?

33. Íà îëèìïèàäó ïðèøëî 8 ñòóäåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

èõ ìîæíî ðàñïðåäåëèòü â 3 àóäèòîðèè?

34. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 7 ÷åëîâåê çà êðóã-

ëûì ñòîëîì?

35. Âîñåìü äåâóøåê îòïðàâèëèñü â ïóòåøåñòâèå íà äâóõ ëîäêàõ,

â ìåíüøåé èç êîòîðûõ ìîãëè ïîìåñòèòüñÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ,

à â áîëüøåé - íå áîëåå øåñòåðûõ. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ â ðàçíûå ëîäêè? (Ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè õîòÿ áû îäíà èç

äåâóøåê îêàæåòñÿ â äðóãîé ëîäêå.)

36. Â êëàññå 29 ó÷åíèêîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âàðè-

àíòîâ ïðèñóòñòâèÿ (îòñóòñòâèÿ) ýòèõ ó÷åíèêîâ â êëàññå?

37. ×èñëà 1, 2, ..., 9 çàïèñûâàþòñÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Ñêîëü-

êî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ òàêîé çàïèñè, åñëè: ÷èñëà áóäóò

çàïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ; ÷èñëà 1 è 2 áóäóò ñòîÿòü

ðÿäîì è â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ; íà ÷åòíûõ ìåñòàõ áóäóò ñòî-

ÿòü ÷åòíûå ÷èñëà; ñóììà êàæäûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà

îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò êîíöîâ, ðàâíà 10?

38. Ñêîëüêî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ ïÿòè ìîæíî èçîá-

ðàçèòü öèôðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5, ïðè÷åì â çàïèñü ÷èñëà âõîäÿò
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òîëüêî ðàçëè÷íûå öèôðû?

39. Â êîìïàíèè ðàáîòàþò ïðîãðàììèñòû, óìåþùèå ïðîãðàììè-

ðîâàòü íà C + +, Delphi è Java. C + + çíàþò 25 ÷åëîâåê,

Delphi � 19, Java � 24. C + + è Java çíàþò 10 ÷åëîâåê,

C ++ è Delphi � 6, Delphi è Java � 3. Âñå òðè ÿçûêà çíàåò

1 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ïðîãðàììèñòîâ ðàáîòàþò â êîìïàíèè?

40. Îò øêîëû 1 íà ãîðîäñêîé îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå ó÷àñò-

âîâàëè 15 øêîëüíèêîâ, ïî ôèçèêå � 8, ïî èíôîðìàòèêå �

12. 4 ó÷åíèêà ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå è

ôèçèêå, 5 � ïî ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå, 3 � ïî ôèçèêå è

èíôîðìàòèêå. 2 ó÷åíèêà ó÷àñòâîâàëè âî âñåõ òðåõ îëèìïèà-

äàõ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ó÷àñòâîâàëè: (a) òîëüêî â îëèìïèàäå

ïî ìàòåìàòèêå? (b) òîëüêî â îëèìïèàäå ïî ôèçèêå? (c) òîëü-

êî â îëèìïèàäå ïî èíôîðìàòèêå?

41. Â êíèæíîì øêàôó 80 êíèã: 39 èç íèõ ïî ìàòåìàòèêå, 51

êíèãà èìååò îáúåì áîëüøå 200 ñòðàíèö. Ñêîëüêî êíèã ïî

ìàòåìàòèêå èìååò îáúåì áîëüøå 200 ñòðàíèö?

42. Â êëàññå 20 ó÷åíèêîâ óâëåêàþòñÿ ìóçûêîé: 11 èç íèõ ëþáÿò

êëàññèêó, à 12 � ñîâðåìåííóþ ìóçûêó. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ëþ-

áÿò òîëüêî êëàññè÷åñêóþ ìóçûêó? Òîëüêî ñîâðåìåííóþ?

43. Ïîñëå ðàáîòû Àëåêñåé â ñëó÷àéíîå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ íà

àâòîáóñíîé îñòàíîâêå, îòêóäà õîäÿò äâà àâòîáóñà: àâòîáóñ

íîìåð 10 âåçåò äîìîé, à àâòîáóñ íîìåð 15 ê Ñåðåæå. Êàêîé

ïåðâûé ïðèõîäèò, íà òàêîì Àëåêñåé è åäåò. Îêàçàëîñü, ÷òî â

ãîñòÿõ ó Ñåðåæè Àëåêñåé áûâàåò â äâà ðàçà ÷àùå, ÷åì äîìà.

Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî àâòîáóñ íîìåð 15 õîäèò â äâà ðàçà ÷àùå,

÷åì àâòîáóñ íîìåð 10, åñëè îíè âñåãäà õîäÿò ïî ðàñïèñàíèþ?

44. Ó÷åíèêè 8 êëàññà ðåøàëè äâå çàäà÷è. Â êîíöå çàíÿòèÿ ó÷è-
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òåëü ñîñòàâèë ÷åòûðå ñïèñêà: I � ðåøèâøèõ ïåðâóþ çàäà÷ó,

II � ðåøèâøèõ òîëüêî îäíó çàäà÷ó, III � ðåøèâøèõ ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíó çàäà÷ó, IV � ðåøèâøèõ îáå çàäà÷è. Êàêîé èç

ñïèñêîâ ñàìûé äëèííûé? Ìîãóò ëè äâà ñïèñêà ñîâïàäàòü ïî

ñîñòàâó? Åñëè äà, òî êàêèå?

45. Â êëàññå âñå óâëåêàþòñÿ ìàòåìàòèêîé èëè áèîëîãèåé.

Ñêîëüêî ÷åëîâåê â êëàññå, åñëè ìàòåìàòèêîé çàíèìàþòñÿ 15

÷åëîâåê, áèîëîãèåé � 20, à ìàòåìàòèêîé è áèîëîãèåé � 10?

46. Ñîñòàâèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñî-

÷åòàíèé ðàçëè÷íûõ ïî ñîñòàâó áóêåòîâ èç ãâîçäèê òðåõ öâå-

òîâ, ïðè÷åì â êàæäîì áóêåòå äîëæíî áûòü áåëûõ è êðàñíûõ

� ÷åòíîå ÷èñëî, à ðîçîâûõ � íå÷åòíîå.

47. Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïðè x21 è x20 ïîñëå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè

(x9 + x6 + 1)25.
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