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1. Ââåäåíèå
Òóííåëèðîâàíèå (tunneling) åñòü ïðåîäîëåíèå ìèêðî÷àñòèöåé ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà â ñëó÷àå,
êîãäà åå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå âûñîòû ýòîãî áàðüåðà. Òóííåëüíûé ýôôåêò �
ÿâëåíèå èñêëþ÷èòåëüíî êâàíòîâîé ïðèðîäû, íåâîçìîæíîå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Äåéñòâèòåëüíî, â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðèãîòîâëåííîå â îäíîé êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè



êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ÷åðåç êëàññè÷åñêè çàïðåùåííóþ îáëàñòü,
â êîòîðîé âîëíîâîé âåêòîð ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìûì, ïðîíèêíóòü â äðóãóþ ðàçðåøåííóþ ÷àñòü
ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãîì òóííåëüíîãî ýôôåêòà â âîëíîâîé îïòèêå ìîæåò ñëóæèòü ïðîíèêíîâåíèå ñâåòîâîé
âîëíû âíóòðü îòðàæàþùåé ñðåäû (íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà äëèíû ñâåòîâîé âîëíû) â óñëîâèÿõ, êîãäà, ñ
òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ïðîèñõîäèò ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå.

2. Îäíîýëåêòðîííûå çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ â îäíîìåðíûõ è
ïëîñêîñëîèñòûõ ñèñòåìàõ
Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí â ñðåäå,
ñâîéñòâà êîòîðîé ìåíÿþòñÿ òîëüêî âäîëü îïðåäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîäõîä îñíîâàí èñïîëüçîâàíèè
îäíîýëåêòðîííîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà Ĥψ = Eψ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ óïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ/òóííåëèðîâàíèÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ èõ ïîëíîé
ýíåðãèè E.

2.1. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â ñòàöèîíàðíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå

2.2. Ìåòîä ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ
2.2.1. Ôîðìàëèçì ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû â íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé
çàäàííûì íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ(x). Ïîñêîëüêó â äàííîì
ïðèáëèæåíèè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E ñîõðàíÿåòñÿ, ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ih̄
∂

∂t
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t)

ìîæåò áûòü íàéäåíî â ñëåäóþùåì âèäå

Ψ(r, t) = ψ(r) eiEt/h̄,

ãäå Ĥ = (2m)−1∆ + U(x) � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, U(x) = eϕ(x) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû.
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Ðèñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå: (a) � ñêà÷îê ïîòåíöèàëà, (b)
� ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà îäíîìåðíûé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð U(x): Us(x) = U1 ïðè x < x1 è U(x) = U2 ïðè x > x1 (ðèñ. 1).
Îäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(r) = ψ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ
Øð¼äèíãåðà ñëåäóþùåãî âèäà

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ. (2.1)

2



Â êàæäîé èç îáëàñòåé 1 è 2, â êîòîðûõ ïîòåíöèàë U(x) íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû, óðàâíåíèå (2.1)
ïðèíèìàåò âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèèåíòàìè, íåçàâèñÿùèìè îò
êîîðäèíàòû

Îáëàñòü 1 (x < x1) :
d2ψ1

dx2
+ k2

1ψ1 = 0, (2.2)

Îáëàñòü 2 (x > x1) :
d2ψ2

dx2
+ k2

2ψ2 = 0, (2.3)

ãäå ki =
√

2m (E − Ui)/h̄2, i = {1, 2} � âîëíîâûå âåêòîðà â îáëàñòÿõ 1 è 2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáùèì
ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ψ′′ + k2ψ = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ýêñïîíåíèàëüíî íàðàñòàþùèõ è óáûâàþùèõ ðåøåíèé âèäà a eikx+b e−ikx. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáùèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (2.2) è (2.3) â îáëàñòÿõ 1 è 2 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

Îáëàñòü 1 (x < x1) : ψ1(x) = a1 eik1x + b1 e−ik1x,

Îáëàñòü 2 (x > x1) : ψ2(x) = a2 eik2x + b1 e−ik2x,

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ψ1(x1) = ψ2(x1),
dψ1

dx

∣∣∣
x1

=
dψ2

dx

∣∣∣
x1

,

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí â îáëàñòÿõ 1 è 2:

a1 eik1x1 + b1 e−ik1x1 = a2 eik2x1 + b2 e−ik2x1 ,

ik1a1 eik1x1 − ik1b1 e−ik1x1 = ik2a2 eik2x1 − ik2b2 e−ik2x1 .

Ñîîòíîøåíèÿ (2.4) è (2.4) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå(
a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
, T̂ =

1
2k1

(
(k1 + k2) ei(−k1+k2)x1 , (k1 − k2) ei(−k1−k2)x1

(k1 − k2) ei( k1+k2)x1 , (k1 + k2) ei( k1−k2)x1

)
. (2.4)

ãäå ìàòðèöà ïåðåõîäà T̂ ðàçìåðà 2 × 2 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ (transfer-
matrix), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû† Êàê áóäóò ïîêàçàíî íèæå,
àïïàðàò ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñèòü ðåøåíèå çàäà÷ â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ
ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ.

2.2.2. Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ. Îòðàæåíèå ÷àñòèöû îò ñêà÷êà
ïîòåíöèàëà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéññÿ èç òî÷êè x = −∞, íà ïîòåíöèàëüíîì
áàðüåðå Us(x). Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîãî ïðîöåññà ïî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè ñëåäóåò ïîëîæèòü b2 = 0, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ èñòî÷íèêîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ââåäåì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ r (re�ection)
è ïðîõîæäåíèÿ t (transmission) êàê îòíîøåíèå ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòè â îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëíàõ ê
ïîòîêó âåðîÿòíîñòè ÷àñòèöû â ïàäàþùåé âîëíå. Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí äàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.4),
êîòîðîå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä(

a1

b1

)
=

(
T11 T12

T21 T22

) (
a2

0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû T11 è T21 ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïðåäåëÿþò àìïëèòóäû îòðàæåííîé è
ïðîøåäøåé âîëí: b1 = a1T21/T11 è a2 = a1/T11. Îïðåäåëèì

r =
∣∣∣∣
b1

a1

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
T21

T11

∣∣∣∣
2

, t =
k2

k1

∣∣∣∣
a2

a1

∣∣∣∣
2

=
k2

k1

∣∣∣∣
1

T11

∣∣∣∣
2

. (2.5)

† Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû (U1 = U2), ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìååò âèä åäèíè÷íîé ìàòðèöû:

T̂ =

(
1 0

0 1

)
.

3



Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1(a). Äëÿ
ïðîñòîòû ïîëîæèì x1 = 0, òîãäà T11 = (k1 + k2)/2k1, T21 = (k1 − k2)/2k1 è

r =
∣∣∣∣
T21

T11

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
k1 − k2

k1 + k2

∣∣∣∣
2

, t =
k2

k1

∣∣∣∣
2k1

k1 + k2

∣∣∣∣
2

. (2.6)

Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 è êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñöèëëÿöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ïåðåä ïîòåíöèàëüíûì
áàðüåðîì ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé íàëåòàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, ÷òî î÷åâèäíî ïðèâîäèò ê
ôîðìèðîâàíèþ ñòîÿ÷åé âîëíû, äëèíà êîòîðîé çàâèñèò îò ýíåðãèè ïàäàþùåé ÷àñòèöû. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî äàæå ïðè óñëîâèè E > U2 (íàäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå) êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îêàçûâååòñÿ
ìåíüøèì åäèíèöû è ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè ïðè E →∞ âûõîäèò íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå: t ∼ 1− (U2/E)2.
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Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
(ïóíêòèðíûå ëèíèè). Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè E, E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá
ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà áàðüåðà U2 = 10E0. Îñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíà ïðè x < 0

ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí.

2.2.3. Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûé
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ðèñ. 1) ñëåäóþùåãî âèäà

Ub(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x > x2

Ââîäÿ ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (1) è T̂ (2), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîãëàñîâàíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðè x = x1 è x = x2 è èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, ÷òî è âûðàæåíèå (2.4), ïîëó÷àåì ñâÿçü ðåøåíèé â 1 è
3 îáëàñòÿõ: (

a1

b1

)
= T̂ (1)

(
a2

b2

)
= T̂ (1) T̂ (2)

(
a3

b3

)
.
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Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòîì T11 ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû
ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí

T11 = T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21 =

1
2k1

1
2k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)x1 ei(−k2+k3)x2

+(k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)x1 ei(k2+k3)x2

}
. (2.7)

Âûðàæåíèå (2.10) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ýíåðãèåé ÷àñòèöû è âûñîòîé ïîòåíöèàëà.
Îäíàêî, áîëåå äåòàëüíî îáñóäèì ñëó÷àé ïîäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ, êîãäà E < U2 è âîëíîâîé âåêòîð
k2 =

√
2m(E − U2)/h̄2 îêàçûâàåòñÿ ìíèìûì: k2 = iκ2. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà øèðèíó áàðüåðà w2 = x2 − x1

è ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ1 = arctg(κ2/k1) è ϕ3 = arctg(κ2/k3). Òîãäà âûðàæåíèå (2.10) ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå‡

T11 =

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
eik3x2−ik1x1

{
eiϕ1+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ1−iϕ3 e−κ2w2

}
. (2.8)

Ïóñòü eκ2w2 À e−κ2w2 (ñëàáîå ïðîïóñêàíèå), òîãäà

T11 =

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
eik3x2−ik1x1 eiϕ1+iϕ3 eκ2w2 ,

t =
k3

k1

1
|T11|2 =

16k1κ
2
2k3

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
e−2κ2w2 . (2.9)

Èç àíàëèçà ôîðìóëû (3.11) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âàæíûå âûâîäû:

• Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì k1 è k3, ò.å. íå èìååò çíà÷åíèÿ, ñ êàêîé ñòîðîíû
íàëåòàþò ÷àñòèöû íà áàðüåð � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áóäåò îäèíàêîâûì;

• Ýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì: t(E) ∝ exp

(
−2w2

√
2m(U2 − E)/h̄2

)
;

2.2.4. Ñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé
âûñîòû

Ïðèìåíèì àïïàðàò ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ê çàäà÷å î ñïåêòðå ýíåðãèè ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé
â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ââåäåì ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (1) è T̂ (2), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîãëàñîâàíèþ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè x = x1 è x = x2. Ïîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò òàêîå
ðàñïðåäåëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè, ïðè êîòîðîì îòñóòñòâóþò âîëíû, äâèæóùèåñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (ò.å. ðåøåíèÿ, íàðàñòàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè, a1 = b2 = 0), òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(
0

b1

)
= T̂

(
a3

0

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
a3

0

)
=

(
T11a3

T21a3

)
,

îòêóäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé T11 = 0. Äëÿ
ñòðóêòóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4, ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
äâóì ìàòðèö T̂ (1)T̂ (2). Âû÷èñëèì ýëåìåíò T11 è íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îí îáðàùàåòñÿ â íóëü

T11 = T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21 =

1
2k1

1
2k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)x1 ei(−k2+k3)x2 +

+(k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)x1 ei(k2+k3)x2

}
. (2.10)

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíó áàðüåðà w2 = x2 − x1, âîëíîâûå âåêòîðà k1 =
√

2m(E − U1)/h̄2, k3 =√
2m(E − U3)/h̄2 è ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ1 = arctg(k2/κ1) è ϕ3 = arctg(k2/κ3). Óñëîâèå T11 = 0 ïðèâîäèò

‡ Íàïîìèíàåì, ÷òî k1 ± iκ2 =
√

k2
1 + κ2

2 e±i arctg(κ2/k1) =
√

k2
1 + κ2

2 e±iϕ1 .
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Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
(ïóíêòèðíûå ëèíèè). Àìïëèòóäà íàëåòàþùåé âîëíû a1 ïðèíÿòà ðàâíîé åäèíèöå Êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ t êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè E, E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà
áàðüåðà U2 = 10E0. Îñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíà ïðè x < 0 ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è
îòðàæåííîé âîëí.

ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

eiϕ1+iϕ3 e−ik2(x2−x1) − e−iϕ1−iϕ3 e+ik2(x2−x1) = 0, èëè

k2w2 = ϕ1 + ϕ3 + πn = arctg(k2/κ1) + arctg(k2/κ3) + πn. (2.11)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè (U1,3 →∞ è ϕ1,3 → 0), ìû
ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà k2w2 = πn èëè En = π2h̄2n2/(2mw2).
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå k2w2 = πn ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâàíèþ ÷èñëà ïîëóâîëí íà øèðèíå ÿìû. Òèïè÷íûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè è ñî
ñòåíêàìè êîíå÷íîé âûñîòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ïðè E >

U2 ñîîòâåòñòâóþò èíòåðôåðåíöèè âîëí, îòðàæåííûõ îò "ïåðåäíåé"è "çàäíåé"ñòåíîê áàðüåðà, ÷òî äëÿ
áàðüåðà ñ ôèêñèðîâàííîé øèðèíîé ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ èëè îñëàáëåíèþ ïðîæîæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ
ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè.

2.2.5. Ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òóííåëèðîâàíèè ÷àñòèöû ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 5). Ââîäÿ

ìàòðèöó ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ = T̂ (1)T̂ (2)T̂ (3)T̂ (4), çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè ïàäàþùåé a1 è
ïðîøåäøåé a5 âîëí:

a1 = T11a5, T11 = A×B + C ×D,

A =
{

T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21

}
, B =

{
T

(3)
11 T

(4)
11 + T

(3)
12 T

(4)
21

}
,

C =
{

T
(1)
11 T

(2)
12 + T

(1)
12 T

(2)
22

}
, D =

{
T

(3)
21 T

(4)
11 + T

(3)
22 T

(4)
21

}
. (2.12)

Ïóñòü âûñîòà áàðüåðîâ ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ÷àñòèöû, E < U2, U4. Òîãäà âîëíîâûå âåêòîðà â îáëàñòÿõ 2 è

6



−2 0 2 4
0

2

4

6

8

10

12

x/w

ψ
n(x

)

−2 0 2 4
0

2

4

6

8

10

12

x/w

|ψ
n(x

)|
2

Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè (ñëåâà)
è ñ ÿìå ñî ñòåíêàìè êîíå÷íîé âûñîòû. E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà
áàðüåðà U2 = 10E0.

4 ñòàíîâÿòñÿ ìíèìûìè: k2,4 = iκ2,4, κ2,4 =
√

2m(U2,4 − E)/h̄2. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíû îáëàñòåé
w2 = x2 − x1, w3 = x3 − x2, w4 = x4 − x3 è ñëåäóþùèå ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ2 = arctg(κ2/k1),
ϕ3 = arctg(κ2/k3), ϕ4 = arctg(κ4/k3) è ϕ5 = arctg(κ4/k5). Ïîäðîáíî ðàñïèøåì ñòðóêòóðó êàæäîãî èç
ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (2.12)

A = T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21 =

(k1 + k2)(k2 + k3)
2k1 2k2

ei(−k1+k2) x1 ei(−k2+k3) x2 +

+
(k1 − k2)(k2 − k3)

2k1 2k2
ei(−k1−k2) x1 ei(+k2+k3) x2 =

=

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
eik3x2−ik1x1 × {

eiϕ2+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e−κ2w2
}

. (2.13)

B = T
(3)
11 T

(4)
11 + T

(3)
12 T

(4)
21 =

(k3 + k4)(k4 + k5)
2k3 2k4

ei(−k3+k4) x3 ei(−k4+k5) x4 +

+
(k3 − k4)(k4 − k5)

2k3 2k4
ei(−k3−k4) x3 ei(k4+k5) x4 =

=

√
k2
3 + κ2

4

√
κ2

4 + k2
5

4ik3κ4
eik5x4−ik3x3 × {

eiϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e−iϕ4−iϕ5 e−κ4w4
}

. (2.14)

C = T
(1)
11 T

(2)
12 + T

(1)
12 T

(2)
22 =

(k1 + k2)(k2 − k3)
2k1 2k2

ei(−k1+k2) x1 ei(−k2−k3) x2 +

+
(k1 − k2)(k2 + k3)

2k1 2k2
ei(−k1−k2) x3 ei(k2−k3) x2 =

=

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
e−ik3x2−ik1x1 × {−eiϕ2−iϕ3 eκ2w2 + e−iϕ2+iϕ3 e−κ2w2

}
. (2.15)

D = T
(3)
21 T

(4)
11 + T

(3)
22 T

(4)
21 =

(k3 − k4)(k4 + k5)
2k3 2k4

ei(k3+k4) x3 ei(−k4+k5) x4 +

+
(k3 + k4)(k4 − k5)

2k3 2k4
ei(k3−k4) x3 ei(k4+k5) x4 =

=

√
k2
3 + κ2

4

√
κ2

4 + k2
5

4ik3κ4
eik5x4+ik3x3 × {

e−iϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e+iϕ4−iϕ5 e−κ4w4
}

. (2.16)
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Ïîïàðíî ïåðåìíîæèì âûðàæåíèÿ (2.13)�(2.16) è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïðîõîæäåíèÿ

|T11|2 =
∣∣∣A×B + C ×D

∣∣∣
2

=
(k2

1 + κ2
2) (κ2

2 + k2
3) (k2

3 + κ2
4) (κ2

4 + k2
5)

256 k2
1 κ2

2 k2
3 κ2

4

, ãäå |K|2 (2.17)

K = e−ik3w3
{
eiϕ2+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e−κ2w2

}{
eiϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e−iϕ4−iϕ5 e−κ4w4

}
+

+e+ik3w3
{−eiϕ2−iϕ3 eκ2w2 + e−iϕ2+iϕ3 e−κ2w2

}{
e−iϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e+iϕ4−iϕ5 e−κ4w4

}
(2.18)

Ââåäåì ôàçó ϕ1 = k3w3, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáåãó ôàçû â îáëàñòè ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè áàðüåðàìè, è
ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ K ñëåäóþùèì îáðàçîì

K = 2i eκ2w2+κ4w4 e+iϕ2+iϕ5 sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) +

+2i eκ2w2−κ4w4 e+iϕ2−iϕ5 sin(ϕ1 − ϕ3 + ϕ4) +

+2i e−κ2w2+κ4w4 e−iϕ2+iϕ5 sin(ϕ1 + ϕ3 − ϕ4) +

+2i e−κ2w2−κ4w4 e−iϕ2−iϕ5 sin(−ϕ1 − ϕ3 − ϕ4).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå

t =
k5

k1

1
|T11|2 =

256 k1 κ2
2 k2

3 κ2
4 k5

(k2
1 + κ2

2) (κ2
2 + k2

3) (k2
3 + κ2

4) (κ2
4 + k2

5)
1

|K|2 , (2.19)
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Ðèñ. 5. (a) Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t(E) ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ñ èäåíòè÷íûìè áàðüåðàìè
(w2 = w4 = w, U2 = U4 = 10U0);
(b) Ëîðåíöåâñêàÿ ôîðìà ëèíèè ïðîõîæäåíèÿ äëÿ òðåõ íèçøèõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ óðîâíåé, En �
êâàçèñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû è
ýíåðãèè âûáðàíû w è U0 = h̄2/(2mw2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîæèòåëåì |K|2, êîòîðûé ñòîèò â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (2.19). Äîìèíèðóþùèì ñëàãàåìûì ÿâëÿåòñÿ
ìíîæèòåëü, ïðîïîðöèîíàëüíûé eκ2w2+κ4w4 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðåçóëüòèðóþùèé êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îñëàáëÿþùèõ ôàêòîðîâ îòäåëüíûõ áàðüåðîâ: t ∝ |K|−2 ∼ e−2κ2w2 e−2κ4w4 . Îäíàêî
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð ìîæåò îáðàòèòüñÿ â
íóëü. Óñëîâèå sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = 0 îïðåäåëÿåò ñïåêòð ýíåðãèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîïóñêàíèå óæå íå áóäåò
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì. Ýòî óñëîâèå

ϕ1,n = k3w3 = ϕ3 + ϕ4 + πn, n = 0, ±1, ±2, ...

îïèñûâàåò êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé En = U3 + h̄2k2
3,n/2m â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

êîíå÷íîé âûñîòû [ñðàâíèòå ñ âûðàæåíèåì (2.11)]. Âáëèçè ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé (E ' En) ïðîïóñêàíèå
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îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñëàãàåìûìè â âûðàæåíèè (2.19) è ïðîïîðöèîíàëüíûìè îòíîøåíèþ
ïðîçðà÷íîñòåé îòäåëüíûõ áàðüåðîâ: t ∝ e2κ4w4/e2κ2w2 (åñëè κ2w2 À κ4w4) èëè t ∝ e2κ2w2/e2κ4w4 (åñëè
κ2w2 ¿ κ4w4). Åñëè ïðîïóñêàíèå îáîèõ áàðüåðîâ îäèíàêîâî (κ2w2 = κ4w4), òî âáëèçè ðåçîíàíñà
êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t ' 1 äàæå äëÿ áàðüåðîâ ñ ìàëîé ïðîçðà÷íîñòüþ. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî
íàçâàíèå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ îò ýíåðãèè
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.
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0
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12

16

20
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x/w

Ðèñ. 6. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 â ñèñòåìå ñ äâóìÿ èäåíòè÷íûìè ïðÿìîóãîëüíûìè áàðüåðàìè
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè E:
(a) âáëèçè ïåðâîãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, E ' E0, îñöèëëÿöèè ñëåâà îò áàðüåðà ñâèäåòåëüñòâóþò î ñèëüíîì
îòðàæåíèè è ôîðìèðîâàíèè ñòîÿ÷åé âîëíû;
(b) ýíåðãèÿ ÷àñòèöû òî÷íî ðàâíà ýíåðãèè ïåðâîãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, E = E0, àìïëèòóäà ïðîøåäøåé
âîëíû ðàâíà àìïëèòóäå ïàäàþùåé âîëíû;
(c) è (d) ýíåðãèÿ ÷àñòèöû òî÷íî ðàâíà ýíåðãèè âòîðîãî è òðåòüåãî ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé, E = E1 è E = E2,
ñîîòâåòñòâåííî.
Âûñîòà áàðüåðîâ ïðèíÿòà ðàâíîé 10h̄2/(2mw2), w � ìàñøòàá äëèíû, ðàâíûé øèðèíå áàðüåðîâ, óðîâíè
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòèðíûì ëèíèÿì â ïðîìåæóòêå ìåæäó áàðüåðàìè,
ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîêàçàíà ñïëîøíîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé, àìïëèòóäà íàëåòàþùåé âîëíû a1 ïðèíÿòà
ðàâíîé åäèíèöå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïîêàçàòü ðåçîíàíñíîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû
âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòè ìåæäó áàðüåðàìè, íà ðèñ. (b), (c) è (d) |ψ(x)|2 â îáëàñòè 3 óìíîæåíà íà
0.005, 0.025 è 0.075, ñîîòâåòñòâåííî.

Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ðåçîíàíñíîãî ïðîïóñêàíèÿ ñâÿçàíà ñ èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæåííûõ îò
ïåðâîãî è âòîðîãî áàðüåðîâ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ýíåðãèÿõ ïàäàþùåé âîëíû ìîæåò ïðèâåñòè ê
ïîëíîìó ïîäàâëåíèþ îòðàæåíèÿ. Ïîäîáíûé ýôôåêò èìååò ìåñòî è äëÿ îáû÷íûõ ðåçîíàòîðîâ Ôàáðè-
Ïåðî ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ïîëóïðîçðà÷íûìè çåðêàëàìè. Êàê ñëåäñòâèå ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðîâ,
àìïëèòóäû ñòîÿùåé âîëíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ñòðóêòóðû ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü àìïëèòóäó
ïàäàþùåé âîëíû (ðèñ. 6).

Áîëåå äåòàëüíî îáñóäèì âèä êðèâîé ïðîïóñêàíèÿ t(E) âáëèçè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè En äëÿ
ñèììåòðè÷íîé äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû (w2 = w4 = w, κ2 = κ4 = κ, k1 = k5 = k, ϕ2 = ϕ5, ϕ3 = ϕ4).
Ââåäåì îòñòðîéêó ε = E − En îò ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèþ sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = 0.

Ïîëàãàÿ, ÷òî sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = βε, âûðàæåíèÿ äëÿ K è |K|2 ìîæåò çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå†
K = 2i

{
(a + ib)βε + c

}
, a = e2κw cos 2ϕ2, b = e2κw sin 2ϕ2, c = 2 sin ϕ1. (2.20)

† Ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñîîòíîøåíèÿìè cos 2ϕ2 = 2 cos2 ϕ2 − 1 = 2[1 + tg2arctg(κ2/k1)]−1 − 1

= (k2
1−κ2

2)/(k2
1 +κ2

2), sin 2ϕ2 = 2k1κ2/(k2
1 +κ2

2), sin ϕ1 ' sin 2ϕ3 = 2k3κ2/(k2
3 +κ2

2), a2 +b2 = e4κw, b/(a2 +b2) = e−2κw sin 2ϕ2.
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|K|2 = 4 e4κw

{(
βε +

ac

(a2 + b2)

)2

+
c2

(a2 + b2)
b2

(a2 + b2)

}

Ââîäÿ ïîëîæåíèå îïòèìàëüíîé ýíåðãèè è øèðèíó ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ

ε0 = − 1
β

ac

(a2 + b2)
= −a

b
× Γ

β
, Γ =

bc

(a2 + b2)
, |K|2 = 4 e4κw

{
β (ε− ε0)

2 + Γ2
}

ïðèâîäèì âûðàæåíèå äëÿ ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ñòðóêòóðå âáëèçè ðåçîíàíñà ê ñëåäóþùåìó
âèäó

t =
256 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× 1
4

e−4κw

{
β (ε− ε0)

2 + Γ2
} (2.21)

Âûðàçèì øèðèíó ëèíèè ðåçîíàíñà ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ïðîçðà÷íîñòè
áàðüåðîâ (e−2κw ¿ 1)

Γ =
bc

(a2 + b2)
= e−4κw × e2κw sin 2ϕ2 × 2 sin ϕ1 = 8 e−2κw kκ2k3

(k2 + κ2)(κ2 + k2
3)

=

= 8

√
(E − U1)(E − U3)(U2 − E)

(U2 − U1)(U2 − U3)
e−2κw. (2.22)

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð Γ (øèðèíà ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ) ðàâåí ïîëîâèíå ïðîçðà÷íîñòè
îäèíî÷íîãî áàðüåðà [ñðàâíèòü (3.11) è (2.22)].

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè òî÷íîãî ðåçîíàíñà E = En + ε0 êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ òî÷íî ðàâåí
åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè

t =
64 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× e−4κw

Γ2
=

=
64 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× e−4κw

64 e−4κw
× (k2 + κ2)2(κ2 + k2

3)
2

k2κ4k2
3

= 1. (2.23)

Ó÷èòûâàÿ òå îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ôîðìà ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ äîëæíà èìåòü ëîðåíöåâ âèä è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå, ñðàçó çàïèñûâàåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ âáëèçè ðåçîíàíñà E ' En + ε0

t =
Γ2

β2(E − En − ε0)2 + Γ2
.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì âîïðîñ î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç íåñèììåòðè÷íóþ äâóõáàðüåðíóþ
ñòðóêòóðó. Ïðîùå âñåãî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé áàðüåðîâ îäèíàêîâîé âûñîòû è ðàçëè÷íîé øèðèíû
� òîãäà âñå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèé. Âñå ðàçëè÷èå ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè
áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæèòåëå

c = 2 sin ϕ1

{
eκ(w4−w2) + e−κ(w4−w2)

}
= sin ϕ1 coshκ(w4 − w2).

Ïîñêîëüêó c îïðåäåëÿåò êàê øèðèíó ëèíèè Γ, êîòîðàÿ âëèÿåò íà âûñîòó ìàêñèìóìà (êàê Γ−2), òî êàê
ñëåäñòâèå, â ñïåêòðå ïðîïóñêàíèÿ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé îñëàáëÿþùèé ôàêòîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé
cosh−2 κ(w4 − w2). Ñïåêòð ïðîïóñêàíèÿ è ôîðìà ëèíèé âáëèçè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 7. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàèáîëåå ñèëüíîå ïîäàâëåíèå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ èìååò ìåñòî áûòü
äëÿ íàèáîëåå ãëóáîêèõ óðîâíåé, äëÿ êîòîðûõ eκ(w4−w2) À 1. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå êâàçèñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé åùå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ, íåîáõîäèìà âûñîêàÿ
èäåíòè÷íîñòü ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ.

Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû óðàâíåíèå K = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
ðåøåíèé, èíà÷å êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ïðåâûøàë áû åäèíèöó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå
íåâîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà â îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ
áàðüåðàìè. Ôîðìàëüíî óñëîâèå K = 0 ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè
E = E′ − iE′′, ãäå E′ = En + ε0 è E′′ = Γ/β è Γ ¿ 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êâàçèñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì.
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Ðèñ. 7. (a) Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t(E) ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ñ äâóìÿ
áàðüåðàìèîäèíàêîâîé âûñîòû è ðàçíîé øèðèíû (w2 = w, w4 = 1.5w, U2 = U4 = 10U0);
(b) Ëîðåíöåâñêàÿ ôîðìà ëèíèè ïðîõîæäåíèÿ äëÿ òðåõ íèçøèõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ óðîâíåé, En �
êâàçèñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû è
ýíåðãèè âûáðàíû w è U0 = h̄2/(2mw2).

Ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêèõ ñîñòîÿíèé (èíòåíñèâíîñòü çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè) îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé
÷àñòüþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè E′′

Ψ(x, t) = ψ(x) e−iEt/h̄ = ψ(x) e−iE′t/h̄ e−E′′t/h̄, |Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)|2 e−E′′t/h̄.

Èíûìè ñëîâàìè, ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðîïîðöèîíàëüíà øèðèíå ëèíèè
ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðîâ.

2.2.6. Âîëíîâûå ôóíêöèè è ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ.
Ïðåäñòàâëåíèå î âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ

Èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ (2.13)�(2.16) äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ýíåðãèé â òóííåëüíî-ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ (ðèñ. 9 ). Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû,
ëîêàëèçîâàííîé â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå, ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ T11 = 0. Îáñóäèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé
äâóõ ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ÿì, ïðè÷åì âûñîòà áàðüåðîâ â 1 è 5 îáëàñòÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íî
âûñîêîé. Ïóñòü âûñîòà ðàçäåëÿþùåãî áàðüåðà ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ÷àñòèöû, E < U3 è âîëíîâûå âåêòîðà
â îáëàñòÿõ 1, 3 è 4 ñòàíîâÿòñÿ ìíèìûìè: k1,3,5 = iκ1,3,5, κ1,5 =

√
2m(U1,5 − E)/h̄2 → ∞, κ3 =√

2m(U3 − E)/h̄2. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíû îáëàñòåé w2 = x2 − x1, w3 = x3 − x2, w4 = x4 − x3

è ñëåäóþùèå ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ2 = arctg(κ1/k2) → π/2, ϕ3 = arctg(κ3/k2), ϕ4 = arctg(κ3/k4) è
ϕ5 = arctg(κ5/k3) → π/2. Óñëîâèå T11 = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

eκ3w3

{
ei(ϕ2+ϕ3) e−ik2w2 − ei(−ϕ2−ϕ3) e+ik2w2

} {
ei(ϕ4+ϕ5) e−ik4w4 − ei(−ϕ4−ϕ5) e+ik4w4

}
+

+e−κ3w3

{
ei(ϕ2−ϕ3) e−ik2w2 − ei(−ϕ2+ϕ3) e+ik2w2

} {
−ei(−ϕ4+ϕ5) e−ik4w4 + ei(ϕ4−ϕ5) e+ik4w4

}
= 0.

Åñëè ÿìû îäèíàêîâûå, òî äàííîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî
{
eiϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ3 e+ik2w2

}2
= e−2κ3w3

{
e−iϕ3 e−ik2w2 − eiϕ3 e+ik2w2

}2
.

sin(ϕ3 − k2w2) = ±e−κ3w3 sin(ϕ3 − k2w2). (2.24)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ÿìû ðàçäåëåíû áàðüåðîì ñ ìàëîé ïðîçðà÷íîñòüþ (e−κ3w3 ¿ 1), ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.26). Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè
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âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå óðàâíåíèå sin(ϕ(0)
3 − k

(0)
2 w2) = 0, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñïåêòð ýíåðãèé â

ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû: k
(0)
2 w2 = ϕ

(0)
3 +πn. Ïîïðàâêà δk2 = k2− k

(0)
2 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì

sin(ϕ3 − k2w2) = sin(ϕ(0)
3 − k

(0)
2 w2 − δk2 w2) = ±e−κ3w3 sin 2ϕ

(0)
3 , (2.25)

δk2 w2 = ±e−κ3w3 sin 2ϕ
(0)
3 . (2.26)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåêðûòèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ïðàâîé è ëåâîé ÿìàõ,
ïðîïîðöèîíàëüíîå e−κ3w3 , ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ýíåðãèè: En = E

(0)
n ± δEn, δEn = h̄2k

(0)
2 δk2/m. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ðàñùåïëåíèå óðîâíåé òåì ìåíüøå, ÷åì ãëóáæå ðàñïîëîæåí óðîâåíü.
Âîëíîâûå ôóíêöèè îñíîâíîãî è âûñøèõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9. Âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ψ0 îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñ ýíåðãèåé E = E0 − δE0) îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íå èìåþùåé
íóëåé (ñîãëàñíî îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìå), âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ1 âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ñ ýíåðãèåé
E = E0 + δE0) � àíòèñèììåòðè÷íîé. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëîãî ðàñùåïëåíèÿ e−κ3w3 ¿ 1, âîëíîâûå
ôóíêöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü èç ïàðöèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψII è ψIV ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â êàæäîé èç ÿì (ïðè îòñóòñòâèè òóííåëüíîé ñâÿçè). Òîãäà

ψ0(x) = ψII(x) + ψIV (x), Ψ0(x, t) = [ψII(x) + ψIV (x)]× e−i(E0−δE0)t/h̄

ψ1(x) = ψII(x)− ψIV (x), Ψ1(x, t) = [ψII(x)− ψIV (x)]× e−i(E0+δE0)t/h̄

Çàìåòèì, â ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ÷àñòèöà îäíîâðåìåííî íàõîäèòñÿ â îáåèõ ÿìàõ.
Îáñóäèì âîïðîñ î âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû â äðóãóþ. Äëÿ ýòîãî

(÷òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà) ñôîðìèðóåì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ èç âîëíîâûõ ôóíêöèþ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè t = 0 ÷àñòèöà
íàõîäèëàñü â ÿìå 2:

Ψ(x, t) =
1
2

[Ψ0(x, t) + Ψ1(x, t)] =

=
1
2
[ψII(x) + ψIV (x)]× e−iE0t/h̄e+iδE0t/h̄ +

1
2
[ψII(x)− ψIV (x)]× e−iE0t/h̄e−iδE0t/h̄ =

e−iE0t/h̄ ×
{

ψII(x) cos
(

δE0t

h̄

)
+ i ψIV (x) sin

(
δE0t

h̄

)}
. (2.27)

Åñëè ÷àñòèöà â ìîìåíò t = 0 íàõîäèëàñü â ÿìå II, òî ÷åðåç âðåìÿ πh̄/(2δE0) ÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ÿìå IV. ×àñòîòó îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó ÿìàìè ìîæíî îöåíèòü êàê

ω =
1
2π

δE0

h̄
∝ e−2κ2w2 . (2.28)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ÷òî ñêîðîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñèëüíî çàâèñèò îò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà:
÷åì íèæå ðàñïîëàãàåòñÿ óðîâåíü ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, òåì ìåíüøå ÷àñòîòà
îáìåíà ìåæäó ÿìàìè.

2.2.7. Òóííåëüíûé ýôôåêò â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. Çîííûé ñïåêòð
Ïðèìåíèì àïïàðàò òðàíñôåð-ìàòðèöû äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ÷åðåç

ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû: U(x + L) = U(x). Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîéé çàäà÷è ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé
ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàë, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 9.

Ââåäåì äâå ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (2) è T̂ (3), ñîîòâåòñòâóþùèå ñêà÷êàì ïîòåíöèàëà ïðè x = x2

è x = x3. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ðåøåíèÿ â 2 è 4 îáëàñòÿõ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ìàòðèö: T̂ = T̂ (2)T̂ (3). Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó T̂ è øèðèíó ðàçäåëÿþùåãî
áàðüåðà b = x3 − x2, çàïèøåì ñâÿçü àìïëèòóä âîëí (k4 = k2)(

a2

b2

)
= T̂

(
a4

b4

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
a4

b4

)
, (2.29)
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Ðèñ. 8. Ñòðóêòóðà íîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψn(x) â ñèñòåìå ñ äâóìÿ èäåíòè÷íûìè
ïðÿìîóãîëüíûìè ÿìàìè.

ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

T11 =
(k2 + k3)2

4k2k3
eik2b−ik3b − (k2 − k3)2

4k2k3
eik2b+ik3b,

T12 =
(k2

2 − k2
3)

4k2k3
eik3b−ik2x3−ik2x2 − (k2

2 − k2
3)

4k2k3
e−ik3b−ik2x3−ik2x2 ,

T21 =
(k2

2 − k2
3)

4k2k3
e−ik3b+ik2x3+ik2x2 − (k2

2 − k2
3)

4k2k3
eik3b+ik2x3+ik2x2 ,

T22 =
(k2 + k3)2

4k2k3
e−ik2b+ik3b − (k2 − k3)2

4k2k3
e−ik2b−ik3b

Òåïåðü èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(x) â áëîõîâñêîé ôîðìå: ψ(x + L) =

eiKL ψ(x), ãäå K � êâàçèèìïóëüñ è L = a + b � ïåðèîä ñòðóêòóðû. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
ψ4(x+L) = eiKL ψ2(x) èëè a4 eik2L+ik2x+b4 e−ik2L−ik2x = eiKL(a2 eik2x+b2 e−ik2x). Â ñèëó îðíîãîíàëüíîñòè
ìíîæèòåëåé e±ikx, óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x òîëüêî ïðè
a4 eik2L = a2 eiKL è b4 e−ik2L = b2 eiKL. Ýòà ïàðà ñîîòíîøåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå

(
a2

b2

)
= e−iKL

(
eik2L 0

0 e−ik2L

) (
a4

b4

)
, (2.30)

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.29) è (2.30), ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

det

(
T11 − eik2L−iKL T12

T21 T22 − e−ik2L−iKL

)
= 0 (2.31)

èëè

T11 T22 − T11 e−ik2L−iKL − T22 eik2L−iKL + e−2iKL − T12 T21 = 0. (2.32)

Ðàñïèøåì ïîäðîáíî êàæäîå ñëàãàåìîå (a = L− b)

T11 T22 = 1 +
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b),

T11 e−ik2L−iKL =
e−ik2L−iKL+ik2b

4k2
2k

2
3

{
(k2 + k3)2 e−ik3b − (k2 − k3)2 e+ik3b

}
=

e−ik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

T22 eik2L−iKL =
eik2L−iKL−ik2b

4k2k3

{
(k2 + k3)2 eik3b − (k2 − k3)2 e−ik3b

}
=
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Ðèñ. 9. Âîëíîâûå ôóíêöèè è çîííûé ñïåêòð â çàäà÷å Êðîíèãà-Ïåííè.

eik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

T12 T21 =
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b).

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì

1 +
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b)− e−ik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

−eik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}− (k2
2 − k2

3)
2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b) + e−2iKL = 0.

eiKL + e−iKL − e−ik2a

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

− eik2a

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
= 0.

cos KL = cos(k2a) cos(k3b)− (k2
2 + k2

3)
2k2k3

sin(k2a) sin(k3b). (2.33)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè áëîõîâñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â
ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, îò êâàçèèìïóëüñà K. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå çîíû
Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.

2.3. Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå òóííåëèðîâàíèÿ
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îäíîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà U(x), êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàòû x.
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2.3.1. Ïðèáëèæåíèå Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
Â ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ (2.34)

ñäåëàåì çàìåíó ψ = exp(iS/h̄) è ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè S = S(x)

1
2m

(
dS

dx

)2

− ih̄

2m

(
d2S

dx2

)
= E − U(x). (2.35)

Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêà ê êëàññè÷åñêîé, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì h̄:

S(x) = S0(x) +
h̄

i
S1(x) +

(
h̄

i

)2

S2(x) + ... (2.36)

Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

− 1
2m

(
dS0

dx

)2

= E − U(x), (2.37)

êîòîðîå ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ

S0(x) = ±
∫ √

2m(E − U(x)) dx = ±
∫

p(x) dx, (2.38)

ãäå p(x) =
√

2m(E − U(x)) � êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ ÷àñòèöû.
Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì

dS0

dx

dS1

dx
+

1
2

d2S0

dx2
= 0,

dS1

dx
= −1

2
S′′0
S′0

= −1
2

p′

p
.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

S1(x) = −1
2

ln p(x). (2.39)

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

ψ+(x) = eiS/h̄ = eiS0(x)/h̄+S1(x)+... = e− ln
√

p(x) × eiS0(x)/h̄ =
1√
p(x)

exp
(

i

h̄

∫
p(x)dx

)
,

ψ−(x) =
1√
p(x)

exp
(
− i

h̄

∫
p(x)dx

)
. (2.40)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.34) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ðåøåíèé

ψ(x) =
C1√
p(x)

exp
(

i

h̄

∫
p(x)dx

)
+

C2√
p(x)

exp
(
− i

h̄

∫
p(x)dx

)
. (2.41)

Â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ãäå E < U(x), èìïóëüñ ÷àñòèöû ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî
ìíèìûì è ïîýòîìó îáùèé âèä ðåøåíèÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ

ψ(x) =
C1√
|p(x)| exp

(
1
h̄

∫
|p(x)|dx

)
+

C2√
|p(x)| exp

(
− 1

h̄

∫
|p(x)|dx

)
. (2.42)

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû
÷àñòèöû λ(x) = 2πh̄/p(x) ñëàáî èçìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ äëèíû âîëíû [18]:

∣∣∣∣
1
2π

dλ

dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

d

dx

(
h̄

p

)∣∣∣∣ ¿ 1.

∣∣∣∣
d

dx

(
h̄

p

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
h̄

p2

(
dp

dx

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
h̄m

p3

(
dU

dx

)∣∣∣∣ ¿ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå çàâåäîìî íåïðèìåíåìî âáëèçè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâîðîòà,
â êîòîðûõ E = U(x) è, ñîîòâåòñòâåííî, p(x) = 0.
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Ðèñ. 10.Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð è êëàññè÷åñêàÿ òî÷êà ïîâîðîòà x = a, ðàçäåëÿþùàÿ ðàçðåøåííóþ îáëàñòü
(x < a) è êëàññè÷åñêè çàïðåùåííóþ îáëàñòü (x > a).

2.3.2. Câÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé: ðåãóëÿðèçàöèÿ Ëàíãåðà
Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ êëàññè÷åñêóþ òî÷êó ïîâîðîòà ïðè x = a. Ïóñòü âäàëè îò ýòîé òî÷êè

ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò áàðüåðà, ïîýòîìó ðåøåíèÿ
â ðàçðåøåííûõ è çàïðåùåííûõ îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (2.41)�(2.42).

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå "èñòèííîãî-
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U(x) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

U(x) ' E +
(

dU

dx

)

a

(x− a)

è ïðèâåñòè óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà
d2ψ

dx2
+

2m

h̄2 (E − U(x))ψ = 0, E − U(x) ' −
(

dU

dx

)

a

(x− a)

ê ñëåäóþùåìó âèäó
d2ψ

dx2
− 2m

h̄2

(
dU

dx

)

a

(x− a)ψ = 0.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ ξ = (x− a)
[
2m(dU/dx)a/h̄2

]1/3 ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ â óðàâíåíèþ Ýéðè
d2ψ

dξ2
− ξψ = 0.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñëåâà îò òî÷êè x = a, à
çàïðåùåííàÿ îáëàñòü � ñïðàâà (ñì. ðèñ.). Òîãäà íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå, êîòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàåò ïðè x → +∞ è îñöèëëèðóåò ïðè x → −∞. Òàêîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ îäíîé èç ôóíêöèé Ýéðè

Ai(ξ) =
1√
π

∞∫

0

cos
(

u3

3
+ uξ

)
du,

êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè

Ai(ξ) ∝
{

(1/2) ξ−1/4 × exp
{−(2/3) ξ3/2

}
ïðè ξ → +∞

|ξ|−1/4 × sin
{
(2/3) |ξ|3/2 + π/4

}
ïðè ξ → −∞ (2.43)

Ïîëíîå è ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðåãóëÿðèçàöèè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëèò îïèñàòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ äëÿ ëþáûõ x, òåïåðü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñøèâàíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.43) âáëèçè òî÷êè x = a ñ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè (2.41)�(2.42) â äèàïàçîíå ïðèìåíèìîñòè ýòèõ
âûðàæåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé (2.41)�(2.42) â ðàçðåøåííûõ è
çàïðåùåííûõ îáëàñòÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è áåç ïðîöåäóðû ñøèâêè ðåøåíèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî ñïðàâà îò áàðüåðà
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(x > a) ïî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ìîäà
âèäà

ψ(x) =
1
2

C√
|p(x)| exp

(
1
h̄

∫
|p(x)|dx

)
, (2.44)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû îò òî÷êè a äî òî÷êè x,
ïîëó÷àåì

ψ(x) =
1
2

C√
|p(x)| exp

(
−2

3

√
2m

h̄2

√(
dU

dx

)

a

(x− a)3/2

)
→ 1

2
C

ξ1/4
exp

(
−2

3
ξ3/2

)
. (2.45)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ôóíêöèè Ýéðè ïðè ξ → ∞ (2.43).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåâà îò áàðüåðà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü âèä ñòîÿ÷åé âîëíû, ÷òî âîçìîæíî
ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ C1 = Ce+iπ/4/2 è C2 = Ce−iπ/4/2, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü
ïåðåõîä ñëåäóþùåãî âèäà

1
2

1
ξ1/4

exp
{
−(2/3) ξ3/2

}
→ 1
|ξ|1/4

sin
{

(2/3) |ξ|3/2 + π/4
}

(2.46)

èëè

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 →

C√
p(x)

sin





1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣ +

π

4



 =

C√
p(x)

cos





1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣− π

4



 . (2.47)

2.3.3. Câÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé: ðåãóëÿðèçàöèÿ Ñâàíà
Ôîðìóëû ñâÿçè òèïà (2.47) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóãèì ñïîñîáîì, ïîçâîëÿþùèì íå ïðèáåãàòü

ê àíàëèçó òî÷íûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â îêðåñòíîñòè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê
ïîâîðîòà.

1. Ïóñòü x = a åñòü ïðîñòàÿ òî÷êà ïîâîðîòà, â êîòîðîé U(a) = E è ïîòîìó p = 0. Ïóñòü êàê è ðàíüøå
îáëàñòü ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà (x > a) áóäåò êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé U(x) > E.
Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî â çàáàðüåðíîé îáëàñòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü âèä
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåãî ðåøåíèÿ

ψII(x) =
C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 ïðè x > a, (2.48)

ãäå àìïëèòóäà ôóíêöèè ïðèíÿòà ðàâíîé C/2 èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Ñëåâà îò òî÷êè ïîâîðîòà âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ψI(x) =
C1√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 +

C2√
p(x)

exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 ïðè x < a. (2.49)

Ðàññìîòðèì òàêîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ x, â êîòîðîì ñïðàâåäëèâà ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âèäà
U(x) ' E + (dU/dx)a(x− a), è â òî æå âðåìÿ ïðèìåíèìî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå.† Òîãäà

|p(x)| =
√

2m|dU/dx|a
√

x− a,
1
h̄

x∫

a

|p(x)|dx =
2
3h̄

√
2m|dU/dx|a(x− a)3/2 ïðè x > a,

p(x) =
√

2m(dU/dx)a

√
a− x,

1
h̄

x∫

a

p(x)dx = − 2
3h̄

√
2m(dU/dx)a(a− x)3/2 ïðè x < a.

† Ïîÿñíåíèå î ïðèìåíèìîñòè ïîäõîäà
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Ñëåäóÿ Ñâàíó (A. Zwaan), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíî ψI(x) è ψII(x) êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé x

x = a + ρ eiθ.

Ðàññìîòðèì òàêîé ïóòü ïåðåõîäà èç îáëàñòè II â îáëàñòü I â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â âèäå
ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ, íà êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå êâàçèêëàññè÷íîñòè (good path). Íà
ýòîì êîíòóðå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψII(x) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ψII(x) =
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

1
(x− a)1/4

exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 =

=
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

1
(x− a)1/4

exp
{
− 2

3h̄

√
2m|dU/dx|a(x− a)3/2

}
=

=
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

e−iθ/4

ρ1/4
exp

{
− 2

3h̄

√
2m|dU/dx|a × ρ3/2

(
cos

3θ

2
+ i sin

3θ

2

)}
.

Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì âîëíîâîé ôóíêöèé ψII(x) íà ýòîì êîíòóðå ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè x = a+ρ

ê òî÷êå x = a− ρ (ò.å. îò θ = 0 ê θ = π):

θ = 0 : ψII(x) =
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

1
ρ1/4

exp
{
− 2

3h̄

√
2m|dU/dx|a × ρ3/2

}
,

θ = π : ψII(x) =
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

e−iπ/4

ρ1/4
exp

{
+

2
3

i

h̄

√
2m|dU/dx|a × ρ3/2

}
, (2.50)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ψI(x), ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = a− ρ è ρ > 0:

ψI(x) =
C1

(2m(dU/dx)a)1/4(a− x)1/4
exp

{
−2

3
i

h̄

√
2m(dU/dx)a(a− x)3/2

}
+

+
C2

(2m(dU/dx)a)1/4(a− x)1/4
exp

{
+

2
3

i

h̄

√
2m(dU/dx)a(a− x)3/2

}
=

=
C1

(2m(dU/dx)a)1/4ρ1/4
exp

{
−2

3
i

h̄

√
2m(dU/dx)a × ρ3/2

}
+

+
C2

(2m(dU/dx)a)1/4ρ1/4
exp

{
+

2
3

i

h̄

√
2m(dU/dx)a × ρ3/2

}
. (2.51)

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψII(x) â êîíöå ïåðåõîäà â ñîîòâåòñòâèå ñ âûðàæåíèÿìè (2.76) è (2.51)
ïåðåõîäèò âî âòîðîé ÷ëåí âîëíîâîé ôóíêöèè ψI(x), è ïîýòîìó C2 = (1/2)Ce−iπ/4.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà C1 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïåðåõîä îò òî÷êè x = a+ρ ê òî÷êå x = a−ρ

ïî ïîëóîêðóæíîñòè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êîíöå òàêîãî ïåðåõîäà

θ = −π : ψII(x) =
C

2
1

(2m|dU/dx|a)1/4

e+iπ/4

ρ1/4
exp

{
−2

3
i

h̄

√
2m|dU/dx|a × ρ3/2

}
(2.52)

ñîâïàäàåò â ïåðâûì ñëàãàåìûì â âûðàæåíèè (2.51), ïîýòîìó C1 = (1/2)Ceiπ/4.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîôèëÿ U(x) ïîëó÷àåì ôîðìóëû ñâÿçè

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 ïðè x > a →

C

2
eiπ/4

√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 +

C

2
e−iπ/4

√
p(x)

exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 =

=
C√
p(x)

×

1

2
exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 +

1
2

exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx− i
π

4






 =

=
C√
p(x)

cos





1
h̄

x∫

a

p(x) dx +
π

4



 ïðè x < a (2.53)
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Ïîëó÷åííîå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, íå çàâèñÿùåì îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû îò òî÷êè
ïîâîðîòà íàõîäèòñÿ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 ïðè U(x) > E →

→ C√
p(x)

cos





1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣− π

4



 ïðè U(x) < E. (2.54)

2. Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä áåãóùèõ âîëí â âûðàæåíèè (2.49) äëÿ ôóíêöèè φI(x)

íåîáõîäèìî ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîäû â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ èìååò ïðîñòîå
îáúÿñíåíèå, ñâÿçàííîå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè

ψI(x) =
C1√
p(x)

ψ(+)(x) +
C2√
p(x)

ψ(−)(x), (2.55)

ψ(+)(x) = exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 , ψ(−)(x) = exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 . (2.56)

Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè 1/
√

p(x) íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïóòÿõ îáõîäîâ â âèäå ïîëóîêðóæíîñòåé
íå ìåíÿþò îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíàÿ âàæíîñòü
ýòèõ ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè ψ(+)(x) è ψ(−)(x). Âî-âòîðûõ, ôóíêöèè
ψ(+)(x) è ψ(−)(x) ÿâëÿþòñÿ 4π/3−ïåðèîäè÷íûìè ôóíêöèÿìè è íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèè ψI(x),
êðàòíûé 2π (ïîëíîìó îáîðîòó), åñòü 3 × 4π/3 = 4π. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ψI(x) � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ðàçëè÷íûõ ëèñòàõ ôóíêöèè ψ(+)(x) è ψ(−)(x) áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.
Ëåãêî âèäåòü (ðèñ. 11), ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò θ = 0 ê θ = π ñíà÷àëà äîìèíèðóåò ñëàãàåìîå ψ(−)(x)

(â îáëàñòè óãëîâ 0 < θ < 2π/3), à çàòåì îíî ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
ψ(+)(x). Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � ïðè ïåðåõîäå ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè
ñëàãàåìîå ψ(+)(x) ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ ïî ìîäóëþ è â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè ñòàíîâèòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ψ(−)(x). Íî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå äàåò âîçìîæíîñòè
çàìåòèòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå ñëàãàåìûå íà ôîíå áîëüøîãî ÷ëåíà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîòåðè
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è êîýôôèöèåíòà C1 ïðè îáõîäå ïî âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè è âòîðîãî ñëàãàåìîãî �
ïðè îáõîäå ïî íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè.

3. Ðàññìîòðèì òàêîé ïîòåíöèàëüíûé ïðîôèëü U(x), ÷òî çàïðåùåííàÿ îáëàñòü ëåæèò ñëåâà îò òî÷êè
ïîâîðîòà x = b: U(x) = E + (dU/dx)b(x − b) è F0 = −(dU/dx)b > 0. Ïóñòü ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà
êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä áåãóùåé âîëíû

ψIII(x) =
C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 ïðè x > b. (2.57)

ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4(x− b)1/4
exp





i

h̄

√
2mF0

x∫

b

√
x− b dx + i

π

4



 =

=
C

(2mF0)1/4

eiθ/4

ρ1/4
exp

{
2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2

(
− sin

3θ

2
+ i cos

3θ

2

)
+ i

π

4

}
. (2.58)

Îïðåäåëèì âèä âîëíîâîé ôóíêöèè â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè ïðè x < b òåì æå ñïîñîáîì, ïåðåéäÿ
îò ðàçðåøåííîé îáëàñòè ê çàïðåùåííîé ïî âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà ñ èçìåíåíèåì
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(b) ψ
+
(θ),ψ

−
(θ) for r= const, θ=0..−2π
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Ðèñ. 11. Îáëàñòè äîìèíèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ψ+(x) = exp((i/h̄)
∫ x

a
p(x)dx) è ψ−(x) =

exp(−(i/h̄)
∫ z

a
p(x)dx) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x = ρeiθ, ρ = const. Ðèñóíîê (à) ñîîòâåòñòâóåò

óãëàì â äèàïàçîíå 0 < θ < 2π, (b) � −2π < θ < 0.

ôàçû îò θ = 0 äî θ = π

θ = 0 : ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3

i

h̄

√
2mF0 × ρ3/2 + i

π

4

}
,

θ = π : ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4

e−iπ/4

ρ1/4
exp

{
2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2 + i

π

4

}
=

=
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2

}
(2.59)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèì ðåøåíèåì ψII(x) ïðè x < b:

ψII(x) =
C

(2mF0)1/4

1
(b− x)1/4

exp





1
h̄

b∫

x

√
2mF0

√
b− x dx



 =

=
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2

}
. (2.60)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (2.59) è (2.60) â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò, íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ

C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 ïðè x > b →

→ C√
|p(x)| exp





1
h̄

∣∣∣
x∫

b

p(x) dx
∣∣∣


 ïðè x < b. (2.61)

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî òàêîå ïðàâèëî ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåííûé âèä âîëíîâîé ôóíêöèè (áåãóùàÿ
íàïðàâî âîëíà) â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè è ïîýòîìó äîëæíî ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ ïåðåõîäà
îò ïîñëåäíåé ê êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè.

2.3.4. Ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà â êâàçèêëàññè÷åñêîì

ïðèáëèæåíèè (ðèñ. 14). Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî â îáëàñòè III çà áàðüåðîì áóäåò
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Ðèñ. 12. Êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà x = a è x = b, ðàçäåëÿþùèå ðàçðåøåííûå îáëàñòè (x < a è x < b)
è êëàññè÷åñêè çàïðåùåííóþ îáëàñòü (a < x < b) ïîä áàðüåðîì.

ëèøü óõîäÿùàÿ âîëíà âèäà

ψIII(x) =
C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

b

p(x) dx + i
π

4



 . (2.62)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.61) íàõîäèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè II âíóòðè áàðüåðà

ψII(x) =
C√
|p(x)| exp





1
h̄

∣∣∣
x∫

b

p(x) dx
∣∣∣


 . (2.63)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x < b, òî
∣∣∣

x∫

b

p(x) dx
∣∣∣ = −

x∫

b

|p(x)| dx =

b∫

x

|p(x)| dx =

b∫

a

|p(x)| dx−
x∫

a

|p(x)| dx

è

ψII(x) =
C√
|p(x)| exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx− 1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 =

=
C√
|p(x)| exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 . (2.64)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ñâÿçè (2.53) ïîëó÷àåì ðåøåíèå â îáëàñòè I ïåðåä áàðüåðîì

ψI(x) = 2
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× cos





1
h̄

x∫

a

p(x) dx +
π

4



 . (2.65)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosx = (eix + e−ix)/2, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå äâóõ áåãóùèõ âîëí

ψI(x) =
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 +

+
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx− i
π

4



 . (2.66)

Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t åñòü îòíîøåíèå ïîòîêîâ ÷àñòèö â íàëåòàþùåé è ïðîøåäøåé
âîëíàõ:

t = exp



−

2
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



 . (2.67)

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè ðàâåí åäèíèöå (ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ).
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Ðèñ. 13. Èëëþñòðàöèÿ êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.

2.3.5. Ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ôîðìóëà
êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà

Âûâåäåì óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è
ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâèæåíèþ ïðè a ≤ x ≤ b, ãäå a è b � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà.

Ñîãëàñíî ïðàâèëó (2.54), çàòóõàþùåå ðåøåíèå ñïðàâà îò òî÷êè x = b ïðèâîäèò ê îñöèëëèðóþùåìó
ðåøåíèþ â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè âèäà

ψII(x) =
C√
p(x)

cos





1
h̄

x∫

b

p(x) dx +
π

4



 . (2.68)

Ïðèìåíèì ýòî æå ïðàâèëî ê òî÷êå x = a è ïîëó÷èë äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

ψII(x) =
C ′√
p(x)

cos





1
h̄

x∫

a

p(x) dx− π

4



 . (2.69)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè äâà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàëè âî âñåé îáëàñòè, ñóììà èõ ôàç äîëæíà áûòü êðàòíà π

(ïðè óñëîâèè C = (−1)nC ′)

 1

h̄

x∫

a

p(x) dx− π

4


−


 1

h̄

x∫

b

p(x) dx +
π

4


 =

1
h̄

b∫

a

p(x) dx− π

2
= πn, (2.70)

1
h̄

b∫

a

p(x) dx = π

(
n +

1
2

)
èëè 1

2πh̄

∮
p(x) dx = 2× 1

2πh̄

b∫

a

p(x) dx = n +
1
2
. (2.71)

Ïîëó÷åííîå óñëîâèå åñòü ïðàâèëî êâàíòîâàÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà,† öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå n

ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

2.3.6. Ðàñ÷åò ñïåêòðîâ ñîñòîÿíèé äëÿ ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ

Îáñóäèì âîïðîñ î ðàñùåïëåíèè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â ñâÿçàííûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõ
ÿìàõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû êâàçèêëàññè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì U(x).

Ïóñòü ψ0(x) � íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû (ñ ýíåðãèåé E0), ëîêàëèçîâàííàÿ â
îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ â îáå ñòîðîíû îò ãðàíèö ýòîé ÿìû. Â ÂÊÁ-
ïðèáëèæåíèè òàêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü âèä (2.69)

ψ0(x) =
√

2mω

πp
cos


 1

h̄

x∫

a

p(x) dx− π

4


 . (2.72)

† Äàííîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà (2π)−1
∮

p(x) dx, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè, áûëî ïîëó÷åíî Áîðîì (Niels Bohr) è Çîììåðôåëüäîì (Arnold Sommerfeld) åùå äî ðàçðàáîòêè
ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ïðè ó÷åòå ìàëîé âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ÿìàìè óðîâåíü E0

ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïîäóðîâíÿ E1,2 = E0 ∓∆E. Ïðàâèëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ψ0(x) è ψ0(−x)

ψ1(x) =
1√
2
{ψ0(x) + ψ0(−x)} , ψ2(x) =

1√
2
{ψ0(x)− ψ0(−x)} . (2.73)

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ôóíêöèé ψ0(x) è ψ1(x)

ψ′′0 +
2m

h̄2 (E0 − U)ψ0 = 0,

ψ′′1 +
2m

h̄2 (E1 − U)ψ1 = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ψ1(x), âòîðîå óðàâíåíèå � íà ψ0(x), ïî÷ëåííî âû÷òåì è ïðîèíòåãðèðóåì
ïî ïåðåìåííîé x â ïðåäåëàõ îò 0 äî +∞. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∞∫

0

ψ0(x) ψ1(x) dx ' 1√
2

∞∫

0

ψ0(x)2 dx =
1√
2
,

íàõîäèì

E1 = E0 − h̄2

m
ψ0(0)ψ′0(0).

Ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âíóòðè áàðüåðà çàòóõàåò êàê

ψ0(x) =
√

mω

πp0
exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 , (2.74)

ψ0(0) =
√

mω

πp0
exp



−

1
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 , (2.75)

ψ′0(0) =
p0

h̄

√
2mω

πp0
exp



−

1
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 =

p0

h̄
ψ0(0), (2.76)

ãäå âåëè÷èíà p0 =
√

2m(U0 − E0) õàðàêòåðèçóåò äåôèöèò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âíóòðè áàðüåðà. Òàêèì
îáðàçîì,

E1 = E0 − h̄2

m
ψ0(0)ψ′0(0) = E0 − h̄2

m
ψ0(0)× p0

h̄
ψ0(0) = E0 − h̄ω

2π
exp



−

2
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 .

E1 = E0 − h̄ω

2π
exp



−

1
h̄

a∫

−a

|p(x)| dx



 , E2 = E0 +

h̄ω

2π
exp



−

1
h̄

a∫

−a

|p(x)| dx



 . (2.77)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðàñùåïëåíèå óðîâíåé îïðåäåëÿåòñÿ òóííåëüíîé ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà.

3. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

3.1. Îäíîìåðíûå ðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ

3.2. Ðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó

Ur(x) =





U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r1 < r < r2

U3 ïðè r > r2
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ (s−ñîñòîÿíèÿ) è ðàññ÷èòàåì ñïåêòð
ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â òðåõìåðíîì áàðüåðå Ur(r). Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1
r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

]
+

2m

h̄2 (E − Ur(r)) ψ = 0

äëÿ ôóíêöèé ψ = ψ(r) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä
1
r2

d

dr

(
r2 dψ

dr

)
+

2m

h̄2 (E − Ur(r)) ψ = 0

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ψ(r) = χ(r)/r è ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê îäíîìåðíîìó âèäó
d2χ

dr2
+

2m

h̄2 (E − Ur(r)) χ = 0

Â êóñî÷íî-ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå èìååì
d2χi

dr2
+ k2

i χ = 0

è äëÿ ôóíêöèè χ ïîëó÷àåì òå æå ñàìûå òèïû ðåøåíèé è óñëîâèÿ èõ ñîãëàñîâàíèÿ

Îáëàñòü 1 (r < r1) : χ1(x) = a1 eik1r + b1 e−ik1r,

Îáëàñòü 2 (r1 < r < r2) : χ2(x) = a2 eik2r + b2 e−ik2r,

Îáëàñòü 3 (r > r2) : χ3(x) = a3 eik3r + b3 e−ik3r.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåæäó îäíîìåðíûìè (x) è ðàäèàëüíûìè (r) çàäà÷àìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ãðàíèöû ïðè r = 0 äîëæíî çàìåíÿòüñÿ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ
ψ â íà÷àëå êîîðäèíàò èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâèåì χ = 0 ïðè r = 0. Îáúåäèíÿÿ ýòî óñëîâèå ñ óñëîâèåì
èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé†(

a1

−a1

)
= T̂

(
a3

0

)
èëè T11 = −T21.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì U1=U3 è E < U2, òîãäà k1 = k3 = k, k2 = iκ è ϕ = arctan κ/k.

T11 =
1

4k1k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)r1 ei(−k2+k3)r2+

+ (k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)r1 ei(+k2−k3)r2

}
=

=
e−ikr1+ik2r1

4ikκ
× {

(k + iκ)2 eκw − (k − iκ)2 e−κw
}

(3.1)

T21 =
1

4k1k2

{
(k1 − k2)(k2 + k3) ei(+k1+k2)r1 ei(−k2+k3)r2+

+ (k1 + k2)(k2 − k3) ei(+k1−k2)r1 ei(+k2−k3)r2

}
= (3.2)

=
e+ikr1+ik2r1

4ikκ
× {

(k + iκ)(k − iκ) eκw − (k + iκ)(k − iκ) e−κw
}

.

e−ikr1 × {
(k + iκ)2 eκw − (k − iκ)2 e−κw

}
= (3.3)

= −e+ikr1 × {
(k + iκ)(k − iκ) eκw − (k + iκ)(k − iκ)e−κw

}
, (3.4)

† Íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (U(r) = U1 ïðè r < r1 è U(r) = U2 ïðè
r < r1) ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

T11 =
1

2k1
(k1 + k2) ei(−k1+k2)r1 , T21 =

1

2k1
(k1 − k2) ei(+k1+k2)r1 .

e+iϕ1 e−ik1r1 e−κ2r1 + e−iϕ1 eik1r1e−κ2r1 = 0 èëè κ2

k1
tan k1r1 + 1 = 0.
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Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ïðè eκw è e−κw, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ
ñîñòîÿíèé

(κ

k
tan kr1 + 1

)
= −e−2κw

(
k − iκ

k + iκ

)
×

(κ

k
tan kr1 − 1

)
. (3.5)

Ïðè κw À 1 è eκw = 0 ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîëó÷àåì ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â ñôåðè÷åñêîé ÿìå
êîíå÷íîé âûñîòû

κ0

k0
tan k0r1 + 1 = 0 (3.6)

3.2.1. Ðàñïàä êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå
mbox

Îáñóäèì ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, îáñóëîâëåííûõ òóííåëèðîâàíèåì ÷àñòèöû
èç öåíòðàëüíîé îáëàñòè â çàáàðüåðíóþ îáëàñòü. Ïðè ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà eκw ¿ 1 ìîæíî
ïðèáëèæåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (3.4) ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó ∆k = k− k0, ãäå k0 � âîëíîâîé
âåêòîð ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.4) � ýòî ìàëàÿ âåëè÷èíà, òî â íåå
ìîæíî ïîäñòàâëÿòü íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå:

−e−2κw

(
k − iκ

k + iκ

)
×

(κ

k
tan kr1 − 1

)
→

→ −e−2κ0w

(
k0 − iκ0

k0 + iκ0

)
×

(
κ0

k0
tan k0r1 − 1

)
= 2 e−2κ0w (k0 − iκ0)

2

k2
0 + κ2

0

(3.7)

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äåëàåì ðàçëîæåíèå ïî ∆k
(κ

k
tan kr1 + 1

)
'

(
κ0

k0
tan k0r1 + 1

)
+

d

dk

(κ

k
tan kr1 + 1

)
0

(k − k0) =

=
d

dk

(κ

k

)
0

tan k0r1 ∆k +
d

dk
tan kr1

∣∣∣
0

(
κ0

k0

)
∆k (3.8)

Ó÷òåì, ÷òî
dκ

dk
= −k

κ
,

(
dκ

dk

)

0

= −k0

κ0
, tan k0r1 = −k0

κ0
, cos−2 k0r1 =

k2
0 + κ2

0

κ2
0

. (3.9)

è ïîëó÷èì
(κ

k
tan kr1 + 1

)
'= −

(
k0(dκ/dk)0 − κ0

k2
0

) (
k0

κ0

)
∆k +

(
r1

cos2 k0r1

)(
κ0

k0

)
∆k =

=

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

∆k + r1

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ0
∆k =

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

(1 + κ0r1)∆k (3.10)

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

(1 + κ0r1)∆k = 2 e−2κ0w (k0 − iκ0)
2

k2
0 + κ2

0

SIGN?

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

(1 + κ0r1) (∆k′ − i∆k′′) = 2 e−2κ0w

(
k2
0 − κ2

0

)

k2
0 + κ2

0

− 4i e−2κ0w k0κ0

k2
0 + κ2

0

.

∆k′′ = 4 e−2κ0w k2
0κ

3
0

(k2
0 + κ2

0)
2

1
(1 + κ0r1)

.

Íàëè÷èå ìíèìîé êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê ìíèìîé äîáàâêå ê ýíåðãèè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ (äëÿ ïðîñòîòû ïðåíåáðåãàåì ìàëîé ïîïðàâêîé ê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè âîëíîâîãî âåêòîðà è
ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèè ñîñòîÿíèé)

E =
h̄2

2m
k2 ' h̄2

2m
(k0 − i∆k′′)2 ' h̄2

2m
k2
0 − 2i

h̄2

2m
k0∆k′′.
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Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ìàëîé ïîïðàâêîé ïîðÿäêà (∆k′′)2 ê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ýíåðãèè.
Êàê è ðàíåå, ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ýíåðãèè,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

E′′ =
h̄2

m
k0∆k′′ = h̄

h̄k0

m

1
(1 + κ0r1)

4k2
0κ

3
0

(k2
0 + κ2

0)
2 e−2κ0w.

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà

t ' 16k1κ
2
2k3

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
e−2κ2w2 , (3.11)

êîòîðîå ïðèìåíèìî îïèñàíèÿ ïðîõîæäåíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷íûõ ÷àñòèö ñêâîçü áàðüåðû ñ íèçêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïîëàãàÿ, ÷òî k1 = k3 = k0, κ2 = κ0, ïîëó÷àåì

E′′ =
1
4

h̄
h̄k0

m

κ0

(1 + κ0r1)
× 16k0κ

2
0k0

(k2
0 + κ2

0)
2 e−2κ0w =

1
4

h̄
h̄k0

m

κ0

(1 + κ0r1)
× T0.

Çäåñü ìû ââåëè T0 � ïðîíèöàåìîñòü áàðüåðà íà ðåçîíàíñíîì óðîâíå. Êîìáèíàöèþ h̄k0/m ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíþþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ÿìå, v0. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
âûñîêîãî áàðüåðà (κ →∞) ìîæíî ñ÷èòàòü 1 + κ0r1 ' κ0r1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì

E′′ =
1
4

h̄
h̄k0

m

κ0

κ0r1
× T0 ' 1

4
h̄

v0

r1
T0.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå v0/(2r1) äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òèïè÷íîì âðåìåíè τ0, ïðîâîäèìîé
÷àñòèöåé â ÿìå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ñî ñòåíêàìè.

E′′ ' 1
2

h̄

τ0
T0, |Ψ(r, t)| = |ψ(r, t)| e−2iE′t/h̄ e−2E′′t/h̄ ∝ e−t/τ0 e−T0 (3.12)

Ýòè ôîðìóëû èìååò î÷åíü ïðîñòîå è íàãëÿäíîå òîëêîâàíèå. Ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíîãî
ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòå óäàðîâ ÷àñòèöû î ñòåíêè (÷àñòîòà ïîïûòîê, attempt
frequency), ïîìíîæåííîé íà ôóíêöèþ îò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà.

3.2.2. Àëüôà-ðàñïàä. Ôîðìóëà Ãàìîâà
Àëüôà-ðàñïàäîì íàçûâàåòñÿ âèä ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà ÿäðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò èñïóñêàíèå

èîíèçîðîâàííîãî ÿäðà àòîìà ãåëèÿ (α-÷àñòèöû, 4
2He). Àëüôà-ðàñïàä îáû÷íî ïðîèñõîäèò â òÿæåëûõ ÿäðàõ,

ãäå âåëèêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå îòòòàëêèâàíèå ìåæäó ïðîòîíàìè.† Äåéñòâèòåëüíî, íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ
íóêëîíû óäåðæèâàþòñÿ â ÿäðå çà ñ÷åò ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå áûñòðî ñïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîòîíàìè. Â òî æå âðåìÿ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî,
äàëüíîäíåéñòâóþùèì, è ïîòîìó ñïîñîáñòâóåò ðàñïàäó òÿæåëîãî ÿäðà. Òàêèì îáðàçîì, àëüôà-ðàñïàä åñòü
òóííåëüíûé ïåðåõîä ÷àñòèöû ÷åðåç êóëîíîâñêèé áàðüåð.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòè àëüôà-ðàñïàäà âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð

U(x) =

{
−U0 ïðè r < r0

A/r ïðè r > r0

ãäå A = (Z − 2)2e2, Z � çàðÿä ÿäðà. Ñîãëàñíî ïðèáëèæåíèþ ÂÊÁ, êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí

t = exp


− 2

h̄

b∫

a

|p(x)|dx


 = exp


− 2

h̄

A/E∫

r0

√
2m(A/r − E) dr


 , (3.13)

† Ïðèìåðû àëüôà-ðàñïàäà: 238
92 U→ 234

90 Th + α (42He), 241
95 Am→ 237

93 Np + α, 226Ra→ 222Re + α
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a = r0, b = A/E � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

t = exp

(
−2A

h̄

√
2m

E

{
arccos

√
Er0

A
−

√
Er0

A
(1− Er0

A
)

})
(3.14)

Âðåìÿ æèçíè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà, ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü àëüôà-ðàñïàäà ìîæíî îöåíèòü êàê

w ∝ t(r0 → 0) = exp

(
−πA

h̄

√
2m

E

)
, ln w = −2e2πZ

h̄

√
2m

E
+

2e2π

h̄

√
2m

E
(3.15)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà, âûâåäåííàÿ Ã. Ãàìîâûì â 1928 ã., ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ
èñïîëüçîâàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëÿ çàäà÷ ÿäåðíîé ôèçèêè. Îíà êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî
îáúÿñíÿåò ðàíåå ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïîëóðàñïàäà λ îò àòîìíîãî íîìåðà

ln λ = −const1
Z√
E

+ const2, (3.16)

óñòàíîâëåííóþ â 1911 Ãåéãåðîì è Íàòòàëîì (Hans Geiger, John Mitchel Nuttal) .

Ðèñ. 14. (a) Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàäèîàêòèâíîãî àëüôà-ðàñïàäà; (b) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè
æèçíè ÿäåð τ îò ýíåðãèè âûëåòàþùèõ ÷àñòèö E.
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Çàäà÷è

Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

Çàäà÷à 1 Ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ψ(x) = a eikx + b e−ikx c ýíåðãèåé E â ïðèñóòñòâèå îäíîìåðíîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî
ïîòåíöèàëà âèäà

Us(x) =

{
U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x > x1

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì
(

a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
,

T̂ =
1

2k1

(
(k1 + k2) ei(−k1+k2)x1 (k1 − k2) ei(−k1−k2)x1

(k1 − k2) ei( k1+k2)x1 (k1 + k2) ei( k1−k2)x1

)
,

ãäå k1 =
√

2m (E − U1)/h̄, k2 =
√

2m (E − U2)/h̄. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Çàäà÷à 2 Ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ψ(x) = a eikx + b e−ikx c ýíåðãèåé E â ïðèñóòñòâèå îäíîìåðíîãî δ−îáðàçíîãî ïîòåíöèàëà
âèäà

Uδ(x) = Sδ(x1) +

{
U1 ïðè x < x1

U3 ïðè x > x1

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì
(

a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
,

T̂ =
1

2k1

(
(k1 + k3 + is) ei(−k1+k3)x1 (k1 − k3 + is) ei(−k1−k3)x1

(k1 − k3 − is) ei( k1+k2)x1 (k1 + k3 − is) ei( k1−k3)x1

)
,

ãäå k1 =
√

2m (E − U1)/h̄, k3 =
√

2m (E − U2)/h̄, s = 2mS/h̄2.

Çàäà÷à 3 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû
äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1).

Çàäà÷à 4 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1) îò ýíåðãèè
íàëåòàþùåé âîëíû E äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèå ÷àñòèöû íà áàðüåð. Èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå
çàâèñèìîñòè ïðè E → U2 è E À U2. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [17].

Çàäà÷à 5 * Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1) îò ýíåðãèè
íàëåòàþùåé âîëíû E è óãëà ïàäåíèÿ θ äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèå ÷àñòèöû íà áàðüåð.
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Çàäà÷à 6 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Ub(x) ñëåäóþùåãî âèäà

Ub(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x > x2

îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüåð.
Èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ïðè E ¿ U2, E → U2 è E À U2 (U1 < U2). Çàäà÷à ÷àñòè÷íî
ðàññìîòðåíà â [1, 17].

Çàäà÷à 7 * Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Ub(x) (ñì. çàäà÷ó 6) îò
ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E è óãëà ïàäåíèÿ θ äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüåð.

Çàäà÷à 8 Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà Uδ(x) (ñì. çàäà÷ó 2) ïîëó÷èòü ìàòðèöó ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà Ub ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
U2 →∞, w = x2 − x1 → 0, S = U2 × w = const.

Çàäà÷à 9 Èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû
íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Uδ(x) (ñì. çàäà÷ó 2) îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ
÷àñòèöû.

Çàäà÷à 10 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U2δ(x)

ñëåäóþùåãî âèäà

U2δ(x) = S1δ(x1) + S2δ(x1 − a)

èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E

(íîðìàëüíîå ïàäåíèå). Îáñóäèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ S1/S2. Çàäà÷à
ðàññìîòðåíà â [17].

Çàäà÷à 11 Äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2b(x) ñëåäóþùåãî âèäà

U2b(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

U4 ïðè x3 < x < x4

U5 ïðè x > x4

èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû
E (íîðìàëüíîå ïàäåíèå). Êà÷åñòâåííî îáñóäèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ
U2/U4. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Çàäà÷à 12 Ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2−b(x) (ñì.
çàäà÷ó 11) ïðè E ' En èìååò ëîðåíöåâñêèé âèä

t(E) =
Γ2

β2(E − En)2 + Γ2
,

ãäå En � óðîâíè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Îáñóäèòü çàâèñèìîñòü øèðèíû ëèíèè ðåçîíàíñíîãî
ïðîõîæäåíèÿ Γ îò ïàðàìåòðîâ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû.
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Çàäà÷à 13 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U(x). Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].

Çàäà÷à 14 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû îò òðåóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U(x) = 0 ïðè x < 0 è U(x) = U0 − Fx ïðè x > 0.
Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18, 17].

Ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

Çàäà÷à 15 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â àñèììåòðè÷íîé îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû

Uw(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

Äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U1 = U3 èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêè U1 À U2 (ÿìà ñ
áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè) è U1 → U2 (ìåëêàÿ ÿìà). Çàäà÷à ÷àñòè÷íî ðàññìîòðåíà â [18, 17].

Çàäà÷à 16 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå âèäà Uδ = Sδ(x), S < 0. Çàäà÷à ÷àñòè÷íî ðàññìîòðåíà
â [17].

Çàäà÷à 17 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîì s−ñîñòîÿíèè, ëîêàëèçîâàííîé â ñôåðè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Ur(x) =

{
U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r > r1

Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 18 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â òóííåëüíî�ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ

U2w(x) =





∞ ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

U4 ïðè x3 < x < x4

∞ ïðè x > x4

Îáñóäèòü âîïðîñ çàâèñèìîñòè ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé îò âûñîòû (U3) è øèðèíû (w3 = x3−x2) ðàçäåëÿþùåãî
áàðüåðà.

Çàäà÷à 19 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå U(x). Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].
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Çàäà÷à 20 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû â äâóõ òóííåëüíî�
ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].

Çàäà÷à 21 Îöåíèòü ïåðèîä îñöèëëÿöèé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â òóííåëüíî�ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Ðàñïàä êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

Çàäà÷à 22 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåì ñ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (ψ ∝ eikr/r ïðè
r →∞, k > 0) íåâîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 23 Äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2b(x) (ñì. çàäà÷ó 11) îïðåäåëèòü ñïåêòð ñóùåñòâîâàíèÿ
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêèõ ñîñòîÿíèé.

Çàäà÷à 24 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð En ÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîì s−ñîñòîÿíèè, ëîêàëèçîâàííîé âíóòðè ñôåðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà

Ur(x) =





U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r1 < r < r2

U3 ïðè r > r2

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 25 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëèòü ïðîíèöàåìîñòü êóëîíîâñêîãî áàðüåðà U(x) =

−U0 ïðè x < x1 è U(x) = α/x ïðè x > x1. Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå îöåíèòü âåðîÿòíîñòü àëüôà-ðàñïàäà
àòîìà â îñíîâíîì s-ñîñòîÿíèè. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].
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