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§ 1 Начальные понятия 

 

 1. При изучении различных явлений приходится иметь дело с функциями 

нескольких (многих) независимых переменных. Так, площадь S прямоугольни-

ка со сторонами x, y определяется формулой yxS  ; объѐм V прямоугольного 

параллелепипеда со сторонами x, y ,z есть zyxV  , а объѐм кругового ци-

линдра с радиусом основания r и высотой h выражается формулой hrV 2 ; 

напряжение V в электрической цепи при силе тока I и сопротивлении R есть 

V I R . И так далее. 

 Понятие функции нескольких переменных даѐтся в тех же выражениях, 

что и для случая одной независимой переменной. Как обычно, пользуемся по-

нятием «множество» – оно не определяется, а просто  понимается. 

 Пусть дано некоторое множество D упорядоченных пар чисел (x,y). Гео-

метрически его можно изобразить как множество точек P(x,y) декартовой плос-

кости Oxy: отождествляем понятия «упорядоченная пара чисел (x,y)» и «точка 

P(x,y) плоскости». 

 Определение. Если каждой паре (x,y) значений двух независимых пере-

менных x и y из некоторой области D )},{( yx  их изменения по некоторому 

правилу (закону) приводится в соответствие определѐнное значение z  величи-

ны z, то говорят, что z есть функция двух переменных x и y; она обозначается 

символами ),(),,(),,( yxzzyxFzyxfz   и т.д..  

 Величины x и y называются также аргументами функции, множество D – 

областью (множеством) определения или областью задания функции, а сово-

купность )},({}{ yxfzZ   всех значений функции называется еѐ областью 

(множеством) изменения или областью значений. 

 Очень удобным и плодотворным является трактовка функции двух пере-

менных как функции точек ),( yxP  плоскости и обозначение в форме )(Pfz  : 

при этом используется терминология такая же, как и для функций одного пере-

менного. 

 Если функция задана аналитически, некоторой формулой ),( yxfz  , без 

оговорок об области задания, то за эту область принимают множество всех пар 

(x,y) (всех точек ),( yxP ), для которых эта формула имеет смысл. Эту область 

задания называют: область существования или естественная область определе-

ния.  

Примеры. 1) 
221 yxz  . Область существования: 01 22  yx , т.е. 

122  yx  – это круг с центром в точке )0,0(O  радиуса 1 (включая границу – 

окружность 122  yx ). 

2) 35
1

y
x

z  . Область существования – полуплоскость 0x . 
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3) 
y

xz
1

3  . Область определения }0,0),{(  yxyxD  – полуплос-

кость 0x  без оси Ox . 

 Область задания функции, описывающей какой-либо процесс, может от-

личаться от естественной области определения. Например, формула площади 

прямоугольника xyS   употребима лишь для 0x  и 0y , хотя сама функция 

определена во всей плоскости. Аналогично обстоит дело с формулой для на-

пряжения V I R , с уравнением газового состояния вещества и т.д.. 

 Замечание. Было дано определение однозначной функции; только для та-

ких  функций имеют смысл исходные понятия: предел, непрерывность, произ-

водные, интеграл и т. п. Случай многозначных функций оговаривается особо. 

 2. Области на плоскости. Часть плоскости, ограниченная одной или не-

сколькими линиями, называется областью, а сами линии – еѐ границей. 

 Если граница причисляется к области, то область называется замкнутой, 

если не причисляется – то открытой. Например, 122  yx  – замкнутая область, 

122  yx  – открытая. Вся плоскость – это открытая и замкнутая область одно-

временно. Множество }10,10{  yxD  - область не открытая и не замк-

нутая. 

 Если открытую область обозначить буквой D, то соответствующую замк-

нутую область иногда обозначают D , а именно DDD  , где D –  обозна-

чение границы области (D – начальная буква от фр. Domaine – область). 

 Под окрестностью точки ),( 000 yxP  понимают любую область D , со-

держащую эту точку внутри себя. В частности, это могут быть -окрестности, 

как-то: открытый круг 22
0

2
0 )()(  yyxx  с центром ),( 000 yxP  радиуса  

или открытый квадрат ,00  xxx   00 yyy . Если точка 

),( 000 yxP  не причисляется (не принадлежит) к окрестности, то говорят о про-

колотой окрестности этой точки (как и для функции одного переменного). Так 

же как и в [13, глава 1] даются определения внутренней, предельной, граничной 

точек множества (области). 

 Область называется связной, если любые две еѐ точки 
1

P  и 
2

P  можно со-

единить непрерывной линией (например, ломаной), целиком лежащей внутри 

области.  

 Простую замкнутую гладкую (или кусочно-гладкую) кривую   будем на-

зывать замкнутым контуром. Его внутренность обозначают через int  или 

)(I , а внешность – ext  или )(E  (от франц. Interieur – внутренность, exte-

rieur – внешность, рис. 1.1).     

 Область называется односвязной, если внутренность любого замкнутого 

контура  , лежащего в области, D   тоже принадлежит области: Dint . 

В противном случае связная область называется многосвязной (двусвязной, 

трехсвязной и т.д., Рис.1.2). 
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 Область D  называется ограниченной, если существует круг 222 Ryx  , 

с центром в начале координат O(0,0), целиком содержащий всю область D , так 

что  DyxP ),( расстояние ROP  . Термин «замкнутая область» употреб-

ляется именно для ограниченных областей. Однако часто говорят «ограничен-

ная замкнутая область». 

 Можно сказать, что понятие области есть обобщение понятия промежутка 

от случая одного переменного на случай двух переменных. 

Пример. 4) Область определения функции )cos( 22 yxz   - концентри-

ческие круги. Это несвязная область. 

 3. Геометрическое изображение функции двух переменных. 

 Рассмотрим в пространстве декартову систему координат Oxyz  и пусть 

функция )(),( Pfyxfz   определена на некотором куске D  плоскости Oxy . 

Из точки DyxP ),(  восстановим перпендикуляр к плоскости Oxy  и на нѐм от-

ложим отрезок, равный  ),( yxfz   (вверх – при 0z , или вниз – при 0z ). В 

пространстве получим точку ),,( zyxM . Когда точка ),( yxP  пробегает множе-

D 

2P

 

1
P

 

D 

1
P

 

2P

 

Двусвязные области 

1
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Рис. 1.1. Замкнутый контур, внутренность, внешность 
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ство D , соответствующая точка M опишет в пространстве некоторое геомет-

рическое место точек S, которое называется поверхностью (рис. 1.3). Эта по-

верхность S и служит геометрическим изображением функции ),( yxfz  , еѐ 

графиком. Говорят, что поверхность S задана уравнением ),( yxfz  . Так как 

функция однозначная, то каждая вертикаль пересекает поверхность S не более, 

чем в одной точке. Говорят ещѐ, что функция двух переменных отображает, 

переводит плоскую область D  в «искривлѐнную» поверхность S. Область из-

менения )},({}{ yxfzZ   изобразится на оси Oz . 

Примеры. 5) 23xz   – параболический цилиндр с образующеми, парал-

лельными оси Oy ; направляющая – парабола 23xz   в плоскости Oxz  (рис. 

1.4). 

6) 22 yxz   - параболоид вращения.  

7) xyz   - гиперболический параболоид (седло). 

8) 22 yxz   - верхняя часть конуса 0222  zyx . 

9) 222 yxRz   - верхняя часть сферы 2222 Rzyx  . (Рис.1.5) 

 
 4. Понятие функции трѐх и более переменных – совершенно аналогич-

но.Так, если значениями переменной u управляют тройки ),,( zyx , то говорят о 

функции трѐх переменных ),,( zyxfu   - еѐ удобно трактовать как функцию 

)(Pfu   от точек ),,( zyxP  пространства Oxyz . Здесь область определения 

обычно некоторое тело. Функцию четырѐх переменных ),,,( tzyxfu   иногда 

трактуют как функцию пространственных координат zyx ,,  и времени t. (Сово-

купность четвѐрок чисел ),,,( tzyx  называют «четырѐхмерный мир Минковско-

го».) 

 Также говорят о функциях n переменных ),...,,(
21 n

xxxfu  . Конечно, 

дать непосредственное геометрическое изображение функции трѐх, и вообще n 

переменных при 3n , уже невозможно. Однако геометрический язык (терми-

нология) сохраняется и в этих случаях. 

Рис.1.3 Рис.1.4 
Рис.1.5 

x 
x 

y y 

z 

z 

S 
M(x,y,z) 

D P(x,y) 

z=f(x,y) z Z 23xz   

O 
O 

x 

y 

z 

O 
R 

R 

-R 

222 yxRz   
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 5. Понятие n-мерного арифметического пространства. Числам x, парам 

чисел (x,y), тройкам (x,y,z)  можно дать простое геометрическое истолкование – 

это точки.  

 Множество всех точек )(xP  образует прямую. Это числовая ось или од-

номерное пространство.  

 Множество всех пар точек ),( yxP ),(  yx  образует 

плоскость или двумерное пространство; множество всех троек ),,( zyxP  – про-

странство, или трѐхмерное пространство.  

 Геометрический язык полностью переносится и на совокупности из n чи-

сел. Совокупность всех систем из n чисел ),...,,(
21 n

xxx  (так называемые n-ки, 

«энки» чисел; nkxk ,1,  ) называется n-мерным арифметическим про-

странством 
n

xxOx ...
21

, или координатным пространством nA , а сами эти систе-

мы  – (n-мерными) точками его, причѐм числа 
n

xxx ,...,,
21

 называются координа-

тами этой точки. Точку обозначают одной буквой, например P, и пишут 

),...,,(
21 n

xxxP . Точка  0,...,0,0O  называется началом координат.  

 Если расстояние (или, как говорят, метрику) в пространстве nA  между 

точками ),...,,(
21 n

xxxP  и ),...,,( 00
2

0
1

0
nxxxP  определить формулой  

),()(...)( 02020
11

0 PPxxxxPP nn  , 

то nA  называется n-мерным эвклидовым пространством nE (или nR ). Можно 

проверить, что выполняется неравенство треугольника  

),(),(),( 313221 PPPPPP  . 

 Множество всех точек P, удовлетворяющих неравенству rPP  ),( 0  , на-

зывается открытым шаром с центром 0P  радиуса r, или r-окрестностью точ-

ки 0P . И так далее. 

 Функцию n переменных ),...,,( 21 nxxxfu   можно трактовать как функ-

цию )(Pfu   точек n-мерного пространства и говорят, что она определяет по-

верхность (или гиперповерхность) в (n+1)-ом пространстве uxxOx n...21 . 

 Будем в основном рассматривать функции двух переменных – этот слу-

чай нагляден и проще в записи. Иногда будем полагать 3n . Рассмотрение 

случая трѐх и более переменных не вносит никаких принципиальных измене-

ний, но вносит дополнительные технические трудности. 

 

 

§ 2. Предел и непрерывность 

 

 1. Определение 1. Внутренность круга радиуса  с центром в точке 

),( 000 yxP  называется -окрестностью точки 
0

P : это есть множество точек 

),( yxP , удовлетворяющих неравенству  ),( 0PP  или  

 2
0

2
0 )()( yyxx   (рис. 1.6). 
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 Определение 2. Число A (если оно существует) называется пределом (или 

двойным пределом) функции )(Pfz   при ),(),( 000 yxPyxP   (или: в точке 

0P ), если по любому наперѐд заданному числу 0  найдѐтся число 0  такое, 

что для всех точек P, удовлетворяющих неравенству  ),(0 0PP , выполня-

ется условие 

     APf )( .     (1.1) 

 Предполагается (как и ранее для функции одного переменного), что 

функция )(Pf  определена в некоторой окрестности точки 0P , исключая, может 

быть, саму эту точку, и вообще: точка 0P  должна быть предельной точкой для 

множества точек ),( yxP  из области определения функции. 

 Запись ),(),( 000 yxPyxP   означает, что расстояние 0),( 0  PP  и чита-

ется: точки P стремятся к точке 0P . 

 Предел обозначается символами  

  APf
PP




)(lim
0

   или   Ayxf

yy
xx






),(lim

0

0

.  (1.2) 

Пишут также APf )(  при 0PP  . 

 Так как 0  можно брать как угодно малым, то значения )(Pf  будут 

сколь угодно близки к A, когда точки P  достаточно близки к точке 0P ; с при-

ближением  к нулю обычно и  приближается к нулю. 

 Отметим, что здесь APf )(  при любом способе стремления точек P  к 

0P ; ясно, что если это не выполняется, то функция в точке 0P  предела не име-

ет. Например, 
22

0
0

lim
yx

xy

y
x 



 не существует, так как 



 


 )1(

limlim
22

2

022

0
0 kx

kx

yx

xy

x
y

kxx
 

222

2

0 1)1(
lim

k

k

kx

kx

x 






, т. е. предел оказался зависящим от направления лучей 

kxy  ; следовательно, двойной предел не существует. 

  В определении предела вместо неравенства  00 PP  часто берутся 

(что равносильно) два неравенства },{ 00  yyxx  - такие точки ),( yx  

образуют квадрат с центром  00 , yx  и сторонами 2, однако центр не учитыва-

ется (рис.1.7).  

 Замечание. Все теоремы о пределах функции одного переменного верны 

и для двойных пределов. Например, теорема о связи функций, имеющих предел 

и бесконечно малыми: если APf
PP




)(lim
0

, то )()( PAPf  , 0)(  P  при 

0PP  ; и наоборот. 

 2. Повторные пределы. Зафиксируем 0yy   и пусть существует предел 

функции ),( yxfz   одного переменного x при 0xx  . Он, конечно, зависит от  

y, обозначим его )(y :  
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   )(),(lim
0

yyxf
xx




.                                            (1.3) 

 
 Потом рассмотрим предел 

      )(lim
0

yB
yy



  –                                       (1.4) 

 он называется повторным пределом (рис. (1.8). Равенства (1.3) – (1.4) можно 

переписать в виде 

)),(lim(lim
00

yxfB
xxyy 

 . 

 Аналогично можно рассмотреть другой повторный предел 

)),(lim(lim
00

yxfC
yyxx 

 . 

Как связаны все три введѐнные предела? Оказывается, одни из них могут суще-

ствовать, а другие нет (ситуации могут различные). 

Примеры. 1) 
yx

yxyx
yxf






22

),(  и )0,0(0P . Пусть 0y , то 

1),(lim)(
0




yyxfy
x

, 1)(lim
0




yB
y

. Однако 1),(lim
0




xyxf
y

, поэтому 

BC 1 . Двойной предел A не существует, т.к. пределы по направлениям лу-

чей kxy   различны, именно 
k

k
yxfA

x
k






 1

1
),(lim

0
. 

2) 
y

xyxf
1

sin),(  ; )0,0(0P . CBA ,0,0   не существует. 

Теорема 1.1 (о связи двойного и повторных пределов). Если 1) существу-

ет двойной предел (1.2),  2) при любом 0yy   существует простой предел 

(1.3), то существует повторный предел (1.4)  и он равен двойному: 

   


)),(lim(lim
00

yxf
xxyy

),(lim

0

0

yxf

yy
xx




.
1
 

  В силу условия 1) имеем: 00  , что  

     Ayxf ),( ,      (1.5) 

                                                 
1
 Аналогично для другого повторного предела. 

 

Рис.1.6 Рис.1.7 Рис.1.8 

P 

0P  

 

 

 

 yx,  

 00, yx  

O x 

y 

 yx,  

 00 , yx  

 yx ,0  

0x  

0y  
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как только  00 , yyxx . Фиксируя 000 ),,( yyyyy  , в (1,5) 

переходим к пределу при 0xx  . Имея ввиду условие 2), получим 

 Ay)( . Поскольку это неравенство верно для всех y, удовлетворяющих 

неравенству  0yy , то это и означает, что Ay
yy




)(lim
0

. ▲ 

Упражнение. Пусть CB  . Существует ли тогда двойной предел A? Ответ 

обоснуйте. 

 3. Непрерывные функции. 

 Определение 3. Функция )(Pf называется непрерывной в точке 0P , если 

в определении 2 считать, что она определена и в самой точке 0P  и APf )( 0 , то 

есть если  

)()(lim
0

0

PfPf
PP




, 

или (на «языке  »):  )()(:0,0 00 PfPfPP . 

(Когда 0PP   последнее неравенство тем более выполняется.) 

 Если же функция не является непрерывной в точке 0P , хотя определена в 

некоторой еѐ окрестности, то 0P  называется точкой разрыва функции. Точки 

разрыва могут составлять целые линии – их называют линии разрыва функции. 

 Примеры. 3) Функции 
3

1
),(

221



yx

yxf  и 
yx

yxf



1

),(2  имеют ли-

нии разрыва соответственно окружность 0322  yx  и прямую 0 yx ; об-

ласти определения у этих функций не являются связными. 

4) Функция 
22

1
),(

yx
yxf


  имеет одну точку разрыва )0,0(O . 

 Свойства непрерывных функций двух переменных в точке такие же, как и 

для функции одного переменного, например, суперпозиция (сложная функция) 

непрерывных функций тоже является функцией непрерывной. 

 Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называется 

непрерывной в этой области. 

 4. Свойства функций, непрерывных в области. 

 Свойство 1 (Первая теорема Вейерштрасса). Функция )(Pf , непрерывная 

в ограниченной замкнутой области D , ограничена в ней, то есть существует 

число 0M  такое, что DyxPMPf  ),(,)( . 

 Свойство 2 (Вторая теорема Вейерштрасса). Функция )(Pf , непрерывная 

в ограниченной замкнутой области D , имеет в этой области наибольшее и 

наименьшее значения, то есть: DP  1  и DP 2 , что )()()( 21 PfPfPf  , 

DyxP  ),( . 

 Свойство 3 (теорема Больцано-Коши или теорема о промежуточных зна-

чениях функции).  Если функция )(Pf  непрерывна в некоторой связной облас-

ти D  и в каких-либо двух еѐ точках принимает не равные  значения APf )( 1  
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и BPf )(
2

, то она в этой области принимает и все промежуточные значения 

между A и B, то есть ],[ BAC , DP  : CPf )( .  

(В частности, при 0)(:,0  PfDPBA ). 

  Соединим точки 
1

P  и 
2

P  непрерывной линией Dl   (это можно, так 

как D  связная область) и пусть )}(),({ tyytxx   еѐ параметрические уравне-

ния; функции эти по условию непрерывны. Точке 
1

P  пусть соответствует зна-

чение параметра 
1
tt  , а точке 

2
P  – значение 

2
tt  . Так как суперпозиция не-

прерывных функций тоже функция непрерывная, то ))(),(()( tytxftF   есть не-

прерывная функция от t , причѐм  AtF )(
1

, BtF )(
2

. Возьмѐм любое число 

],[ BAC . По теореме Больцано-Коши для функции одного переменно-

го ],[
21

ttt   такое, что CtF )( , Ctytxf  ))(),(( , где точка 

DltytxP  ))(),(( .     ▲ 

Контрпример. 
3

1
),(

22 


yx
yxf . Здесь 0

3
1)0,0( f , 0

5
1)2,2( f , 

однако Cyxf  0),(  нигде. В чѐм причина? 

 

 

§ 3. Частные производные и дифференциал 
 

 1. Понятие частных производных. 

 Пусть дана функция ),( yxfz  . Зафиксируем переменное y, то есть счи-

таем consty  , тогда получим функцию одного переменного x. Еѐ производная 

называется частной производной по x в данной точке ),( yx  и обозначается сим-

волами 
x

z

x

yxf








,

),(
, ),( yxf x

 , ),( yxzx
 . Аналогично, при условии constx  , оп-

ределится частная производная по y. Она обозначается символами 
y

yxf



 ),(
, 

),( yxz
y
 , …. Таким образом, если  

),(),(),( yxfyxxfyxfx   и ),(),(),( yxfyyxfyxfy   

есть частные приращения функции ),( yxf  в точке ),( yx  соответственно по x и 

по y, то частные производные определятся как пределы 

  
x

yxf

x

yxf x

x 










),(
lim

),(

0
 и 

y

yxf

y

yxf y

y 










),(
lim

),(

0
. 

Отметим, что 
x

f




, как и 

y

f




, есть всегда единый, цельный, нераздельный символ 

– всегда не дробь.  

 Поскольку определение частных производных такое же, как и для функ-

ций одного переменного, то все правила дифференцирования сохраняются. 
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 Примеры. 1) xyxz  23 ; yxzx  6 , xz y  . 

2) yxz  . Если consty  , то это есть степенная функция и 1 y
x xyz ; а 

в случае constx   – это показательная функция от  y  и xxz y
y ln . 

3) )ln( 22 yxz  ; 
22

2

yx

x
zx


 , 

22

2

yx

y
z y


 . 

 Замечание1. В отличие от функции одного переменного, функция двух 

переменных может иметь частные производные в точке ),( yx , но не быть не-

прерывной в этой точке, и даже может не иметь предела в ней. Это связано с 

тем, что для частных производных учитываются только два направления дви-

жения к точке ),( yx : горизонтальное и вертикальное, а в случае непрерывности 

– вся окрестность (рис.1.9). 

 Пример. 












.0,0

;0если,
),(

22

22

yxесли

yx
yx

xy

yxfz  Эта функция имеет част-

ные производные в точке (0,0): 

000)0,0()0,0()0,0(  fxffx  0
)0,0(

lim
)0,0(

0











 x

f

x

f x

x
. 

Аналогично, 0)0,0( 
y

f . Убедимся, что в точке (0,0) функция не является не-

прерывной и более того – не имеет предела. Для этого рассмотрим значения 

функции на луче kxy   и пусть )0,0(),( yx  вдоль этого луча (рис. 1.10): 

202222

2

11 k

k

k

k

xkx

kx
z

x 
 








. По разным направлениям пределы разные; 

в этом достаточно убедиться, если взять два направления, например 0k  и 

1k . Поэтому предела в точке (0,0) нет. Очевидно, что эта функция в точке 

(0,0) непрерывна по каждому переменному в отдельности при фиксированном 

значении другого переменного, т. к. )0,0(0),0()0,( fyfxf   (то есть, рас-

сматриваем значения этой функции на горизонтали и вертикали). 

 Замечание. Из определения предела на языке   (определение 3) непо-

средственно следует, что функция, непрерывная в точке ),( 000 yxP  по совокуп-

ности переменных, тем более непрерывна по каждому из переменных в отдель-

ности. Обратное неверно, как это видно из примера 4. 

Пример. 0),( yxf , если 0 yx  (то есть на осях 0x  и 0y ), и 

1),( yxf , если 0xy . И здесь 0)0,0(  xf , 0)0,0(  yf , однако в точке (0,0) 

функция терпит разрыв. 

 2. Полное приращение функции. Дифференциал. Пусть функция 

),( yxfz   определена в некоторой окрестности точки ),( yxP . Дадим числам x 

и y некоторые приращения x  и y , так, чтобы точка ),(1 yyxxP   
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(рис.1.11) принадлежала взятой окрестности точки ),( yxP . При переходе от 

точки P  к точке 
1

P  функция изменится на величину  

  ),(),()()( 1 yxfyyxxfPfPfz                  (1.5)  

– она называется полным приращением функции в точке ),( yx , соответствую-

щим приращениям x  и y  аргументов. Это есть функция приращений x  и 

y  при фиксированных x и y.  

 Для непрерывной функции еѐ приращение 0z  при 0x  и 0y . 

Нельзя ли z  при малых x  и y  заменить приближѐнно бесконечно малой 

более простого вида? Иногда это возможно. 

 
Определение 1. Функция ),( yxfz   называется дифференцируемой в 

точке ),( yxP , если еѐ полное приращение в этой точке может быть представле-

но в виде 

  yyxxyxyBxAz  ),(),( ,   (1.6) 

где A и B не зависят от x  и y , а 

   0),(),,(  yxyx  при 0,  yx .                       (1.7) 

При этом выражение yBxAdz   называется дифференциалом или пол-

ным дифференциалом функции в точке ),( yxP . 

 Можно убедиться, что сумма двух последних слагаемых в (1.6) может 

быть записана как )(o , где 1
22 PPyx  , и потому  

 )( oyBxAz . (Напомним, что 0
)(




o
 при 0 .) 

Теорема 1.2 (необходимые условия дифференцируемости). Если функция 

),( yxfz   дифференцируема в точке ),( yxP , то она 1) непрерывна и 2) имеет 

в этой точке частные производные, причѐм в (1.6) 
x

z
A




 , 

y

z
B




 . 

  Дано, что функция дифференцируема, т.е. выполняется равенство (1.6). 

1) Пусть PP 
1

, то 0,  yx . Тогда, в силу (1.6), и 0z , значит 

0)()(
1

 PfPf , или )()(lim 1
1

PfPf
PP




 – функция непрерывна. 

2) В (1.6) положим 0y . Получим 

Рис.1.10 Рис.1.9 
Рис.1.11 

 yxP ,  

 yyxxP  ,1  

x 

 yx,  

 0,0  

kxy   

y 
 yyx ,  

 yxx ,  

 yx,  
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xxxAyxfyxxfyxfx  )0,(),(),(),( . 

 Делим на x : )0,(
),(),(

xA
x

yxfyxxf





. Поскольку 0)0,(  x  при 

0x , то существует предел A
x

yxfyxxf
x







),(),(
lim

0
, то есть существует 

производная по x, причѐм A
x

z





. 

Аналогично, полагая в (1.6) 0x , обнаружим, что B
y

z





 .▲ 

 Согласно теореме 1.2 полное приращение дифференцируемой в точке 

),( yxP  функции запишется так: 

yyxxyxy
y

z
x

x

z
z 









 ),(),( ,                (1.6)  

причѐм выполняется требование (1.7), и дифференциал имеет вид  

 dz y
y

z
x

x

z










.               (1.8) 

В силу (1.6) получаем: если 0),(  yxf x  или 0),(  yxf y , то дифференциал есть 

главная и линейная относительно x  и y  часть приращения функции. 

Определение 2. Дифференциалами независимых переменных называют 

их приращения: xdx  , ydy  , и тогда дифференциал функции принимает 

вид 

   dy
y

z
dx

x

z
dz









 .                                                 (1.9) 

 Это есть формула для вычисления полного дифференциала функции; 

иногда его прямо так и определяют (если только функция дифференцируема). 

 Полагая 0dy  или 0dx , получим частные дифференциалы 

dx
x

z
zd

x





      и   dy

y

z
zd

y





  

Пример. yxez 23 ; dyxedxedz yy 22 63  . 

Правила вычисления дифференциалов 

 Пусть u  и v  - дифференцируемые функции от yx, . Тогда  

1 . duCCud )(  ( constC  ).                     .2  dvduvud  )( . 

.3  udvvduuvd )( .                                   .4  0,
2












v

v

udvvdu

v

u
d . 

Эти правила доказываются с помощью формулы (1.9). Например,  










 dy

y

Cv
dx

x

Cu
Cud

)()(
)( duCdy

y

u
dx

x

u
C 

















. 
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Замечание. Для функции )(x  одной переменной из условия существова-

ния производной )(x  следует дифференцируемость функции. Для функции 

двух переменных это неверно. Например, функции из примеров 4) и 5) хотя и 

имеют частные производные в точке )0,0(O , но не дифференцируемы, посколь-

ку не являются непрерывными (см. теорему 1.2). Более того, функция xyz   

в точке )0,0(O   имеет частные производные и непрерывна, однако тоже не 

дифференцируема – это можно доказать методом от противного. 

 Рассмотрим условия, которые обеспечивают дифференцируемость функ-

ции в точке. 

Теорема 1.3 (достаточные условия дифференцируемости). Если функция 

),( yxfz   имеет частные производные в некоторой окрестности точки 

),( yxP  и эти производные в самой точке непрерывны, то функция в точке 

),( yxP  дифференцируема. 

  Докажем, что полное приращение (1.5) можно представить в виде 

(1.6 ). Для этого запишем 
 ),(),( yxfyyxxfz  

 )],(),([ yyxfyyxxf )],(),([ yxfyyxf  . 

В первой скобке стоит приращение функции ),( yytf   одного переменного t  

на промежутке txxx  ],[ , а во второй  – функции ),( sxf  на промежутке  

syyy  ],[ . По формуле Лагранжа: )()()()( abcab   , 

)( abac   , 10  , поскольку частные производные функции ),( yxf  су-

ществуют, будем иметь: 

 yyyxfxyyxxfz
yx

 ),(),(
1
 , ,10   10

1
 . 

По условию непрерывности частных производных  

),(),(lim
0,

yxfyyxxf
xx

yx



 , 

в силу чего ),(),(),( yxyxfyyxxf xx  . 

Аналогично ),(),(),( 1 yxyxfyyxf yy  ; 0),(),,(  yxyx  

при x  и 0y  по теореме о связи функций, имеющих предел, с бесконечно 

малыми. Поэтому yxy
y

z
x

x

z
yfxfz yx 









 )()( . ▲ 

 3. Применение дифференциала для приближѐнных вычислений и оценки 

погрешности функции. 

 Пусть известны значения функции ),( yxfz   и еѐ производных в точке 

),( yxP . Надо найти приближѐнно еѐ значения в соседней точке 

),(
1

yyxxP  . Из формулы (1.5 ) 

zyxfyyxxf  ),(),( , 

 а при малых x  и y  из (1.6 ) имеем dzz  . Поэтому  
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 y
y

yxf
x

x

yxf
yxfyyxxf 











),(),(
),(),( .  (1.10) 

Эту приближѐнную формулу можно переписать так: 

  ),(),(),( 0000 yxdzyxzyxz  ,     (1.11) 

если приращения 0xxx  , 0yyy   достаточно малы. 

Пример. Найти приближѐнно число )298,003,8ln( 43  .  

Решение. Для этого рассмотрим функцию )2ln( 43  yxz . У нас 

,03,8x  98,0y . Возьмѐм 80 x , 10 y . В этой точке )1,8(0P  найдѐм значения 

функции и частных производных: 

01ln)1,8( z , 
24

1

3

1

2

1

)1,8(
43

)1,8(

3
2






















 
x

yxx

z
, 

4

1

)1,8(






y

z
. 

Приращения аргументов: 03,0
0
 xxx  и 02,0

0
 yyy  – малы. Тогда 

по формуле (1.11)  

00365,0005,000135,002,0
4

1
03,0

24

1
0)98,0;03,8(  z . 

 Пусть дана функция ),( yxfz  , причѐм, определив каким-то образом 

значения x и y, мы допускаем ошибки (погрешности) x  и y . Тогда и значе-

ние величины z  получит погрешность ),(),( yxfyyxxfz  . Еѐ можно 

оценить, если известны оценки погрешностей x  и y . Пусть xx  , 

yy  , где x  и y  есть максимальные абсолютные погрешности. Полагая, 

что они малы, имеем  

y
y

z
x

x

z
y

y

z
x

x

z
y

y

z
x

x

z
dzz 





























 . 

Поэтому за максимальную  абсолютную погрешность функции можно принять 

величину  y
y

z
x

x

z
z 









 . 

 Пример. Пусть xyz  . Здесь абсолютная погрешность yxxyz    и 

относительная погрешность  
y

y

x

x

z

z 
 . Получили, что относительная по-

грешность произведения равна сумме относительных погрешностей сомножи-

телей. 

 4. Производная сложной функции. Пусть в области D дана функция 

),( yxfz  , причѐм переменные  x и  y сами являются функциями от независи-

мой переменной t: )(),( tyytxx  . Тогда z называется сложной функцией от t 

(или: z задана как сложная функция от t), еѐ обозначим через )(tF  или )(tzz  : 

   )()())(),(( tztFtytxfz  .                                   (1.12) 
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Естественно, предполагается, что значения )}(),({ tyytxx  не выходят из об-

ласти D.  

Теорема 1.4 (о производной сложной функции). Если функция ),( yxfz   

дифференцируема и существуют производные )(),( tytx  , то сложная функция 

(1.12) имеет производную, причѐм 

   
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz









 .                                            (1.13)  

Это есть формула для вычисления производной сложной функции, еѐ называют 

также полной производной. 

  Дадим переменному t некоторое приращение t , тогда функции 

)(),( tyytxx   получат приращения )()( txttxx  , )()( tyttyy   и 

соответственно функция )(tz  - приращение )()( tzttzz  . Поскольку 

функция ),( yxf  дифференцируема, то   

yyxxyxy
y

z
x

x

z
z 









 ),(),( , 

где 0,   при x  и 0y . Разделим обе части равенства на t : 

t

y

t

x

t

y

y

z

t

x

x

z

t

z
































. 

Пусть здесь 0t , тогда в силу непрерывности функций )(),( tytx , их прира-

щения  x , 0y , а значит и 0,  , поэтому в пределе получим равенство 

(1.13).  ▲ 

 Величины x, y могут быть функциями от нескольких переменных. Пусть 

они зависят от двух независимых переменных vu, , именно 

),(),,( vuyyvuxx  , то z будет сложной функцией от vu, ; обозначим еѐ 

),( vuFz  ,то есть  

   ),()),(),,((),( vuFvuyvuxfyxfz  .    (1.14) 

Положим constv   или constu  . Тогда получим сложную функцию одного 

переменного u  или v, и можем использовать формулу (1.13), заменив обыкно-

венные производные частными по переменным  u  или v. Имеем: 

  
u

y

y

z

u

x

x

z

u

z






















,  

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z






















.   (1.15) 

Это формулы для вычисления частных производных сложной функции 

),()),(),,(( vuFvuyvuxfz  , их тоже называют полными производными. 

 5. Инвариантность формы полного дифференциала (дифференциал слож-

ной функции). 

 Если x, y являются независимыми переменными, то дифференциал функ-

ции ),( yxfz   определяется по формуле (1.9). Оказывается, по этой формуле 

можно вычислять и дифференциал сложной функции (1.14), в частности функ-

ции (1.12), но только под dx  и dy  надо понимать дифференциалы функций 
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),(),,( vuyyvuxx  . Действительно, имея в виду (1.15), находим 

 ),( vudFdz dv
v

z
du

u

z













































 dv

v

y
z

v

x
zdu

u

y
z

u

x
z yxyx  




































 dv

v

y
du

u

y
zdv

v

x
du

u

x
z yx  dy

y

z
dx

x

z









. 

В последнем равенстве в скобках стоят дифференциалы функций 

),(),,( vuyyvuxx  . 

 Вывод. Формула (1.9) для вычисления дифференциала остаѐтся неизмен-

ной, или, как говорят, инвариантной, как в случае, когда  x, y независимые пе-

ременные (т.е. dyydxx  , ), так и в случае, когда  x, y сами являются функ-

циями других переменных, но теперь dx  и dy  суть дифференциалы промежу-

точных аргументов (их приращения dyydxx  , ).  

 6. Функции трѐх переменных. Все предыдущие понятия, теоремы, факты 

имеют место и для функций любого числа n переменных. Часто приходится 

иметь дело, например, с функциями трѐх переменных. 

 Рассмотрим функцию ),,( zyxfw  . Еѐ область определения есть некото-

рое множество )},,{( zyxE   точек трѐхмерного пространства Oxyz  и еѐ удобно 

трактовать как функцию )(Pfw   точек EzyxP ),,( . Для такой функции оп-

ределяются три частные производные 
x

w




, 

y

w




,

z

w




, например,  

0

),,(),,( 00000
xx

dx

zyxdw

x

zyxw






x

zyxfzyxxf

x 






),,(),,(
lim 000000

0
. 

Функция трѐх переменных является дифференцируемой в точке ),,( zyxP , ко-

гда еѐ приращение w  в этой точке представимо в виде 

),,(),,( zyxfzzyyxxfw  













 z

z

w
y

y

w
x

x

w
zyx  , (1.16) 

где  ,,  бесконечно малые  функции от zyx  ,, , именно: 0,,   при 

0,,  zyx . Частные производные берутся в точке ),,( zyxP . (Так будет, в 

частности, когда они непрерывны). При этом выражение  

  dz
z

w
dy

y

w
dx

x

w
zyxdfdw














 ),,(                          (1.17) 

называется дифференциалом, или полным дифференциалом, функции. Под 

дифференциалами независимых переменных понимают, как и ранее их прира-

щения: zdzydyxdx  ,, . Согласно (1.16), дифференциал функции есть 

линейная, а если хотя бы одна из производных отлична от нуля, то и главная 

часть еѐ приращения, и dww   при малых приращениях аргументов. 

 Пусть zyx ,,  сами являются функциями переменной t:  

    )(),(),( tzztyytxx  ,                                   (1.18)  

то производная сложной функции  



 18 

),,( zyxfw   ))(),(),(( tztytxf )(tw  

найдѐтся по формуле 

   
dt

dz

z

w

dt

dy

y

w

dt

dx

x

w

dt

dw














 .      (1.18 ) 

Если zyx ,,  являются функциями двух независимых переменных vu, : 

   ),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx  ,     (1.19) 

то частные производные сложной функции 

  ),,( zyxfw  ),()),(),,(),,(( vuwvuzvuyvuxf     )91.1(   

выражаются формулами 

   

v

z

z

w

v

y

y

w

v

x

x

w

v

w

u

z

z

w

u

y

y

w

u

x

x

w

u

w





































































.    (1.20) 

 Наконец, форма дифференциала (1.17) сохраняется и для случая, когда 

zyx ,,  сами являются функциями (например, (1.18) или (1.19)), но смысл сим-

волов dzdydx ,,  уже другой. 

 Указанные свойства позволяют упрощать вычисление дифференциалов. 

Зная дифференциал, можно находить частные производные от сложных функ-

ций – как коэффициенты при дифференциалах независимых переменных.  

Например, возьмѐм функцию yy exuuexw   33 ,sin)sin( . Находим  

 du
du

dw
dw )3(cos 32 dyexdxexu yy   . 

Отсюда )cos(3 32 yy exex
x

w 



, )cos( 33 yy exex

y

w 



. 

Некоторые случаи вычисления производных сложных функций. 

1) )(xfw  , ),( vuxx  , так что ),()),(()( vuwvuxfxfw   и 

u

x

dx

dw

u

w









 ,   

v

x

dx

dw

v

w









. 

2) ),( yxfz  , x – независимая переменная, а )(xyy  , так что  

)())(,( xzxyxfz   и )(xy
y

z

x

z

dx

dy

y

z

dx

dx

x

z

dx

dz




















 . 

3) ),,( zyxww  , yx,  – независимые переменные, а ),( yxzz  . Имеем 

),,( zyxww  ),()),(,,(
1

yxwyxzyxw  , 

x

z

z

w

y

w

x

w

x

w
























011 ,  

y

z

z

w

y

w

x

w

y

w
























101 . 

Итак, 
x

z

z

w

x

w

x

w



















1    и   

y

z

z

w

y

w

y

w



















1 . 

 Если в пунктах 1) и 2) сложную функцию могли обозначить той же бук-

вой, что и саму функцию, без опасения их перепутать, то в случае 3) этого сде-
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лать нельзя – это разные функции. 

 7. Однородные функции. Формула Эйлера. 

 Определение. Функция ),,( zyxfw   называется однородной функцией 

степени  , если при умножении всех еѐ аргументов на множитель t вся функ-

ция умножается на t , то есть если имеет место тождество 

   ),,(),,( zyxfttztytxf  .    (1.21) 

При 0  получим функцию нулевой степени: ),,(),,( zyxftztytxf  , та-

кие функции часто называют просто однородными (без указания степени 0 ).  

Пусть 0 . Положим 
x

t
1

 , тогда получим 


















x

z

x

y

x

z

x

y
fzyxf ,,,1),,( . 

Аналогично, для однородной функции нулевой степени двух перемен-

ных: ),(),( yxftytxf   - при 
x

t
1

  получим 


















x

y

x

y
fyxf ,1),( . Итак, од-

нородная функция нулевой степени представима как функция от отношения 

всех аргументов к одному из них. 

Примеры. 1) xyxyxf 53),( 2   есть однородная функция 2-ой степени, 

ибо )53()()(5)(3 222 xyxttytxxt  . И вообще, всякий многочлен от двух пе-

ременных 
ji

ji
ij yxA

,

, где constkji  , есть однородная функция k-ой степе-

ни; он называется однородным многочленом степени k.  

2) Функция 
2

3

arctg2 z

yx

e
x

y
 – однородная функция 0-ой степени. 

3) Функция )ln(lnsin xyy
y
xx    - однородная степени  . 

Теорема Эйлера об однородных функциях. Если ),,( zyxf  дифференци-

руемая однородная функция -ой степени, то имеет место формула Эйлера 

 ),,(),,(),,(),,( zyxfzyxfzzyxfyzyxfx zyx  .  (1.22) 

 Тождество (1.21) продифференцируем по t, причѐм левую часть – как 

сложную функцию:  

),,(),,(),,(),,( 1 zyxftztztytxfytztytxfxtztytxf ztytxt   . 

Полагая здесь 1t , получаем формулу (1.22). ▲ 

 Справедливо и обратное: функция, удовлетворяющая тождеству (1.22), 

является однородной степени  –  это доказывается в курсе дифференциальных 

уравнений. 

Примечание. При установлении различных фактов для точки или области, 

мы негласно предполагаем выполнение необходимых для этого условий (не-

прерывность, дифференцируемость и т.п.). 
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§ 4. Производная по направлению. Градиент   

 

 1. Пусть дана функция, например, трѐх переменных ),,()( zyxuPuu  . 

Частные производные xu , yu , zu  определяют «скорость изменения» функции 

по направлениям осей Ox , Oy , Oz . Как определить аналогичную величину по 

любому заданному направлению l


? 

 Рассмотрим точку ),,( 0000 zyxP . Проведѐм из неѐ полупрямую (луч), за-

дадим еѐ вектором l


. На ней возьмѐм точку ),,( zyxP  (рис.1.12) и составим от-

ношение 
PP

PuPu

0

0 )()( 
 – это средняя скорость изменения функции на участке 

PP0 . 

 
Перейдѐм к пределу, когда 0PP   вдоль луча. Этот предел, если он су-

ществует, называется производной от функции u в точке 
0

P  по данному на-

правлению  и обозначается символом 
l

u




: 

  
l

u






PP

PuPu

PP 0

0)()(
lim

0



 PP

zyxuzyxu

PP 0

000 ),,(),,(
lim

0





.                 (1.23) 

Это и есть скорость изменения функции в точке 0P  по направлению l


. По са-

мому определению этот предел не зависит от выбора системы координат. 

 Найдѐм формулу для вычисления 
l

u




. Предполагаем, что функция 

),,( zyxu  дифференцируема в точке 0P . Обозначим  ,,  углы, образуемые 

вектором l


 с осями координат OzOyOx ,,  соответственно; и пусть l


 – единич-

ный вектор; тогда координаты его суть направляющие косинусы, т.е. 

l


kji

 coscoscos .  

 Обозначим расстояние tPP 0 . Вектор ltPP

0 ; с другой стороны 

kzzjyyixxPP


)()()( 0000  . Из равенства координат находим: 

 cos0 txx ,  cos0 tyy ,  cos0 tzz . 

Если t менять в пределах  t0 , то это будут параметрические уравнения 

l


 

Рис. 1.12 

P 
0P  

x 

y 

z 

O 
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полупрямой PP0 . В точках этой полупрямой имеем  

 ),,()( zyxuPu ,cos( 0  txu  cos0 ty ,  cos0 tz ) )(tF . 

И предел (1.23) запишется так: 

l

u




)0(

0

)0()(
lim

0
F

t

FtF

t








 

– это есть производная функции )(tF  по переменному t в точке 0t . Раскры-

вая еѐ по правилу дифференцирования сложной функции, получим 

    
l

u









 cos

x

u





 cos

y

u





cos

z

u
.                             (1.24) 

Здесь производные берутся в исходной точке 
0

P  (полагали 0t ). 

Вывод. Если функция )(Pu  дифференцируема в точке 
0

P , то она имеет в 

этой точке производные по всем направлениям, и эти производные вычисляют-

ся по формуле (1.24). 

 Пусть, в частности, l


совпадает с положительным направлением оси Ox , 

так что 
2

,0  , ),,( 00 zyxP  (изменяется только первая координата) и 

000  xxxPP . Тогда, как из определения (1.23), так и из формулы (1.24) 

получаем  

x

u

i

u









 ; так же  

y

u

j

u









  и 

z

u

k

u









 . 

Таким образом, частные производные суть частные случаи производной по на-

правлению. 

 Заметим, что производная по направлению ll


1 , обратному l


, отлича-

ется знаком: углы вектора 1l


 с осями координат есть 1 , 1 , 

1 , и тогда по формуле (1.24) найдѐм 
l

u

l

u










1

. 

 2. Производная по направлению кривой. Пусть в пространстве Oxyz  за-

дана спрямляемая кривая C, на ней установлено определѐнное (положительное) 

направление и в этом направлении возрастает переменная длина дуги s. Через 

)(sP  обозначаем точку CzyxP ),,( , которой соответствует длина s. Подобно 

тому, как на плоскости кривую удобно задавать двумя параметрическими урав-

нениями )(),( syysxx  , так кривую C удобно задавать тремя уравнениями 

   )(),(),( szzsyysxx  ,     (1.25) 

или, что то же, одним векторным уравнением 

 )(srr


kszjsyisx


)()()(  . 

Считаем, что функции (1.25) имеют непрерывные производные и 

0)()()( 222  szsysx ; тогда кривая называется гладкой – она имеет непре-

рывно меняющуюся касательную. 
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 Пусть  ,, -  углы, образуемые положительным направлением касатель-

ной  l


 в точке )(sP  с соответствующими осями координат. Вектор  

l



ds

rd


k
ds

dz
j

ds

dy
i

ds

dx 
  

есть единичный вектор касательной, направленный в сторону возрастания s, так 

что его координаты равны направляющим косинусам 

   cos)(sx ,  cos)(sy ,  cos)(sz .   (1.26) 

Отметим, что 1coscoscos)( 222  srl


 – так связаны углы  ,, . 

 Пусть задана дифференцируемая функция трѐх переменных 

),,()( zyxuPuu  . Через данную точку ),,( zyxP  проводим кривую C с ука-

занными свойствами, для этой точки сохраняем обозначение )(sP . Перейдѐм к 

соседней точке )(1 ssP  , 0s . Соединим P  и 1P  хордой 1PP  (рис. 1.13) и 

рассмотрим предел 

1

1 )()(
lim
1 PP

PuPu

PP




,                                                (1.27) 

 где PP 
1

 вдоль C. Этот предел, если он существует, называется производной 

функции )(Puu   в точке P  по направлению кривой C и обозначается симво-

лами 
s

u




 или 

ds

du
.  

 В точках кривой C имеем )())(),(),((),,()( suszsysxuzyxuPu  . По-

скольку, как и в плоском случае, хорда и дуга эквивалентные бесконечно ма-

лые, sPP ~
1

, то предел (1.27) примет вид 

s

u











 s

sussu

s

)()(
lim

0 ds

du
 – 

это обычная производная сложной функции )(su . Раскрывая еѐ по правилу 

дифференцирования сложной функции, находим 

ds

du

ds

dz

z

u

ds

dy

y

u

ds

dx

x

u














 . 

Подставляя сюда значения (1.26), получаем формулу для вычисления производ-

ной по направлению кривой  

  
ds

du

s

u










 cos

x

u





 cos

y

u





cos

z

u

l

u




 .   (1.28) 

Вывод. Если функция ),,()( zyxuPuu   дифференцируема в точке 

),,( zyxP , то она имеет в этой точке  производные по направлению всех гладких 

кривых, причѐм производная по направлению кривой C совпадает с производ-

ной по направлению касательной к этой кривой. 

 3. Градиент скалярного поля. Пусть дана функция ),,()( zyxuPuu  , 

дифференцируемая в точке ),,( zyxP . Здесь точке P  ставится в соответствие 

число u, и говорят, что дано скалярное поле – поле величины u (например, это 



 23 

может быть плотность, температура, потенциал,…). Поставим функции u в со-

ответствие вектор 

   k
z

u
j

y

u
i

x

u
u
















grad .    (1.29) 

Он называется градиентом функции u в данной точке P . Говорят, что скалярная 

функция )(Puu   порождает поле векторов – поле градиента.  

 Часто градиент записывают в виде uu 


grad , где символический вектор 




 k
z

j
y

i
x
















 называют: оператор пространственного дифференциро-

вания, оператор Гамильтона, гамильтониан, или просто вектор набла.
2
 

 В точке P  зададим направление 

kjil

 coscoscos . 

Используя градиент, формулу для вычисления производной по направлению l


 

можно записать в виде скалярного произведения 

    ),(grad lu
l

u 





.     (1.30) 

Пусть  - угол между l


 и  ugrad . Тогда  

 ),(grad lu
l

u 





 cosgrad lu


 cosgradu ul grad.пр .   (1.31) 

 Итак, производная 
l

u




 функции u по направлению l


 равна проекции гра-

диента на это направление. (Рис. 1.14). 

 
 Зная градиент, мы можем геометрическим путѐм найти производную по 

любому направлению. Например, на векторах ugrad  и ugrad , как на диамет-

ре, построим окружности, касающиеся в точке P . Тогда (см. рис. 1.15) 

                                                 
2
 Оператор набла ввѐл ирландский математик и физик Уильям Гамильтон (1805-1865). Он 

обнаружил ошибку в «Небесной механике» Лапласа, и, поняв, что «не боги горшки обжига-

ют», сам стал заниматься математикой. 

Рис.1.13 

O 

O 

z 

x 

y 

C 

 sP  

 ssP 1  

s 

 srl 


 

Рис. 1.14 

ugrad  

P 

l


 

l

u




 

 

Рис.1.15 

P 

ugrad  

ugrad  

2N  

1N  

2l


 

1l

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0
1

1





PN

l

u
, 0

2

2





PN

l

u
.                           

В силу (1.31), наибольшее значение 
l

u




 имеет, когда 1cos  , т. е. 0 . 

 Таким образом, производная по направлению принимает наибольшее зна-

чение в направлении градиента, и оно равно модулю градиента: 

 
l

Pu



 )(
max

u

u

grad


 ugrad

222









































z

u

y

u

x

u
.  (1.32) 

 Опираясь на (1.31) и (1.32), можно сформулировать инвариантное опре-

деление градиента, то есть определение, не зависящее от выбора системы ко-

ординат. Именно: 

 Градиент скалярной величины u есть вектор, который направлен в сторо-

ну быстрейшего возрастания этой величины, причѐм, его длина равна значе-

нию производной (т.е. скорости возрастания) величины u в указанном направ-

лении.  

 Пример. yzyxu  23 , )4,1,0( P  и )2,1,1(
1

P . Найти 
1

)(

PP

Pu




. Имеем: 

ugrad kyjzxixy


 )3(6 2 , ugrad kjP


 4 . 

Этот вектор перпендикулярен оси Ox . 1PP }2,2,1{  , 31 PP ,  

l


1PP  
3
2,

3
2,

3
1  . Тогда 

l

Pu



 )(


3
10

3
2

3
24)(grad lu


ugrad 17 .  

 4. Поверхности уровня. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

 Множество точек пространства, в которых функция ),,()( zyxuPuu   

принимает постоянное значение C, образует так называемую поверхность 

уровня функции u (причѐм, «уровня C»), именно, уравнение этой поверхности 

есть  

    Czyxu ),,(  , constC  .    (1.33) 

 Придавая C разные числовые значения, получаем однопараметрическое 

семейство поверхностей уровня с параметром C. Чтобы найти поверхность 

уровня, проходящую через данную точку ),,( 0000 zyxP , надо подставить коор-

динаты этой точки в уравнение (1.33) и найти C: Czyxu ),,( 000 ; получим по-

верхность ),,(),,( 000 zyxuzyxu  . 

  Пример. Рассмотрим потенциал  центрального поля сил тяготения, с 

центром )0,0,0(O . Принято считать 0  при r ; r  расстояние точки 

),,( zyxP  от центра O. Имеем 

222

11
),,(

zyxr
zyx


 . 
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Поверхности уровня: constC
r

 1

1
, то есть Czyx  222 , где 

2
1

1

C
C  . Это 

сферы с центром в точке )0,0,0(O . Через точку )2,2,1(0 P  проходит сфера 

9222  zyx  радиуса 3. 

 На поверхности (1.33) возьмѐм фиксированную точку P , проведѐм через 

неѐ на поверхности какую-либо кривую   и на ней возьмѐм ещѐ точку 1P . Име-

ем  

0
)()(

11

1 





PP

CC

PP

PuPu
. 

Пусть l


- единичный вектор касательной к кривой   в точке P  (рис.1.16). Пе-

реходя к пределу при PP 1 , получим 0




l

u
 (см. (1.27)), значит 

0),(grad lu


lu


 grad . При этом предполагаем, что 0grad u . 

 

 
Вывод. Какую бы кривую через точку P  на поверхности уровня ни про-

вести, касательная к этой кривой окажется перпендикулярной градиенту. 

 Отсюда следует, что все эти касательные лежат в одной плоскости, – она 

называется касательной плоскостью к поверхности уровня.  

 Сам градиент направлен по нормали к этой плоскости, говорят: градиент 

направлен по нормали к поверхности, и значит, направление нормали к поверх-

ности уровня есть направление наибольшего изменения функции: возрастания – 

в сторону увеличения C, убывания – в сторону уменьшения C. 

 Поскольку всякую поверхность  

     0),,( zyxF                                                     (1.34) 

можно рассматривать как поверхность уровня, уровня 0C , функции 

),,( zyxFu  , то правомерно следующее определение. 

Определение. Касательной плоскостью к поверхности (1.34) в еѐ точке P  

называется геометрическое место касательных прямых, проведѐнных ко всем 

Рис. 1.16 

ugrad  

P 
1P  

Г 

  czyxu ,,  

l

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кривым, лежащим на поверхности и проходящим через точку P . 

 5. Уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности.  

 Пусть дана поверхность (1.34) и на ней точка ),,( 0000 zyxP : 

0),,( 000 zyxF . Надо найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхности (рис. 1.17). Предполагаем, что функция ),,( zyxFu   дифференци-

руема в точке ),,( 0000 zyxP  и 0grad F . Через 
0x

F




,… будем обозначать

x

F




,… 

в точке 0P , так что    

   0grad
000

0















 k

z

F
j

y

F
i

x

F
F

P


.                            (1.35) 

Касательная плоскость к поверхности в точке ),,( 0000 zyxP  перпендикулярна 

этому вектору, поэтому если ),,( zyxM  есть какая-либо точка этой плоскости, 

то вектор MP0 },,{ 000 zzyyxx   )(grad 0PF  и потому скалярное произве-

дение   0)(grad, 00 PFMP  – таково векторное уравнение касательной плоско-

сти, и в скалярном виде: 

   0)()()( 0
0

0
0

0
0















zz

z

F
yy

y

F
xx

x

F
.  (1.36) 

Это есть уравнение касательной плоскости к поверхности (1.34) в еѐ точке 

),,( 0000 zyxP .  

 Уравнение (1.36) обращается в тождество, и становится беспредметным, в 

исключительном случае, когда в точке ),,( 0000 zyxP  одновременно выполняют-

ся равенства  

0
),,( 000 





x

zyxF
, 0

),,( 000 




y

zyxF
, 0

),,( 000 




z

zyxF
 и 0),,( 000 zyxF .  (1.37) 

Такие точки называются особыми точками поверхности. В них касательная 

плоскость может не существовать. Обычно это точки заострения. Это редкие, 

исключительные точки: три числа 
000

,, zyx  должны удовлетворять четырѐм 

уравнениям (1.37) (система переопределѐнная). Другие точки поверхности на-

зываются обыкновенными.  

 Пример. Эллиптический конус 0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – поверхность второго 

порядка, имеет одну особую точку )0,0,0(O  – вершину конуса. В остальных 

точках уравнение касательной плоскости есть 

0)(
2

)(
2

)(
2

02
0

02
0

02
0 


 zz

c

z
yy

b

y
xx

a

x
 или 0

2

0

2

0

2

0 
c

zz

b

yy

a

xx
 

(поскольку 0
2

2
0

2

2
0

2

2
0 

c

z

b

y

a

x
, т.к. точка ),,( 0000 zyxP  лежит на поверхности). 

 Рассмотрим нормаль к поверхности (1.34) в точке ),,( 0000 zyxP . Еѐ на-
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правляющий вектор есть Fgrad  - см. (1.35). Тогда, если ),,( zyxN  - текущая 

точка нормали, то NP0 },,{ 000 zzyyxx  ║ )(grad 0PF  (рис.1.17), поэтому ко-

ординаты этих векторов пропорциональны:  

    

0

0

0

0

0

0

z

F

zz

y

F

yy

x

F

xx




















     (1.38) 

- это есть уравнение нормали к поверхности (1.34) в точке  ),,( 0000 zyxP . 

 В особой точке уравнение нормали теряет смысл. (Если, например, 

0
0






x

F
, то следует полагать и 00  xx ,…). 

 
 Пример. Сфера 2222 Rzyx  . Здесь 2222 RzyxF  . Находим 

уравнение касательной плоскости в любой точке ),,( 0000 zyxP  сферы: 

0)(2)(2)(2 000000  zzzyyyxxx , 
2

0
2

0
2

0000 zyxzzyyxx  . Но 

правая часть равна 2R , т.к. 
0

P  точка сферы. Итак, уравнение касательной плос-

кости есть 2
000 Rzzyyxx  . Уравнение нормали  

0

0

0

0

0

0

222 z

zz

y

yy

x

xx 






, 

или 
000 z

z

y

y

x

x
 . Отсюда следует, что нормаль к сфере проходит через центр 

)0,0,0(O  сферы, то есть направлена по радиусу сферы. 

Рис. 1.17 

ugrad

 

y 

 zyxN ,,  

 zyxM ,,  

 0000 ,, zyxP  

  0,, zyxF  

x 

z 

O 
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  Пусть поверхность задана явным уравнением ),( yxfz  . Запишем его в 

неявном виде: 0),(  zyxf . Здесь zyxfF  ),(  и 
x

f

x

F









, 

y

f

y

F









, 1




z

F
. 

Поэтому уравнение касательной плоскости в точке ),,( 0000 zyxP , 

),( 000 yxfz  , есть 0)()()( 00
0

0
0










zzyy

y

f
xx

x

f
 или 

   )()( 0
0

0
0

0 yy
y

f
xx

x

f
zz 









 ;                                (1.39) 

производные берутся в точке ),( 00 yx  плоскости Oxy . 

  Приняты обозначения 
x

f
yxpp




 ),( , 

y

f
yxqq




 ),( . Так что уравне-

ние касательной плоскости запишется в виде 

    )()( 00000 yyqxxpzz  ,   )93.1(   

а уравнение нормали: 

        
1

0

0

0

0

0









 zz

q

yy

p

xx
.      (1.40) 

За направляющий вектор нормали берут вектор }1,,{ 00 qpN


 или ему противо-

положный }1,,{ 001 qpN 


. 

 Пример. Параболоид вращения 22 yxz  . Возьмѐм точку с координата-

ми 2,1 00  yx , тогда 50 z  - на поверхности получим точку )5,2,1(0P . Нахо-

дим x
x

z
p 2




 , y

y

z
q 2




 ; 2

0
p , 4

0
q . Тогда уравнение касательной 

плоскости есть )2(4)1(25  yxz  или 0542  zyx , а нормали 

1

5

4

2

2

1









 zyx
. 

 6. Геометрический смысл дифференциала функции двух переменных. 

Зададим поверхность ),( yxfz  . Рассмотрим точку  ),(
000

yxQ , вычислим 

),(
000

yxfz  . На поверхности получим точку ),,( 0000 zyxP . В ней проведѐм ка-

сательную плоскость. Возьмѐм другую точку ),( yxQ  и найдѐм аппликату  

),()( yxfQfz  . При переходе от 
0

Q  к Q  функция, а значит аппликата по-

верхности, получит приращение )()( 00 QfQfzzz  . Значение апплика-

ты Z  касательной плоскости для точки ),( yxQ  найдѐм из уравнения (1.39):  

)()()( 00
0

0
0

0 Qdzyy
y

f
xx

x

f
zZ 









  – 

это есть дифференциал функции ),( yxfz   в точке 0Q , соответствующий при-

ращениям 0xxx  , 0yyy  .  

 Вывод. В то время, как 
0Q

z есть приращение аппликаты поверхности 
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при переходе от точки 0Q  к точке Q , соответствующий дифференциал )( 0Qdz  

есть приращение апликаты касательной плоскости. 

 7. Производная по направлению и градиент функции двух переменных. 

Линии уровня. 

 Рассмотрим функцию двух переменных ),()( yxuPuu  . Для неѐ оста-

ются в силе определения, свойства и формулы из пунктов 1,2,3 –надо лишь по-

ложить 0




z

u
 и 

2


 . Только теперь точки ),( yxP , направление l


, кривая C и 

градиент лежат в плоскости Oxy . Итак, имеем 

j
y

u
i

x

u
u











grad . 

 Из точки ),( yxP  проводим единичный вектор l


. Пусть он образует с 

осями координат углы  и , то поскольку 
2

 (рис. 1.18), имеем 

jijil

 sincoscoscos . Из (1.24) получаем 

 























sincoscoscos

y

u

x

u

y

u

x

u

l

u
),(grad lu


 . (1.41)  

 
 Геометрическое место точек ),( yx , в которых Cyxu ),(  образует так на-

зываемую линию уровня (уровня C) функции ),( yxuu  ; ugrad  направлен по 

нормали к линии уровня в сторону возрастания u, т.е. в сторону увеличения C . 

Часто, особенно в географии (поверхность – гора, высота над уровнем моря и 

т.п.) под линиями уровня понимают кривые, лежащие на поверхности 

Рис. 1.18 

y 

x O 

P 

 β 

l


 

Рис. 1.19 

x 

u 

 yxuu ,  

A 

0P  

0Cu   

1Cu   
1Cu   
2Cu   2Cu   3Cu   

0Cu   1Cu   1Cu   

y 
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),( yxuu   на заданной высоте C. Направление градиента на плоскости Oxy  да-

ѐт направление наибольшего подъѐма поверхности, а противоположное – наи-

быстрейшего спуска. На рисунке 1.19 стрелки указывают направление градиен-

та. В точке ),( 000 yxP , в которой 0,0
00











y

u

x

u
, т.е. 0)(grad 0 Pu  – направле-

ние градиента не определено; на поверхности соответствующая точка A – сед-

ловина, точка перевала. 

По той же схеме, что и для функции одного переменного )(xfy  , можем 

установить геометрический смысл производной по направлению для функции 

),( yxuu   двух переменных. На плоскости Oxy  берѐм точку ),( yxP , из неѐ 

проводим направление l


. Поверхность ),( yxuu   рассечѐм  плоскостью, про-

ходящей через направление l


 перпендикулярно плоскости Oxy . В сечении по-

лучим некоторую кривую. Угол наклона касательной к ней, в соответствующей 

точке Q(x,y,u) поверхности, с направлением l


 обозначим через . Тогда 





tg

l

u
. Это равенство выражает собою геометрический смысл производной 

по направлению, в том числе и частных производных 
y

u

x

u








,  – когда направле-

ние l


совпадает с направлением соответствующей оси. 

 

 

§ 5. Производные и дифференциалы высших порядков 

 

 1. Пусть дана, для простоты, функция двух переменных ),( yxfz  , и 

пусть она имеет частные производные ),(),,( yxf
y

z
yxf

x

z
yx










. Их будем на-

зывать производными первого порядка. Они, в свою очередь, также есть функ-

ции двух переменных. И можно рассматривать вопрос об их производных.  

Определение. Частные производные от производных первого порядка на-

зываются частными производными второго порядка и т.д. 

 Дифференцируя функции 
y

z

x

z








, , получаем четыре частные производные 

второго порядка. Приняты обозначения: 

2

2

x

z

x

z

x 



















xxxxx zfyxf  2),( ,

3
 

                                                 

3
 Примечание. Символ 

2

2

x

z




 читается: де два икс по де икс квадрат. 
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 





















yx

z

x

z

y

2

),( yxf xy ; 





















xy

z

y

z

x

2

),( yxf yx ; 




















2

2

y

z

y

z

y
),( yxf yy .  

Производные, берущиеся по разным переменным, называются смешанными. 

Таких производных второго порядка для функции двух переменных всего две. 

Пример. xxyyxz 52 23  , 56 22 



yyx

x

z
, xyx

y

z
22 3 




, xy

x

z
12

2

2





, 

yx
yx

z
26 2

2





, yx

xy

z
26 2

2





, x

y

z
2

2

2





. Замечаем, что здесь 





yx

z2

xy

z



 2

. 

Этот факт не случайный – справедлива теорема: 

Теорема 1.5 (о равенстве смешанных производных). Если функция 

),( yxfz   имеет в точке ),( yxP  непрерывные вторые смешанные производ-

ные, то они в этой точке равны: ),( yxf xy ),( yxf yx . 

  Составим выражение  

   ),(),( kyxfkyhxf ),(),( yxfyhxf  .  

Положим  ),(),(),( yxfyhxfyx  . Тогда можем записать 

 )],(),([ kyxfkyhxf )],(),([ yxfyhxf  ).,(),( yxkyx   К 

последнему выражению дважды применим формулу Лагранжа (формулу ко-

нечных приращений: ),(),( yxkyx   ),([),( 11 kyhxfkkyxk yy  

 )],( 1 kyxf y ),( 12 kyhxfhk yx  , 1,0 21  . Таким образом, 

мы получили формулу 

),( 12 kyhxfhk yx  .                              (1.42) 

Но выражение  содержит одинаковым образом x и h с одной стороны, а также 

y и k – с другой, поэтому, аналогично вводя новую функцию 

),(),(),( yxfkyxfyx  ,  получим 

   ),( 43 kyhxfhk xy  .                              (1.43) 

Поскольку выражения (1.42) и (1.43) равны, то после сокращения на hk  , при-

дѐм к равенству 

),( 12 kyhxf yx  ),( 43 kyhxfxy  . 

После перехода к пределу при 0h  и 0k , в силу непрерывности смешан-

ных производных получаем ),( yxf yx ),( yxf xy . ▲ 

 Требование непрерывности смешанных производных, для их равенства, 

существенно. Так, можно проверить, что для функции 

 
22

22

),(
yx

yx
xyyxf




 , 0)0,0( f , будет  1)0,0(xyf 1)0,0( yxf . 

 Пользуясь этой теоремой, можно доказать, что и для смешанных произ-

водных более высоких порядков при условии их непрерывности результат 

дифференцирования не зависит от порядка, в котором производится диффе-

ренцирование: 
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


 

kn

nk

yx

z
nk

nk

xy

z



 

yxyx

z
nk

nk










212
 – 

производные везде берутся n раз по x и k раз по y (всего kn  ). Например, в си-

лу теоремы 1.5 




yx

z
2

3























yx

z

x

2

 
2
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xy

z

xxy

z

xy

z

x 
























 . 

 Понятие частных производных высших порядков для функции трѐх и бо-

лее переменных даѐтся аналогично. От функции трѐх переменных  ),,( zyxuu   

имеем три частных производных первого порядка 
x

u




, 

y

u




, 

z

u




 и от них шесть 

разных частных производных второго порядка: 
2

2

x

u




, 

2

2

y

u




, 

2

2

z

u




, 

yx

u



 2

, 
zx

u



 2

, 

zy

u



 2

 – при условии непрерывности смешанных производных. 

 2. Дифференциалы высших порядков. Для краткости выкладок снова 

возьмѐм функцию двух переменных  ),( yxfz  . Еѐ первый дифференциал 

dy
y

z
dx

x

z
dz









  при постоянных dx и dy есть тоже функция двух переменных 

x и y. Дифференциал )(dzd  называется дифференциалом второго порядка и 

обозначается zd 2 . Вообще, индуктивно, дифференциалом n-ого порядка  (или 

n-ым  дифференциалом) zd n  называется дифференциал от дифференциала 

 )1(n ого порядка: zd n )( 1zdd n . 

 Выразим его через частные производные функции z . Считая  dx и dy по-

стоянными, находим: 

zd 2 )(dzd  




































































 dy

y

z
ddx

x

z
ddy

y

z
ddx

x

z
ddy

y

z
dx

x

z
d  

dydy
y

z
dx

xy

z
dxdy

yx

z
dx

x

z





































2

222

2

2

2

2

22

2

2

2

2 dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z














   

(как обычно, 22 )(dxdx  , 22 )(dydy  ). Результат по форме напоминает квадрат 

суммы. Аналогично, zd 3  похож на куб суммы, и zd n – на разложение бинома 

Ньютона. Для краткости записи и удобства запоминания вводят символ 

dy
y

dx
x

d








  – оператор взятия дифференциала. 

С его помощью, «вынося z за скобки», можно символически записать 

zdy
y

dx
x

dz 
















 , zdy

y
dx

x
zd

2

2

















 ,…, zdy

y
dx

x
zd

n

n

















 .  (1.44) 

 Это равенство надлежит понимать так: сначала «двучлен», стоящий в 

скобках, формально возводится в степень n по формуле Ньютона, затем в чис-
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лителях к k  приставляется «множитель» z. 

 Аналогично для дифференциалов функции трѐх переменных ),,( zyxuu   

будем иметь символические формулы: 

udz
z

dy
y

dx
x

du 





















 ,…, udz

z
dy

y
dx

x
ud

n

n






















 . 

Примечание. Предполагалось, что все рассмотренные частные производ-

ные непрерывны. 

 3. Инвариантность формы дифференциалов при линейной замене пере-

менных. Пусть имеем функцию двух переменных ),( yxfz  , где x и y сами яв-

ляются функциями от независимых переменных t и s, причѐм линейными функ-

циями: 

   
111

csbtax  , 
222

csbtay  .    (1.45) 

Учитывая, что tdt   и sds   постоянны, имеем   

  { constdsbdtadx 
11

, constdsbdtady 
22

}.  (1.46) 

Но поскольку dx и dy постоянны, то все выкладки при выводе формул (1.44) со-

храняются, а следовательно сохраняется и их окончательный вид. 

 Вывод. При линейной замене переменных x и y выражения (1.44) для 

дифференциалов высших порядков остаются неизменными. Однако dx и dy 

имеют уже другой смысл, представляются формулами (1.46), а вместо x и y на-

до подставить их значения (1.45). 

 

 

§ 6. Формула Тейлора для функции двух переменных 

 

 Пусть функция ),( yxfz   в окрестности точки ),( 000 yxP  имеет непре-

рывные частные производные до  )1(n ого порядка включительно. Выразим 

значение этой функции в точке ),( 00 yyxxP   через значения еѐ и еѐ част-

ных производных в точке ),( 000 yxP  плюс некоторый добавок. 

 Положим  

   xtxx  0 , ytyy  0 .                                   (1.47) 

Здесь  t – новая независимая переменная; при 10  t  точка ),( yx  пробегает 

отрезок PP
0

 (рис.1.20). Получим  

   )(),(),(
00

tFytyxtxfyxf  .   (1.48) 

В силу условия, сложная функция )(tF  имеет непрерывные производные до 

 )1(n ого порядка. Тогда для этой функции одного переменного можем запи-

сать формулу Тейлора – еѐ возьмѐм в дифференциальной форме: 
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).(
)!1(

1
)(

!

1
...)(

!2

1
)()()( 12 ttFd

n
tFd

n
tFdtdFtFttF nn 


     (1.49) 

Здесь tdt  , 10  , и  

 

   
ytyy
xtxx

kk yxfdtFd



0

0
),()( ,    (1.50)  

 где  ),( yxfd k  вычисляется по формуле (1.44), ибо замена (1.47) линейная, 

причѐм  

   dtxdx  , dtydy  .    (1.51) 

 В формуле (1.49) положим 0t , 1 dtt , тогда получим 

).(
)!1(

1
)0(

!

1
...)0(

!2

1
)0()0()1( 12 


  Fd

n
Fd

n
FddFFF nn  

Подставив в эту формулу вместо функции  F  и еѐ дифференциалов их значения 

из (1.48) и (1.50), получим 

),(),( 0000 yxfyyxxf  ),(
!2

1
),( 00

2
00 yxfdyxdf   ),(

!

1
... 00 yxfd

n

n  

  ),(
)!1(

1
00

1 yyxxfd
n

n 


  , 10  ,   (1.52)  

причѐм, поскольку положено 1t , то из (1.51) xdx  , ydy   – дифферен-

циалы совпадают со взятыми приращениями. 

 Это есть формула Тейлора n ого порядка для функции двух перемен-

ных. Хотя по форме она имеет такой же вид, как и для функции одного пере-

менного, но в развѐрнутом виде значительно сложнее, так как дифференциалы 

fd k  вычисляются по формуле (1.44) – в ней xdx  , ydy  . Точка 

),( 001 yyxxP   лежит на отрезке PP
0

; она неизвестна, как и число .  

 В левой части формулы (1.52) стоит приращение ),( 00 yxf  функции z, и 

при 1n  получим ),( 00 yxf )(
2

1
),( 1

2
00 Pfdyxdf  .  Обозначим 

xxx 0 , yyy 0 , тогда формула Тейлора перепишется так: 

 yyxxP  00 ,  

1P  

 000 , yxP  

Рис. 1.20 

 yx,  
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   ),(),( 00 yxfyxf  ),(
!

1
...),( 0000 yxfd

n
yxdf n    

   ),(
)!1(

1
00

1 yyxxfd
n

n 


     (1.53) 

(здесь 0xxdxx  , 0yydyy  ). 

Обозначим ),(),(
)!1(

1
00

1 yxRyyxxfd
n

n
n 



  – это остаточный 

член формулы Тейлора; ),( 00 yxf ),(),(
!

1
...),( 0000 yxTyxfd

n
yxdf n

n   –

многочлен степени n по степеням )( 0xx   и )( 0yy   (он называется: многочлен 

Тейлора). С учѐтом этих обозначений имеем ),(),(),( yxRyxTyxf nn  . 

 Формула Тейлора имеет большие применения: 1) в приближѐнных вы-

числениях – при малых  x  и y  имеем ),(),(
0000

yxdfyxf   и вообще 

),(),( yxTyxf
n

  с ошибкой  ),( yxR
n

; 2) при исследовании на экстремум; и т.д. 

 Для функции трѐх и более переменных формула Тейлора имеет такой же 

вид, как и (1.52), (1.53). 

 

 

§ 7. Экстремумы функций двух переменных 

 

 1. Говорят, что функция ),()( yxfPfz  , непрерывная в точке 

),( 000 yxP , имеет в этой точке максимум, равный )( 0Pf , если существует окре-

стность точки 0P  такая, что для всех точек P этой окрестности выполняется не-

равенство )()( 0PfPf  , и имеет минимум, равный )( 0Pf , если )()( 0PfPf  . 

Если при 0PP   имеют место строгие неравенства, то в точке 0P  имеется стро-

гий (собственный) максимум или минимум. Максимум и минимум объединяет 

общий термин – экстремум (см. рис. 1.21, 1.22.) Понятие экстремума носит ло-

кальный характер, ибо берутся лишь точки P, достаточно близкие к точке 0P .  

 

 
Рис. 1.21 
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0P  

 0Pf   Pf  

0y  

0x  
x 
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 0Pf  
 Pf  

Рис. 1.22 

0P  
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Теорема 1.6. (Необходимые условия экстремума). Пусть ),( 000 yxP  – 

точка экстремума функции ),( yxfz  . Тогда в этой точке каждая из част-

ных производных 
x

f




 и 

y

f




 в отдельности либо обращается в нуль, либо не су-

ществует. 

   Пусть для определѐнности в точке ),( 000 yxP  максимум, так что для 

всех точек ),( yxP  из некоторой  окрестности точки 
0

P  выполняется неравенст-

во ),(),( 00 yxfyxf  . Зафиксируем y, положив 0yy  . Тогда получим функцию 

одного переменного x: )(),( 0 xyxf  , которая имеет в точке 
0

xx   максимум, 

ибо )(),(),()( 0000 xyxfyxfx  . Но тогда производная 
0

)( 0 P
x

f
x




 или 

равна нулю или не существует. Аналогично для другой производной (по y).▲ 

Геометрический смысл теоремы отражен на рис. 1.21.  

 Точки ),( 000 yxP , в которых каждая из производных 
x

f




 и 

y

f




 равна нулю 

или не существует, называются критическими или точками подозрительными 

на экстремум. Экстремум может быть только в таких точках – по теореме 1.6. В 

частности, точки, в которых обе производные равны нулю: 0),( 00  yxf x  и 

0),( 00  yxf y , называются также стационарными. В этом случае, согласно гео-

метрическому смыслу частных производных, касательные к кривым, получен-

ным в сечении поверхности ),( yxfz   плоскостями 0yy   и 0xx  , горизон-

тальны (параллельны плоскости Oxy , именно, осям Ox  и Oy ). Кроме того, за-

мечаем, что дифференциал функции ),( yxf  в стационарной точке ),( 000 yxP  

тождественно (при любых dydx, ) равен нулю: 0

00

0










 dy

y

f
dx

x

f
dz

PP
P

. 

Примечание. В отличие от функции одного переменного, здесь термин 

«критическая точка» употребляем в общепринятом смысле. 

 Согласно теореме 1.6, как и в соответствующей ситуации, для функции 

одного переменного, экстремум может быть только в критических точках. 

Однако не в каждой критической точке экстремум существует. Например, для 

функции xyz   точка )0,0(O  критическая (именно, стационарная) и 0)0,0( z , 

но она не является точкой экстремума, так как в любой окрестности (какой бы 

малой она ни была) всегда есть точки, в которых 0z  и в которых 0z . 

 2. Достаточные условия экстремума функции двух переменных. 

Теорема 1.7. Пусть функция ),( yxf  в некоторой окрестности стацио-

нарной точки ),( 000 yxP  имеет непрерывные частные производные до второго 

порядка включительно. Обозначим их (обозначения Монжа): 
x

f
p




 , 

y

f
q




 , 
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2

2

x

f
r




 , 

yx

f
s






2

, 
2

2

y

f
t




 . Пусть, соответственно, 00000 ,,,, tsrqp  –  значения 

частных производных в точке 0P . Тогда: 

1) Если определитель 
00

00

ts

sr
02

000  str , то в точке 0P  имеется экстре-

мум, именно: максимум, если 00 r , и минимум, если 00 r ; 

2) если 02
000  str , то экстремума нет; 

3) случай 02
000  str  является сомнительным. 

(В пункте 1 числа 0r  и 0t  обязательно отличны от нуля и имеют одинако-

вые знаки, поэтому в формулировке вместо 0r  можно взять 0t .) 

  Сравним значения функции )(Pf  в точке ),( 000 yxP  и в близких к ней 

точках ),( yxP , то есть, исследуем знак разности ),(),( 00 yxfyxf  . По ус-

ловию 00 p  и 00 q , поэтому 0)( 0 Pdf . Тогда по формуле Тейлора (1.53) 

при 1n  получим  

),(),( 00 yxfyxf 




























 2

2
1

2
1

2
2

2
1

2 )()(
2

)(

!2

1
y

y

Pf
yx

yx

Pf
x

x

Pf
, 

где ),( 001 yyxxP  , 10  , 0xxx  , 0yyy  . Если   сохраня-

ет знак в некоторой окрестности точки 0P , то в этой точке есть экстремум: при 

0  минимум, при 0  максимум; если же   знак меняет, то экстремума 

нет. Положим 

102
1

2 )(





r

x

Pf
, 20

1
2 )(





s

yx

Pf
, 302

1
2 )(





t

y

Pf
. 

Тогда в силу непрерывности вторых производных, 0,, 321   при 0,  yx , 

т.е. когда 022
0  yxPP . Имеем  

)22(
2

1 2
32

2
1

2
00

2
0 yyxxytyxsxr  . 

 Введѐм угол  (  20 ) между вектором PP
0

 и осью Ox . Тогда  

 cosx ,  siny , и разность   примет вид 

)}.sinsincos2cos(]sinsincos2cos{[
2

2
32

2
1

2
00

2
0

2




 tsr  

Обозначим )(sinsincos2cos 2
00

2
0  atsr  (от  не зависит) и   

),(sinsincos2cos 2
32

2
1  , тогда 

     )},()({
2

2




 a .    (1.54) 

1) Пусть 02
000  str , то 00 r ; умножим и разделим )(a  на 0r  и запишем: 
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  ]sin)()sincos[(
1

)( 22
000

2
00

0

 strsr
r

a .  (1.55) 

Легко видеть, что выражение в квадратных скобках […] >0: для 0sin   это 

очевидно, если же 0sin  , то 1cos   и  […] 02
0  r . Функция )(a  непре-

рывна на замкнутом промежутке ]2,0[  , значит, имеет на нѐм наименьшее зна-

чение 0m , т.е. 0)(  ma . Но 02),( 321    при 0  и не-

зависимо от , и поэтому найдѐтся окрестность 00 PP , в которой 

m ),( . Таким образом, в указанной окрестности знак разности   опреде-

ляется знаком )(a , но поскольку […] >0, то – знаком 0r . Итак, имеем: если 

00 r , то и  0 , тогда 0P  – точка минимума, а если 00 r , то  0 , и в точке 

0P  – максимум. 

2) Пусть 02
000  str .  

а) Допустим 00 r , тогда )(a  можно представить в виде (1.55). Если 

 ,01 , то […] 02

0
 r , если же определить 2  из условия 

0sincos 2020  sr , т.е. 
0

0
2 r

s
ctg  ,  ,02 , то 0sin)([...] 2

22
000  str .  

Таким образом, )(a  меняет знак, поэтому вблизи точки ),( 000 yxP  на лучах 

1  и 2  разность   имеет разные знаки, следовательно, экстремума в 

точке 0P  не существует. 

б) Если 00 r , то 00 s  и  

  )(  sincos2sinsinsincos2)( 00
2

00 tstsa . 

Очевидно, что для малых значений 01  , но 01  , при изменении знака 

1  функция )(a , а значит и   меняет знак, т. е. экстремума тоже нет. 

3) Убедимся, что случай 02
000  str  – сомнительный. Для этого рассмот-

рим  три функции: 44 yxz  , 44 yxz  , 44 yxz  . Для всех трѐх функций 

точка O(0,0) - стационарная, 0)0,0( z , и 02
000  str . Однако для первой 

функции O(0,0) – точка минимума, для второй – максимума, а третья в окрест-

ности точки  O(0,0) имеет разные знаки, т.е. экстремума нет. 

Замечание. Пусть ),,( 0000 zyxP  стационарная точка функции трѐх пере-

менных ),,( zyxf , так что 0
0






x

f
, 0

0






y

f
, 0

0






z

f
: 0)( 0 Pdf . Тогда по фор-

муле Тейлора: 

 ),,(),,( 000 zyxfzyxf  )(
2

1
)(

2

1
1

2
1

2

PfdPfz
z

y
y

x
x
























 ,

),,( 0001 zzyyxxP  , 10  . Знак разности   зависит от знака 

квадратичной относительно zyx  ,,  формы, стоящей справа – если )( 1
2 Pfd  
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не меняет своего знака в некоторой окрестности точки 0P , то в точке 0P  есть 

экстремум: при 0)( 1
2 Pfd  минимум, при 0)( 1

2 Pfd  максимум. Для опреде-

ления знака используется так называемый критерий Сильвестра. То же – в 

случае функций любого числа переменных. 

Примеры. 1) 5)1( 22  yxz  – параболоид вращения. Исследуем на 

экстремум. )1(2 



x

x

z
, y

y

z
2




. Точка подозрительная на экстремум одна – 

это стационарная точка )0,1(0P . Находим 2,0,2  tsr , 042
000  str , т.е. 

экстремум есть и 0P  точка минимума, т.к. 00 r ; 5)0,1(min  zz . Это можно 

утверждать, исходя из вида самой функции. 

2) 22 yxz   - гиперболический параболоид (седло). Здесь 02 



x

x

z
, 

02 



y

y

z
 в точке O(0,0), 2,0,2  tsr  и 042

000  str . Экстремума 

нет. 

 На практике наиболее важен другой вопрос: о наибольшем и наименьшем 

значениях. 

 3. Отыскание наибольшего и наименьшего значений непрерывной функ-

ции в ограниченной замкнутой области.  

 Пусть функция ),( yxfz   непрерывна в ограниченной замкнутой области 

D . По второй теореме Вейерштрасса она имеет в этой области наибольшее M и 

наименьшее m значения; они могут достигаться или внутри области, или на 

границе. Если M достигается внутри области, в точке 0P , то в точке 0P  макси-

мум, так что тем более 0P  - критическая точка. Если же M достигается на гра-

нице  D , то это будет наибольшее из всех граничных значений функции. Ана-

логично для  m. Таким образом, установлено 

 Правило. Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функ-

ции ),( yxfz  , непрерывной в ограниченной замкнутой области D , надо: 1) 

найти значения функции во всех критических точках, лежащих внутри D (при 

этом исследовать эти точки на наличие экстремума необязательно); 2) из всех 

значений, принимаемых функцией в точках границы области D , найти самое 

большое и самое малое. Наибольшее и наименьшее из всех значений, получен-

ных в пунктах 1) и 2),  и будут наибольшим и наименьшим значением во всей 

замкнутой области D . 

 Чтобы найти значения функции в граничных точках, надо знать, какой 

вид имеют точки границы: знать уравнение границы. Пусть граница задана па-

раметрическими уравнениями )}(),({ tytx  , Ttt 
1

. Тогда в точках гра-

ницы функция имеет значения  ))(),(( ttfz )(tF  - это функция одного пе-

ременного t. Чтобы исследовать еѐ на наибольшее и наименьшее значения, надо 

сравнить еѐ значения в точках ),( 10 Ttt  , подозрительных на экстремум, со 
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значениями в концах: )(
1
tF  и )(TF ; и из них выбрать наибольшее и наимень-

шее. 

 Если граница D  состоит из нескольких частей, заданных разными урав-

нениями, обычно вида )(xyy   или )(yxx  , то на каждой из них функцию на-

до рассматривать отдельно, а именно: исследовать функцию одного переменно-

го  ],[,))(,( baxxyxfz  , или ],[,)),(( dcyyyxfz  . Если граница задана не-

явным уравнением 0),( yxF , то можно использовать относительный (услов-

ный) экстремум – об этом см. далее, в §1.9. 

Пример. 3) Найти такую точку треугольника, образованного прямыми 

0x , 0y , 1 yx , сумма квадратов расстояний которой до вершин тре-

угольника была бы наименьшей. (Рис. 1.23) 

  Берѐм в треугольнике любую точку ),( yxP . Сумма квадратов расстоя-

ний еѐ до вершин будет 2222 )1()1(22  yxyxz . Искомая точка F 

должна быть такой, чтобы значение )(Fz  было наименьшим. 

1) Критические точки здесь только стационарные: 


























3

4
,

3

1
3

1

:
0)1(24

0)1(24

1

1

F
z

y

x
F

yy
y

z

xx
x

z

. 

 
2) Ищем наименьшее среди граничных значений. Граница состоит из трѐх 

частей, имеющих разные уравнения. Надо рассмотреть значения функции на 

всех трѐх сторонах. 

а) На стороне OA, с уравнением 0y , функция принимает значения 

1)1(2 22  xxz , 10  x . 0)1(24  xx
dx

dz
, 

3

1
x  – подозрительная на 

Рис. 1.23  

O

  

y 

x  

  yxP ,  









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3

1
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







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1
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  1,0B  
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
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2

1
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экстремум точка, ей соответствует точка границы 







0,

3

1
C , 

3

5
Cz . Концам 

0x  и 1x  соответствуют точки )0,0(O  и )0,1(A , и значения функции 2Oz , 

3Az . 

б) На OB: 0x , тогда  22 )1(12  yyz , 10  y . Экстремум при 

3

1
y , соответствующая точка на границе 









3

1
,0D , и 

3

5
Dz . При 0y  полу-

чится уже учтѐнная точка )0,0(O , а при 1y  - точка )1,0(B , и 3Bz . 

в) На  AB: xy 1 , значит 22 )1(33  xxz , 10  x . 

0)1(66  xx
dx

dz
 при 

2

1
x , тогда 

2

1

2

1
1 y . На границе получаем точку 










2

1
,

2

1
E , в ней 

2

3
Ez . Значениям 0x  и 1x  соответствуют уже рассмот-

ренные точки B и  A. 

 Замечаем, что наименьшее значение есть 
3

4
, его функция z принимает во 

внутренней точке 








3

1
,

3

1
F  – это центр масс треугольника и в то же время точка 

пересечения медиан. Наибольшее значение функции z равно 3, оно достигается 

в двух граничных точках A и B. 

 Можно было бы сразу найти значения функции ),( yxzz   в угловых точ-

ках O, A, B, и потом значения в критических точках трѐх указанных функций z 

одного переменного (определяющих граничные значения). ▲ 

Пример 4) Найти наибольшее значение функции 

)sin(sinsin yxyxz   в треугольнике, ограниченном прямыми 0x , 0y , 

 2yx . 

   1) Находим критические точки: 

 








0)cos(cos

0)cos(cos

yxyz

yxxz

y

x
 внутри области находится единственная точка 








 

3

2
,

3

2
A ,  

2

33

2

3

2

3

2

3


A
z . 

2) На границе области (на прямых 0x , 0y ,  2yx ) имеем 0z . 

Отсюда видно, что найденная единственная внутри области критическая точка 

A доставляет функции наибольшее значение. ▲ 

 В примерах 3 и 4 внутри области была только одна критическая точка (F 

или  A), причѐм точка экстремума, и в ней функция принимала наименьшее или 

наибольшее значение. Однако здесь мы должны сделать два важных замечания, 

отличающих функции одного и двух переменных в отношении экстремумов. 



 42 

Замечание 1. В отличие от функции одного переменного, для функции 

двух переменных из существования внутри области единственного экстремума 

ещѐ не следует, что этот экстремум доставляет наименьшее или наибольшее 

значение. Например, внутри прямоугольника }11,55{  yxD  функ-

ция 324 223  yxyxxu  имеет единственную критическую точку )0,0(O , 

и в ней  максимум. Действительно 0283 2  yxxux  и 022  yxuy  

внутри D только при 0,0  yx  (проверьте!); 80 r , 20 t , 20 s , 

02
000  str , 00 r , и 3)0,0(max  uu . Однако это не есть наибольшее значе-

ние в D , т.к. например 328)0,5( u .  

 В силу этого при отыскании наибольшего и наименьшего значений в слу-

чае функции двух и более переменных исследование критических точек на 

максимум и минимум оказывается практически ненужным. 

Замечание 2. В отличие от функции одного переменного, функция двух 

переменных может иметь два или более максимума – и ни одного минимума. И 

наоборот. Для таких поверхностей  ),( yxuu   характерно наличие точек пере-

вала. Именно, точки поверхности, для которых ,0,0  yx uu  но экстремума 

нет, называются седловыми точками поверхности, или точками перевала, или 

точками минимакса. (См. рис. 1.19.) 

 Отметим, что везде имелись в виду гладкие поверхности:  когда первые 

частные производные непрерывны. 

 

 

§ 8. Неявные функции 

 

1. Пусть значения переменных x и y связаны уравнением  

    0),( yxF .       (1.56) 

Таким уравнением обычно задаѐтся кривая в аналитической геометрии. 

 Если для каких-то значений  x , Xx , это уравнение имеет одно или не-

сколько решений y, то тем самым определится однозначная или многозначная 

функция y от x. Еѐ обозначим )(xfy  . 

Определение. Функция )(xfy   называется неявной, если она задана по-

средством неразрешѐнного относительно  y  уравнения (1.56), т.е. задана как 

решение уравнения относительно y. 

 Эта функция станет явной, если рассматривать непосредственную зави-

симость y от x, т.е. если фактически разрешить (1.56) относительно y. 

 Термины явная и неявная относятся лишь к способу задания функции, но 

не к еѐ свойствам. 

 Если ),( yxF  есть многочлен относительно  x и  y, то определяемая урав-
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нением (1.56) неявная функция называется алгебраической.
4
 

 Иногда уравнение (1.56) никакой функции не определяет, например, 

уравнение 0122  yx  не имеет (действительных) решений, неявная функция 

не существует. Или, если мы не знаем логарифмов, то найти  y из уравнения  

02  yx  не можем, хотя такое решение существует, при 0x . Поэтому, хотя 

бывает, что мы и не можем непосредственно решить (1.56) относительно  y, 

имеют значение вопросы фундаментальной важности: когда существует не-

явная функция и когда эта функция будет однозначной. К неявным функциям 

относятся, в частности, обратные функции.  

 Чаще всего уравнение (1.56) определяет y как многозначную функцию от  

x. В таких случаях еѐ разбивают на несколько однозначных непрерывных функ-

ций, называемых ветвями  (или однозначными ветвями, непрерывными ветвя-

ми) многозначной функции. Например, многозначная функция, изображѐнная 

на рис. 1.24, распадается на четыре непрерывные функции; разрывных же 

функций сколько угодно. 

Пример 1) 02  xy  или xy 2  (рис. 1.25). Это уравнение определяет 

двузначную функцию xy  , которая распадается на две непрерывные ветви 

xy   и xy  . Они обе определены при 0x . Если рассматривать окрест-

ность точки 00 x  на оси Ox , то в этой окрестности имеем два указанных не-

прерывных решения. Однако, если ограничить и область изменения y, то есть 

взять некую окрестность точки ),( 00 yx  кривой, а не точки 0x , то в этой окрест-

ности данное уравнение определит однозначную функцию y от  x. Такова кар-

тина в точках A и B (рис. 1.25), но этого нет в точке O(0,0). 

 

 
2. Теорема 1.8 (теорема существования неявной функции). Пусть дано 

уравнение (1.56) и функция ),( yxF  как функция двух независимых переменных 

удовлетворяет условиям:  

                                                 
4
 В Нижегородском (Горьковском) университете такими функциями занимались профессора 

Д.А. Гудков и Г.А. Уткин, доцент Г.М. Полотовский. 

Рис. 1.25 Рис. 1.24 

y y 

A 

C 
B 

D 

F 

x 

x 

O 

O 

  00, yxA  

  10, yxB  

 0x  
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1°) ),( yxF  и еѐ частные производные xF   и yF   непрерывны в некоторой окре-

стности D точки ),( 000 yxP ; 

2°)  функция F в этой точке обращается в нуль: 0),( 00 yxF ; 

3°)  напротив: 0),( 00  yxFy . 

Тогда: 

 1) в некоторой окрестности DyyyxxxD  },{ 1010000  

точки ),( 000 yxP  уравнение (1.56) имеет единственное решение )(xfy  , и оно 

обладает свойствами:  2) 00 )( yxf  , 3) функция )(xf  непрерывна в проме-

жутке  00 xxx  и  4) имеет в нѐм непрерывную производную )(xf  . 

 Теорему принимаем без доказательства. Отметим лишь, что при доказа-

тельстве используются теоремы: о сохранении знака непрерывной функции, об 

определении с помощью производной поведения функции одного переменного 

(возрастания, убывания) и об обращении функции в нуль (1-ая теорема Больца-

но-Коши). Необходимо отметить также, что при указанных условиях 1°-3° 

уравнения 0),( yxF  и )(xfy   совершенно равносильны в прямоугольнике 

0D . 

 В дальнейшем предполагаем, что условия теоремы 1.8 выполнены. 

Замечания.  

1.  На основании теоремы, по свойствам функции ),( yxF  можно судить о 

свойствах функции )(xf , непосредственного задания которой мы не знаем. Та-

кие теоремы очень важны в математике. 

2. Геометрически теорема означает, что поверхность ),( yxFz   пересе-

кает плоскость Oxy , именно: по кривой 0),( yxF . В приведѐнном ранее при-

мере поверхность 122  yxz  плоскость Oxy  не пересекает, т.к. уравнение 

0122  yx  решения не имеет. 

3. Конечно, в уравнении (1.56) роль переменных x и y можно поменять: 

если 0),( 00  yxFx , то уравнение в некоторой окрестности 0D  имеет решение 

(определяет неявную функцию) )(ygx  . И только в особой точке, т.е. где 

0),( 00  yxFx  и 0),( 00  yxFy , совместно с 0),( 00 yxF , теорема неприложи-

ма. 

4. Недостаток теоремы в том, что она имеет локальный характер – гаран-

тирует существование решения лишь в некоторой, неизвестной окрестности 

точки ),( 000 yxP . 

Пример  2)  02  xy . Здесь ),( yxF xy 2 .  

 Возьмѐм точку )1,1(0 P . Проверим выполнение условий теоремы: 1°) вы-

полнено, 2°)  0)1,1( F , 3°) 022)1,1(
0

 Py yF . Следовательно, сущест-

вует единственное непрерывное решение )(xfy  , такое, что 1)1( f . Это 

есть xy  .  
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 В окрестности точки )1,1(1P  имеется другое решение xy  . Оба реше-

ния определены 0x .  

 В отличие от точек )1,1(0 P  и )1,1(1P , в точке )0,0(O , хотя первые два ус-

ловия выполнены, но 0)0,0( 
y

F  – третье условие не выполняется, теорему 

применить нельзя, и однозначного решения )(xfy   в окрестности этой точки 

фактически не существует. Но здесь 01)0,0( xF , поэтому заданное уравне-

ние в окрестности точки )0,0(O  определяет x как непрерывную функцию от y – 

это есть функция 2yx  , она существует y . 

3. Отыскание производной неявной функции одного переменного.  

Пусть уравнение (1.56) в некоторой области плоскости имеет решение )(xyy   

в виде дифференцируемой функции, так что выполняется тождество  

    0))(,( xyxF .                                                 (1.57) 

Но тогда и производная от функции в (1.57) равна нулю.  Дифференцируем это 

тождество, по переменному x. Применяя формулу производной сложной функ-

ции, получим  

    01 









dx

dy

y

F

x

F
.                                             (1.58) 

Отсюда: 

    
),(

),(

yxF

yxF

dx

dy

y

x




 .                                                 (1.59) 

Чтобы написать эту формулу, необходимо выполнение требования 0),(  yxFy  

– это есть условие )3 теоремы 1.8. 

 Можно поступать иначе: пользуясь свойством инвариантности формы 

первого дифференциала, из (1.57) получим равенство 0








dy

y

F
dx

x

F
, а из 

него (1.59). 

 Для отыскания y   тождество (1.58) снова дифференцируем по x и т.д. 

 Аналогично, если уравнение (1.56) определяет дифференцируемую неяв-

ную функцию )(yxx  , то дифференцируя тождество 0))),(( yyxF , найдѐм  

    
),(

),(

yxF

yxF

dy

dx

x

y




 .                                                (1.60) 

 Необходимо подчеркнуть, что значения x и y в правой части (1.59) и 

(1.60) связаны равенством (1.56), и эти формулы одинаково верны для любой 

ветви неявной функции. 

 Как известно, уравнение касательной к кривой )(xyy   в еѐ точке 

),( 00 yx  имеет вид )( 00

0

xx
dx

dy
yy

xx

 


. С учѐтом этого и на основании 

(1.59), уравнение касательной к кривой (1.56) в еѐ точке ),( 00 yx , где 0yF , 
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будет 

   0)(),()(),( 000000  yyyxFxxyxF yx .                      (1.61) 

То же при условии 0xF  получим, используя (1.60). И только в особой точке 

это уравнение становится беспредметным, оно оказывается тождеством ),( yx . 

 Аналогично находится уравнение нормали: 

0)(),()(),( 000000  yyyxFxxyxF xy . 

Пример 3) 0522  yx . Это уравнение задаѐт окружность радиуса 5 . 

Считаем, что в уравнение подставили его решение )(xyy  , т.е. неявную функ-

цию. Получим тождество по x. Дифференцируем его:  022 yyx
y

x
y  . 

Здесь значения x и y не любые, а связаны данным равенством. Результат верен 

для обеих ветвей 25 xy  . Проверим для ветви со знаком  плюс: 

25 xy   (это верхняя полуокружность): 
y

x

x

x
y 






25

2

2

1
. Чтобы найти 

y  , дифференцируем полученное тождество 0 yyx : 01  yyyy ; 

подставляя сюда 
y

x
y  , найдѐм 

3

21

y

x

y
y  . Например, для точки (2,1) кри-

вой находим 2
1

2
)2( y ,  5

1

4

1

1
)2( y . А для точки (2,–1) нижней 

полуокружности 2
1 5 xy   имеем: 2

1

2
)2(

1



y , 5

1

4

1

1
)2(

1






y . 

4. Неявная функция двух переменных. 

  Пусть значения переменных x, y, z связаны равенством  

    0),,( zyxF .                                             (1.62)  

 Решение этого уравнения относительно z, если оно существует, называет-

ся неявной функцией двух переменных, определѐнной уравнением (1.62); обо-

значим его ),( yxfz  .  

Теорема 1.9. Предположим, функция  ),,( zyxF  удовлетворяет условиям: 

1°) она непрерывна вместе с первыми частными производными в неко-

торой окрестности G точки ),,( 0000 zyxP ;  

2°) 0)( 0 PF ;   

3°) 0)( 0  PFz . 

Тогда 1) в некоторой окрестности  

GzzzyyyxxxE  },,{ 2020101000  

точки 0P  уравнение (1.62) определяет z как однозначную функцию ),( yxfz   

от x и y; причѐм  2) 000 ),( zyxf  , 3) ),( yxf  непрерывна и имеет непрерывные 

частные производные ),( yxfx   и ),( yxf y . (Без доказательства.) 

 Аналогично, если 0)( 0  PFx  или 0)(
0
 PF

y
, то уравнение (1.62) однознач-
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но разрешимо в окрестности точки 
0

P  относительно x или относительно y. И 

только в особых точках – когда все три частные производные обращаются в 

нуль, совместно с 0),,( 000 zyxF , т.е. в особых точках поверхности (1.62), 

теорема неприложима.  

 Найдѐм производные неявной функции ),( yxfz  . Поскольку это есть 

решение уравнения (1.62), то после подстановки  в это же уравнение будем 

иметь тождество по переменным x и y: 

     0)),(,,( yxzyxF .    (1.63) 

Дифференцируя его по x и y, причѐм, левую часть как сложную функцию, по-

лучим: 

0





























x

z

z

F

x

y

y

F

x

x

x

F
,   0






























y

z

z

F

y

y

y

F

y

x

x

F
, 

откуда, учитывая, что 0




x

y
 и 0





y

x
, т.к.  x и y не зависящие друг от друга пе-

ременные, находим 

  
),,(

),,(

zyxF

zyxF

x

z

z

x









,  

),,(

),,(

zyxF

zyxF

y

z

z

y









.   (1.64) 

Чтобы написать эти формулы, необходимо требование 0zF  - это есть условие 

)30  теоремы существования 1.9. Справа в формулах (1.64) имеем: ),( yxzz  , 

именно, значения zyx ,,  не любые, а связаны равенством (1.62). 

 Другой способ. Имеем тождество по x и y: 0)),(,,( yxzyxdF . Раскрыва-

ем дифференциал, пользуясь свойством инвариантности формы, и находим 

производные (1.64) как коэффициенты при dx  и dy : 

 0dzFdyFdxF zyx dy
F

F
dx

F

F
dz

z

y

z

x 








 . 

Пример 4) 01cos 24  xyuxu . Обозначим левую часть равенства че-

рез ),,( uyxF . Положим 0,0
00
 yyxx , тогда из полученного уравнения  

014 u  возьмѐм 01 uu  . В окрестности точки )1,0,0(0P  условия теоремы 

1.9 выполнены, в частности 04)(
0

 PF
u

, поэтому, существует единственное 

дифференцируемое решение ),( yxuu  . Подставляя его в уравнение, получим в 

левой части функцию ),( yx  такую, что 0),(  yx . Тогда и дифференциал 

этой функции будет равен нулю. По свойству инвариантности: 

02)cos()sin4()),(,,(),( 23  dyxydxyuduuxuyxuyxdFyxd . 

Отсюда dy
uxu

xy
dx

uxu

uy
du

sin4

2

sin4

cos
33

2







 . Коэффициенты при dx  и dy  оп-

ределят производные 
x

u  и 
y

u . Это легко проверить по формулам (1.64). 

Замечание. Рассмотрим уравнение (1.62). При выполнении условий тео-

ремы 1.9  в окрестности точки ),,( 0000 zyxP  пространства существует единст-



 48 

венное непрерывное решение ),(0 yxfz  . А если взять точку плоскости 

),( 000 yxQ  (тут на область изменения z ограничений не налагаем), то  сколько 

непрерывных решений существует в окрестности этой точки? Рассмотрим 

уравнение 0),,( 00 zyxF  с одной неизвестной z. Допустим, оно имеет m раз-

личных корней )1,...,1,0(  mkzz k : 0),,( 00 kzyxF . Предположим, что для 

каждой точки ),,( 00 kk zyxP  выполнены условия теоремы 1.9, в частности  

0)(  kz PF . Тогда в окрестности каждой из точек kP  уравнение (1.62) имеет 

единственное  непрерывное решение ),( yxfz k , причѐм, kk zyxf ),( 00 . А в 

окрестности точки ),( 000 yxQ , таким образом, получаем m различных непре-

рывных решений. 

5. Неявные функции, определяемые системой уравнений. 

 Пусть дана система из двух уравнений с тремя неизвестными: 

   }0),,(,0),,({  zyxzyxF .    (1.65) 

Вообще говоря, в некоторой области пространства эта система определяет две 

неявные функции )(),( xzzxyy   одного переменного x. Это есть решения 

системы относительно y и z. Чтобы найти их производные, подставляем эти 

решения в уравнения (1.65) и получим тождества по x: 

   0))(),(,(,0))(),(,(  xzxyxxzxyxF .                      (1.66) 

Дифференцируем по x, используя формулы производной сложной функции, по-

лучим 

01 
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
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или 


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




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
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F
z
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F
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Это линейная система из двух уравнений относительно y  и z . Она имеет 

единственное решение, если еѐ определитель (детерминант) не равен нулю: 

    0
),(

),(





















zy

z

F

y

F

zyD

FD
.    (1.67) 

Это есть третье условие теоремы существования решения системы (1.65) (фор-

мулировку еѐ опускаем). Определитель системы обозначен 
),(

),(

zyD

FD 
. Он  назы-

вается функциональным определителем, или якобианом
5
, функций F и Ф по пе-

ременным  y и z.  

                                                 
5
 Карл Густав Якоби (1804-1851), немецкий математик. 
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Пример. 








0

1222

zyx

zyx
. Пусть 









)(

)(

xzz

xyy
 - решения. Подставляя их в 

уравнения, получим тождества по x. Дифференцируем: 








01

0222

zy

zzyyx
. 

Отсюда 
zy

zx
y




 , 

yz

yx
z




 . 

 Пусть имеется система из m уравнений с n+m переменными: 















.0),...,;,...,(

0),...,;,...,(

11

111

mnm

mn

yyxxF

yyxxF

 

Решения этой системы есть m функций myy ,...,1  от n независимых переменных  

nxx ,...,1 . Подставляя эти решения myy ,...,1  в уравнения системы, получим m 

тождеств по переменным nxx ,...,1 . Дифференцируя их последовательно по 1x , 

по 2x ,…, по nx , определим частные производные неявных функций myy ,...,1  

соответственно по nxx ,...,1 . При этом следует потребовать выполнения условия, 

аналогичного (1.67), именно, чтобы функциональный определитель или якоби-

ан функций mFF ,...,1  по переменным myy ,...,1  был отличен от нуля: 

),...,(

),...,(

1

1

m

m

yyD

FFD
0

...

...

21

1

2

1

1

1








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



m

mmm

m

y

F

y

F

y

F

y

F

y

F

y

F

. 

 

 

§ 9. Относительный (или условный, неабсолютный ) экстремум 
 

1. Ранее мы рассматривали экстремумы функции ),( yxfz   считая, что x 

и y никакими условиями не связаны, т.е. являются независимыми переменны-

ми; сравнивали экстремальные значения  )( 0Pf  со всеми значениями )(Pf  в 

точках P из некоторой полной окрестности точки 0P . В таких случаях экстре-

мум называется абсолютным или безусловным. 

 Пусть теперь требуется найти экстремумы функции при условии, что пе-

ременные x и y связаны некоторым равенством 0),(  yx  – оно называется 

уравнением связи. Такие экстремумы называются относительными или услов-

ными. Геометрически это означает, что сравниваются между собой значения 

функции ),( yxf  лишь в точках линии 0),(  yx . На рис. 1.26 точка 1P  - точка 

абсолютного, а точка 0P  - условного максимума. 

 Итак, говорят, что функция )(Pf  от n переменных имеет в точке 0P  ус-
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ловный максимум (минимум) при условии 0)(  P , если для всех точек P, 

удовлетворяющих, вместе с 0P , уравнению связи 0)(  P  и достаточно близ-

ких к 0P , будет выполняться неравенство )(Pf )( 0Pf  (неравенство 

)(Pf )( 0Pf ). Как и ранее, при выполнении строгого неравенства, при 0PP  , 

получаем строгий условный максимум (минимум). (Если 3n , то  уравнений 

связи может быть несколько). 

 

Например, безусловный максимум функции 222 yxRz   достигается в 

точке O(0,0) и его значение   Rz 0,0 ; ему соответствует точка Q (см. рис. 1.27). 

Если же дано условие Raay  , , то 222 axRz   и относительный экс-

тремум будет при 0x , т.е. в точке ),0(0 aP , и равен RaRz P  22

0
; на по-

верхности ему соответствует точка 0Q . 

Как найти точки условного экстремума функции ),( yxfz  ? Есть два 

способа.  

 Допустим, что уравнение связи 0),(  yx  можно разрешить в виде 

)(xyy  . Тогда в точках  ),( yxP , удовлетворяющих уравнению связи, функция 

z принимает значения )())(,( xFxyxfz  . В таком случае задача отыскания 

условного экстремума сводится к отысканию абсолютного экстремума сложной 

функции )(xF  одного переменного x. С такой задачей мы встречались при оты-

скании наибольшего и наименьшего значений функции на границе области 

(§1.7, примеры 3 и 4). Однако, на практике этот метод не всегда удобен, ибо он 

требует фактического решения уравнения  0),(  yx  относительно какой-либо 

из переменных  x или y, а это не всегда возможно, к тому же решение может 

быть многозначным. Лагранж предложил другой метод – он даѐт необходимые 

условия относительного экстремума.  

2. Метод неопределѐнных множителей Лагранжа. 

Рис. 1.25 Рис. 1.26 

x 

y 
O 
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 0P  
 1P  

 1Q  

 0Q  

   0,  yx  

y 

x 

O 

z 

 0Q  
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  oaP ,0  

R -R 
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 Пусть дана функция 

),( yxfz                                                    (1.68) 

 и дано уравнение связи 

    0),(  yx ,                                                (1.69) 

 и пусть функция ),( yxf  имеет условный экстремум в точке ),( 000 yxP ,  

    0),( 00  yx .                                              (1.70) 

Найдѐм уравнения, которым удовлетворяют координаты точки 0P . 

 Будем предполагать, что функции ),( yxf  и ),( yx  в окрестности точки 

0P  имеют непрерывные частные производные и точка 0P  не является особой 

для кривой (1.69), т.е. 0)(grad 0  P , например, пусть  

    0
0





P

y
.                                                (1.71) 

 Тогда в некоторой окрестности точки 0P  уравнение (1.69) определяет од-

нозначную дифференцируемую функцию )(xyy  . Будем считать, что еѐ под-

ставили в (1.68) и (1.69). При этом уравнение (1.69) становится тождеством (по 

x), а z – сложной функций от x, которая по условию имеет абсолютный экстре-

мум в точке 0x . Тогда дифференциал этой функции в точке 0P  тождественно 

равен нулю dx  и значит, в силу инвариантности формы дифференциала, име-

ем 

    0
00










dy

y

f
dx

x

f
.     (1.72) 

И также из тождества (1.69) находим в частности  

   0))(,(
00










 dy

y
dx

x
xyxd .    (1.73) 

Умножим равенство (1.73) на некоторое число  и сложим с (1.72): 

   0
0000
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


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f
.   (1.74) 

Выберем  так, чтобы 

     0
00











yy

f
;                                              (1.75) 

такое число  существует в силу условия (1.71). Но тогда, поскольку dx  произ-

вольное (т.к. x – независимое переменное) при таком  получим 

     0
00











xx

f
.     (1.76) 

Эти же равенства получим, предполагая   00  Px . 

 Равенства (1.70), (1.75) и (1.76) означают, что точка ),,( 00 yx  является 

обязательно стационарной точкой функции трѐх переменных 

    ),(),(),,( yxyxfyxF   –    (1.77)  
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она называется функцией Лагранжа.   

 Итак, получили  

Правило 1. Чтобы найти точки ),( 000 yxP , в которых только и возможен 

условный экстремум функции ),( yxfz   при условии 0),(  yx , надо  

1) Составить функцию Лагранжа (1.77). 

2) Найти еѐ стационарные точки ),,( 00 yx , т.е. решить систему 

0




x

F
, 0




y

F
,  0),( 




yx

F
. 

3) Полученные точки ),( 00 yx  будут точками подозрительными на отно-

сительный экстремум. 

 Множитель  отбрасывается – он играет вспомогательную роль. 

Относительный экстремум возможен ещѐ и в точках, в которых заявлен-

ные выше условия не выполняются, например, в особых точках кривой (1.69), в 

еѐ угловых точках.  

Замечание. Достаточные условия сложны, их не рассматриваем – на прак-

тике о существовании условного экстремума в найденных стационарных точках 

часто догадываются из условий задачи геометрического, физического и т.п. ха-

рактера. Однако можно воспользоваться следующими соображениями (без про-

странных рассуждений).  

 Представим приращение функции Лагранжа в окрестности полученной 

стационарной точки ),,( 000 yx ( 0 фиксированное значение параметра  , со-

ответствующее точке ),( 000 yxP )  по формуле Тейлора первого порядка в диф-

ференциальной форме, с остаточным членом 1R  в форме Лагранжа: 

),,(
2

1
),,(),,( 000

2
000000  yyxxFdyxdFyxF . 

Будем считать, что все частные производные второго порядка функции F не-

прерывны в стационарной точке и хотя бы одна из них не равна в нулю, тогда 

Fd 2  в этой точке сохраняет знак в еѐ окрестности. А это означает, что прира-

щения F  совпадает со знаком ),,( 000
2 yxFd  именно в стационарной точке 

(поскольку 0),,( 000 yxdF ), и не меняет его в некоторой окрестности. По-

этому вычисляя ),,( 000
2 yxFd  мы определим наличие условного экстремума 

функции ),( yxfz   при заданном условии связи 0),(  yx  (когда дифферен-

циалы dx  и dy  связаны соотношением (1.73)) и его характер в полученной ста-

ционарной точке. Итак, если знак ),,( 000
2 yxFd  не зависит от того, какой знак 

имеют приращения dx  и dy , то стационарная точка является точкой условного 

максимума, если 02 Fd , – и условного минимума, если 02 Fd . [см. 7, стр. 

69.]  

Пример. Найти условный экстремум функции xyz   при условии 

1 yx . Конечно, эта задача может быть решена и без использования метода 
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Лагранжа. Для этого выражаем одну из переменных, например, y, из уравнения 

связи, подставляем в функцию xyz  . Полученную функцию одной перемен-

ной )1( xxz   исследуем на абсолютный экстремум: 021  xz
x

, 

02 z , откуда 
2

1
x  - точка максимума, а для исходной функции таковой 

является точка 








2

1
,

2

1
, при этом 

4

1
max z . Теперь проиллюстрируем на этом 

простом примере метод Лагранжа, воспользовавшись сделанным замечанием о 

достаточном условии относительного экстремума. 

Составим функцию Лагранжа: )1(),,(  yxxyyxF . Система для 

определения координат стационарной точки имеет вид 














 01

0

0

yxF

xF

yF

y

x

 , от-

куда 
2

1
 yx  - это координаты стационарной точки (при этом 

2

1
 ).  

Находим dxdyFd 22  . Из уравнения связи: dxdy  , откуда следует, что 

второй дифференциал 02 22  dxFd , значит и 0F , т.е. полученная точка 

есть точка относительного максимума функции xyz   при условии 1 yx , и 

4

1
max

z . Как уже было сказано, наличие условных максимумов и минимумов 

иногда можно определить исходя из условий задачи. В данном случае это видно 

из геометрической интерпретации. А именно: в сечении поверхности  xyz   

плоскостью 1 yx  получаем параболу 
4

1

2

1
)1(

2

2 







 xxxxxz , 

ветви которой направлены вниз; координаты вершины 
4

1
,

2

1
 zx  и  при этом 

2

1
y .  

3. Случай функции трѐх и более переменных.  

 Часто приходится рассматривать относительный экстремум функции трѐх 

переменных ),,( zyxfu   при условии  

     0),,(  zyx ,      (1.78) 

т.е. рассматриваются лишь точки ),,( zyxP , лежащие на поверхности (1.78). 

Можно задавать и два уравнения связи (см.(1.65)), тогда берутся только точки 

кривой. 

 В обоих случаях задачу «можно» свести к отысканию абсолютного экс-

тремума сложной функции: от двух независимых переменных в случае (1.78), 

или от одной –  в случае (1.65). Однако обычно пользуются методом Лагранжа.  

 Отметим без доказательства общий результат. 
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Правило 2. Для нахождения возможных точек условного экстремума 

функции ),...,,()( 21 nxxxuPuu   при условиях, если точки ),...,,( 21 nxxxP  свя-

заны уравнениями связи  















0),...,,(

0),...,,(

21

211

nm

n

xxx

xxx

, nm  , 

надо: 

1) Составить функцию Лагранжа mmfF  ...11  (это функция от 

mn   переменных). 

2) Найти еѐ стационарные точки ( mnxx  ,...,,,..., 11 ), т.е. решить систему урав-

нений: 

   0
1






x

F
,…, 0





nx

F
;  01

1




F
,…, 0




m

m

F
  (1.79)  

(это система из mn   уравнений с mn   неизвестными). 

3) Только в найденных точках ),...,,( 21 nxxx  возможен условный экстремум; 

множители m ,...,1  отбрасываются. 

 Уравнения (1.79) и дают необходимые условия относительного экстре-

мума. 

 Предполагается, что на функции наложены все необходимые условия. 

Например, для случая (1.65) роль требования (1.71) (для точки ),,( 0000 zyxP  ус-

ловного экстремума), может играть условие (1.67).  

Пример. Для функции n
nxxxu  21  найти наибольшее значение при 

условии constaxxx n  ...21  (предполагаем 0...,,0,0 21  nxxx , то-

гда и 0a ). Очевидно, 0inf u , и наибольшее значение существует, причѐм  

au наиб. , поскольку все axk  , nk ,1 . 

1) Составим функцию Лагранжа: n
nxxxF  21 )...( 21 axxx n  . 

2) Запишем систему (1.79) для нахождения координат стационарных то-

чек. Здесь 






n

n
k

nkk
n

n
k

xxx
nx

xxxxxxx
nx

F
21111

1
1

21

1
)()(

1
, 

0kx , nk ,1 . Поэтому эта система примет вид: 


































0

0
1

0
1

21

21

21
11

axxx
F

xxx
nxx

F

xxx
nxx

F

n

n
n

nn

n
n

.                               (1.80) 
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3) Из первых n уравнений следует очевидно, что все 
k

x  равны одному и 

тому же выражению, так что равны между собой, и тогда из последнего урав-

нения (1.80) находим 
n

a
xxx

n
 ...

21
.  Получилась единственная «подозри-

тельная» точка. Из единственности еѐ и существа самой задачи заключаем, что 

это есть  точка условного экстремума, и этот экстремум доставляет наибольшее 

значение: 

 
n

a

n

a
uu n

n









 maxнаиб. , т.е. 

n

a
xxxn

n 21 , где 
n

xxxa  ...
21

. 

Итак, попутно получили известный факт: среднее геометрическое n чисел 

nxxx ,...,, 21  не превосходит их среднего арифметического, причѐм равенство 

возможно лишь когда все числа равны между собой: 

    n
nxxx 21

n

xxx n


...21 .                                (1.81) 

Этот результат справедлив, конечно, и при нестрогих неравенствах 0
k

x ; в 

этом случае 0inf
наим.

 uu . 

Для двух чисел неравенство 
2

ba
ab


  )0,0(  ba , как известно, дока-

зывается непосредственно. 

 

 

§ 10. Огибающая семейства плоских кривых 

 

 Пусть имеем уравнение  

     0),,(  Cyx ,     (1.82)  

где C – произвольная постоянная. Геометрически для конкретных значений C 

это уравнение определяет кривую – еѐ будем называть «кривая C». Для разных 

C будем получать разные кривые. Говорят, что уравнение (1.82) определяет од-

нопараметрическое семейство кривых и C называется параметром этого семей-

ства. Иногда можно выделить линии, касающиеся всех кривых семейства. 

Определение 1. Если все линии семейства (1.82) касаются одной и той же 

линии K и эта линия в каждой своей точке касается какой-либо кривой семей-

ства, то K называется огибающей данного семейства. 

 Найдѐм необходимые условия огибающей. Предположим, что семейство 

(1.82) имеет огибающую и ),( yx  еѐ текущая точка. Согласно  определению, эта 

точка лежит на некоторой кривой C, и в то же время каждому C соответствует 

точка Kyx ),(  (рис. 1.28). Таким образом, x и y определятся как функции от C, 

обозначим их  

    )(),( CyyCxx  .                                           (1.83) 

Это параметрические уравнения огибающей, причѐм параметром Ct   этой 

линии является параметр семейства (1.82). 
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 Итак, нам надо найти две функции )(),( CyCx . Для этого имеем два усло-

вия: 1) точка ),( yx  лежит и на кривой, и на огибающей и 2) в этой точке оги-

бающая и соответствующая кривая семейства имеют общую касательную. 

 Запишем эти условия аналитически, предполагая, что все функции 

)(),(, CyCx  непрерывно дифференцируемы. 

1)  

0)),(),((  CCyCx .                                        (1.84) 

Это есть тождество по C. Но тогда и производная этой сложной функции от C 

будет равна нулю; 

   01














CdC

dy

ydC

dx

x
.    (1.85) 

2) Угловые коэффициенты касательной к огибающей 
)(

)(
1

Cx

Cy
k




  (производная 

функции, заданной параметрически) и к кривой семейства 
y

xk



2  (произ-

водная неявной функции) совпадают: 21 kk  . Отсюда получаем условие каса-

ния двух кривых: 

    0









dC

dy

ydC

dx

x
.    (1.86) 

Подставляя в (1.85), найдѐм 0




C
. Полученная система двух уравнений  

   }0),,(,0),,({  CyxCyx C                            (1.87)  

определит нам две функции (1.83). Отсюда, исключив C, получим уравнение 

огибающей в форме 0),( yxf . 

Вывод. Если семейство кривых (1.82) имеет огибающую, то уравнение 

огибающей можно получить, исключая C из двух уравнений (1.87).  

Замечания. 1. Предполагали, что 0y ; но то же самое получим при 

0x . Если же 0 yx , то из (1.85) снова придѐм к условию 0




C
. Так 

что система (1.87) может определять и геометрическое место особых точек 

кривых (1.82) (рис. 1.29).  
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2. Кроме того, система (1.87) может определять отдельные кривые семей-

ства: для семейства прямых 0)1( 2  yCxC  исключение C из уравнений 

(1.87) даѐт две прямые 0x  и xy
4

1
 , принадлежащие семейству при 0C  и 

2C . 

Определение 2. Линии, получающиеся из системы (1.87) исключением C, 

называются дискриминантными кривыми семейства (1.82). 

Примеры. 1) Для семейства окружностей 0)( 222  RyCx  имеем 

0)(2 



Cx

C
; исключив C, получим 022  Ry  - две прямые Ry  . Это 

уравнения огибающей. 

2) Семейство параллельных прямых 0 Cxy  не имеет огибающей, и 

здесь 01




C
. 

3) Огибающая семейства кубических парабол 3)( Cxy   есть 0y . 

4) Для семейства полукубических парабол  0)( 32  Cxy  линия 0y  

является дискриминантной кривой – это и огибающая, и геометрическое место 

особых точек кривых семейства. (Рис. 1.30) 

5) Эволюта какой-либо линии есть огибающая семейства нормалей этой 

линии. 

6) Всякая (гладкая) линия есть огибающая всех своих касательных. 

7) Снаряд выпускается из пушки со скоростью 0v  под разными углами  

к оси Ox. Используя закон Ньютона  Fam


 в проекциях на оси Ox и Oy, 

получим два дифференциальных уравнения второго порядка, решениями кото-

рых, как можно доказать, являются функции. 

Рис. 1.28 

Рис. 1.29 

Рис. 1.30 

K 

C 

(x,y) 

(x,y) 

C 
x 

y 

O 
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2
00 2

1sin,cos gttvytvx  . 

Они определяют параметрические уравнения траектории полѐта, параметром 

является время t. Исключим отсюда t и введѐм обозначения ktg   и a
v

g


2
02

. 

Тогда получим: 

    0)1( 22  xkakxy  –     (1.88) 

это есть семейство парабол, k – его параметр. Потребуем, чтобы 

02 2 



akxx

k
. Исключая k из двух последних уравнений, приходим к 

уравнению огибающей семейства (1.88): 2

4

1
ax

a
y  . Эта кривая называется 

параболой безопасности. Поверхность, полученная от еѐ вращения вокруг оси 

Oy , называется параболоидом безопасности. За его пределы снаряд не вылетит, 

под каким бы углом  ни стреляли. (Рис. 1.31, 1.32) 

 
§ 11. Замена переменных в дифференциальных выражениях 

 

 Часто требуется формулы, содержащие функции и их производные (так 

называемые дифференциальные выражения) преобразовать в эквивалентные 

им выражения посредством замены независимых переменных или функций, 

или и тех, и других. Это надо для упрощения формул или требуется  самой по-

становкой вопроса (преобразование координат, переход к полярным координа-

там и прочее). 

 При замене переменных используются производные сложной функции 

(или инвариантность формы первого дифференциала), обратной функции, диф-

ференцирование неявных функций и т.п. Будем предполагать, что для рассмат-

риваемых функций существуют, какие только потребуется, непрерывные про-

изводные.  

1. Случай функции одной переменной. Пусть дано дифференциальное 

выражение  

Рис. 1.32 

x 

Рис. 1.31 

x 

z 

y y 



 

a2

1
 

a4

1
 

a4

1
 

a2

1
 

a2

1
 

a2

1
  

O O 

2

4

1
ax

a
y   

a2

1
  
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













n

n

dx

yd

dx

dy
yxF ,...,,, .                                            (1.89) 

(Если его приравнять нулю, то получим обыкновенное дифференциальное 

уравнение порядка n с неизвестной (искомой) функцией )(xyy  .) 

а) Предположим, требуется поменять ролями переменные x и y: от функ-

ции )(xyy   перейти к обратной функции )(yxx  , т.е. считать независимой 

переменной уже y. Для этого надо в (1.89) пересчитать производные функции  

)(xyy   через производные функции  )(yxx  . 

 По формуле для производной обратной функции имеем 

dy

dxdx

dy 1
 . Так как 

dy

dx
 есть функция от y, а y сам есть функция от x, то по формуле производной 

сложной функции найдѐм 
3

2

2

2

2 1







































dy

dx

dy

xd

dx

dy

dy

dxdy

d

dx

dy

dx

d

dx

yd
. Аналогично най-

дѐм 
3

3

dx

yd
 и т.д., после чего, найденные выражения подставляем в (1.89). 

б) Замена старой независимой переменной новой независимой перемен-

ной. Пусть требуется  сделать замену )(tx   - это заданная, известная функ-

ция. Тогда y станет сложной функцией от t: ))(()( tyxyy  , еѐ обозначают 

также через )(ty . Различают исходную функцию )(xy  и новую )(ty  по обозна-

чению аргумента и производных. 

 Выразим производные  y по  x через производные  y  по  t. Имеем  

t

t
x

x

y
y

dx

dy




 , 

dx

dt

x

y

dt

d

x

y

dx

d

dx

dy

dx

d
y

t

t

t

t
xx 




































3)( t

tttttt

x

xyxy




 ,…. 

Пример. 1) 0
11 2

2

22

2








x

yn

dx

dy

x

x

dx

yd
, constn  . Положим tx cos . То-

гда 
t

y

dx

dy t

sin


 ; 

t

tyty

dx

dt

t

y

dt

d

t

y

dx

d

dx

yd ttttt
32

2

sin

cossin

sinsin










 








 
 , и дан-

ное уравнение перейдѐт в уравнение 02

2

2

 yn
dt

yd
. (Его общее решение есть 

ntCntCy sincos 21  , и тогда общее решение исходного уравнения будет 

)arccossin()arccoscos( 21 xnCxnCy  , constCC  21, ). 

в) Замена зависимого переменного. Пусть вместо y вводится новая функ-

ция u  от x по формуле )(uy   – это заданная функция. Здесь y можем рас-
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сматривать как сложную функцию от x с промежуточным аргументом )(xuu  . 

Находим:  

dx

du

du

d

dx

dy



 , 

dx

d

dx

yd


2

2













dx

du

du

d

dx

d
 










 

du

d

dx

du

du

d
2

2

dx

ud











2

2

2

dx

du

du

d
2

2

dx

ud

du

d



,… 

г) Возможен случай, когда старые переменные заменяются новыми, то 

есть )(, xyx  – переменными )(, tzt , с помощью формул ),(),,( ztyztx  . 

Имеем: 

),,( t
tzt

tzt

t

t zzt
z

z

x

y

dx

dy










 ,       

t
t

xdt

d

dx

dt

dt

d
zzt

dx

d

dx

yd










1
)),,((

2

2

,… 

Например, чтобы преобразовать выражение к полярным координатам, на-

до воспользоваться формулами  sin,cos yx , и от функции )(xyy   

перейти к функции )( . 

2. Случай функции нескольких переменных. Пусть дано выражение  

   ,...),,,,,( xxyx zzzzyxF  ,                                           (1.90) 

где ),( yxzz  – произвольная функция независимых переменных yx, . (Если 

(1.90) приравнять нулю, получим дифференциальное уравнение в частных про-

изводных.) 

а) Пусть вводятся новые независимые переменные u и v по формулам  

   ),(),,( yxvvyxuu  ,     (1.91) 

т.е. yx,  заданы как неявные функции от переменных u и v. 

 Будем рассматривать z как функцию от  u, v, обозначив еѐ также через 

),( vuzz  , и как сложную функцию от yx, , используя формулы (1.91), именно: 

)),(),,(( yxvyxuzz  . Тогда 
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. (1.92) 

б) Предположим, вместо (1.91) старые и новые независимые переменные 

связаны формулами: 

   ),(),,( vuyyvuxx  .                                        (1.93) 

Здесь можно перейти к случаю (1.91), если разрешить систему (1.93) относи-

тельно u, v, но это не всегда просто выполнить. Используем другой подход: бу-

дем рассматривать z как сложную функцию от  u, v (с промежуточными аргу-

ментами yx, ), тогда получим систему для определения 
x

z




 и 

y

z




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Это линейная неоднородная система, еѐ определителем является якобиан сис-

темы (1.93). Предполагаем, что он отличен от нуля, тогда существует единст-

венное решение в виде:  

),),,(),,((
1

v
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
. 

 Указание. Если в обоих приведѐнных случаях требуется найти вторые 

частные производные, то можно использовать полученные формулы для пер-

вых частных производных, но вместо z подставить 
x

z




 или 

y

z




. Особенно это 

удобно для первого случая, например, ),,,( 11
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 Пример 2)  Рассмотрим уравнение колебания струны 0
2

2
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z
, 

0 consta . Преобразуем уравнение к новым независимым переменным  u, v 

по формулам: axyvaxyu  ,  (случай (1.91). Цель: получить уравнение, 

содержащее u, v, z и производные функции z по u, v. 

 Рассматривая z как сложную функцию от yx,  с промежуточными аргу-

ментами u, v, найдѐм:  
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Аналогично, 
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. Подставляя в заданное уравнение, полу-

чим 04
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 Упражнения. 1) Оператор Лапласа  
2
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2
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y

u

x

u
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





  преобразовать к по-

лярным координатам ,r , т.е. положить  sin,cos ryrx , где ,r  - новые 

независимые переменные.  

 Ответ: 
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 2) Доказать, что уравнение  02
2
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2

2



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




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z
 с помощью замены 

,yxu   zxywyxv  , , где ),( vuww   - новая искомая функция с новы-

ми независимыми переменными, преобразуется в уравнение 
2

1
2

2






u

w
. Здесь 

полезно использовать свойство инвариантности формы первого дифференциа-

ла. 

 

 

 § 12. Функциональные определители. Независимые функции 

 

 1. Пусть даны n функций от n переменных 
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                                             (1.94) 

Функциональным определителем по переменным 
n

xxx ,...,,
21

 (или якобианом) 

этой системы функций называется определитель 
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Функциональные определители для системы функций играют такую же роль, 

как обычная производная 
dx

dy
 для функции одного переменного )(xyy  .

6
  

 2. Умножение функциональных определителей. Для упрощения записей 

ограничимся определителями 3-его порядка. Пусть дана система функций   
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                                                (1.95)  

и пусть, в свою очередь, 321 ,, xxx  суть промежуточные аргументы – сами явля-

ются функциями: 
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6
 Функциональные определители впервые были введены в 1833-34 гг. К. Якоби и М.В. Ост-

роградским в связи с заменой переменных в кратных интегралах (двойных и тройных). Яко-

би изучил их свойства и дал приложение к теории неявных функций. Обозначение их ввѐл 

английский математик Донкин. 
 



 63 

Таким образом, 321 ,, yyy  можно рассматривать как сложные функции от  

321 ,, ttt . Умножим якобиан системы (1.95) на якобиан системы (1.96):  
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Воспользуемся известной из высшей алгебры теоремой умножения определи-

телей – умножаем  i-тую строку первого определителя на k-ый столбец второго: 
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 )3,2,1,( ki . Полученная сумма даѐт производ-

ную сложной функции, именно 
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
. Поэтому 

nt

y

t

y

t

y

t

y

t

y

t

y

t

y

t

y

t

y

A







































3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

 – это есть 

функциональный определитель функций 
321

,, yyy  по переменным 
321

,, ttt . В 

символических обозначениях получили: 
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 (1.97) 

Эта формула является обобщением формулы производной сложной функции 

одного переменного: если )(xyy   и )(txx  , то 
dt

dx

dx

dy

dt

dy
 . 

 Допустим, что возможно обращение системы (1.95), и функции (1.96), где 

)3,2,1(  kyt
kk

составляют это обращение. Эти решения (1.96) подставляем в 

уравнения (1.95). В результате получим три тождества по переменным 

321 ,, yyy . Справа будем иметь сложные функции, а якобиан из левых частей 

есть 
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 , – и равенство (1.97) примет вид 
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формула является обобщением формулы производной обратной функции одной 

переменной: 

dy

dxdx

dy 1
 . 

 3. Понятие независимости функций. Рассмотрим систему из m функций 

от n переменных 
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                                      (1.98) 

 

Предположим, что одну из них, например, 
j

y  можно выразить как дифферен-

цируемую функцию от остальных: 

    
j

y ),...,,,....,( 111 mjj yyyy  .                              (1.99)  

Подразумевается, что равенство (1.99) выполняется  тождественно относитель-

но nxxx ,...,, 21  в некоторой области D n-мерного пространства, если вместо 

функций ),1( nkyk   подставить их выражения (1.98). В таком случае говорят, 

что jy  в  области  D зависит от остальных функций системы (1.98). В частно-

сти, так будет, если jy  есть постоянная, ибо тогда можно положить и 

const . Вообще, функции myyy ,...,, 21  называются зависимыми в области D, 

если хотя бы одна из них зависит от остальных, иначе говоря, если существует 

тождество по nxxx ,...,, 21  вида  

      Cyyy m ),...,,F( 21 ,    (1.100) 

причѐм, равенство (1.100) разрешимо хотя бы относительно одной из величин 

myyy ,...,, 21  (можно считать 0C ). 

 Если же тождество (1.99) или (1.100) места не имеют ни в области D, ни в 

какой-либо еѐ части DD 0 , то функции myyy ,...,, 21  называются независимы-

ми в области D. 

 Примеры.1) Две функции )}(),({ xzzxyy   одного переменного x все-

гда зависимы: исключив отсюда x, получим соотношение вида 0),F( zy . 

 2) Функции 5)lnsin(3 2  yexu z  и )]lnln[cos( 2 yexv z   зависимы, 

т.к. 1)()5( 26  veu  – тождественно относительно переменных zyx ,, . Отсю-

да,  зная значение одной из переменных u или v  в какой-либо точке ),,( zyx , 

можем найти значение другой переменной в той же точке. 

 3) 
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zyxv

zyxu
. Эти функции независимы, так как невозможно найти со-

отношение между u и v, такое, чтобы оно не содержало какое-либо из zyx ,, , 
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например, zvu 2 , или )(2 yxvu   и т.д. (нельзя исключить три перемен-

ных из этих двух уравнений). 

 Вопрос о независимости функций решается с помощью функциональной 

матрицы 
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 .                                       (1.101) 

Будем считать mn  , в противном случае функции обычно зависимы. 

 Теорема 1.10 (условие независимости функций). Если хотя бы один ми-

нор m-ого порядка матрицы (1.101) отличен от нуля в области D, то в этой об-

ласти функции (1.98) независимы. 

   Пусть отличен от нуля якобиан функций myyy ,...,, 21  по переменным 

mxxx ,...,, 21 : 
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(Если бы был не равным нулю какой-то другой минор, то могли бы так изме-

нить нумерацию независимых переменных, чтобы прийти к случаю (1.102).) 

 Теорему доказываем от противного. Предположим, одна из функций, на-

пример, 
m

y  выражается через остальные, так что  

    ),...,,( 121  mm yyyy .                                      (1.103) 

Дифференцируем это тождество по каждой из переменных ),1( mix
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Умножив в определителе (1.102) строчки с первой по (m-1)-ую соответственно 

на 
11

,...,





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myy
, обнаружим, что элементы последней строки этого определи-

теля есть линейные комбинации первых (m-1)-ой строк, поэтому определитель 

равен нулю. Это противоречит условию теоремы, что и доказывает независи-

мость функций  myyy ,...,, 21 . ▲ 

 Упражнение. С помощью теоремы 1.10 доказать независимость функций 

в Примере 3. 

Примечание. Рассмотренные факты применяются, в частности, в курсе 

«Дифференциальные уравнения» 

 4. Применение к уравнениям. Два уравнения 0),( yxf  и 0),(  yx  на-

зываются независимыми, если независимы функции ),( yxf  и ),( yx ; значит, 
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если якобиан 
),(

),(

yxD

fD 
 0

















yx

y

f

x

f

, то уравнения независимы. И наоборот, 

уравнения зависимы, если зависимы эти функции. То есть, если одну из них 

можно выразить через другую, тогда одно из уравнений есть следствие другого.  
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