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1. Метод Гаусса решения системы линейных уравнений 

 

 

Рассмотрим систему из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

1x ,…, nx  ( ija  — коэффициенты при неизвестных, а ib  — свободные члены) 

над полем P  



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

. 

Набор элементов  npp ,,1   из поля P  называется частным решением 

системы линейных уравнений, если при его подстановке вместо 

неизвестных ( 11 px  , 22 px  ,… nn px  ), все уравнения системы 

обращаются в тождества. Две системы уравнений называются 

эквивалентными, если у них совпадают множества решений. 

Преобразование системы линейных уравнений, переводящее ее в 

эквивалентную систему, называется равносильным. 

Элементарными преобразованиями системы уравнений называются 

следующие операции: 

 умножение уравнения на ненулевую константу; 

 перестановка уравнений; 

 прибавление к уравнению другого уравнения, умноженного на 

константу. 

Справедливо предложение: Элементарные преобразования системы 

уравнений являются равносильными. 

Метод Гаусса (метод исключения неизвестных) состоит в 

последовательном выражении неизвестных с последующим исключением их 

из остальных уравнений с помощью элементарных преобразований. Пусть из 

первого уравнения можно выразить неизвестную ix  (для этого, коэффициент 

ia1  должен быть отличным от нуля). Исключение неизвестной ix  в 

уравнении s  ( 1s ) сводится к вычитанию из него первого уравнения, 

умноженного на коэффициент isi aa 1 . Уравнение s  примет вид: 

    isisnisinsnisis aabbxaaaaxaaaa 111111111   . Коэффициент при 

неизвестной ix  в полученном уравнении равен 011  isiisi aaaa , и, значит, 

неизвестная ix  из уравнения s  исключена. Исключив неизвестную ix  из всех 

(кроме первого) уравнений системы, получим систему линейных уравнений 
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























mnmnimiiimim

nniiiii

nniiiiii

bxaxaxxaxa

bxaxaxxaxa

bxaxaxaxaxa









111111

22112112121

111111111111

0

0
, здесь 

isjsjsj aaaaa 111  и isss aabbb 111 . Далее, исходная задача сводится к 

решению системы 
















mnmnimiimim

nniiii

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa







111111

22112112121

, в 

которой 1m  уравнений и 1n  неизвестных. По решению второй системы 

 nii pppp ,,,,, 111    находится решение первой системы, а, именно, 

11

11111111111

a

papapapab
x nniiii

i


  

. В процессе исключения 

неизвестных может встретиться уравнение вида 0  (из которого нельзя 

выразить неизвестную). Если 0 , то множество решений системы – 

пустое. В таком случае систему называют несовместной. Если 0 , то 

уравнение можно вычеркнуть, как не накладывающее никаких ограничений 

на неизвестные. 

Процесс исключения неизвестных, называемый прямым ходом метода 

Гаусса, остановится, либо когда система несовместна, либо когда из каждого 

уравнения выражается неизвестное. Во втором случае легко указать решение 

системы. Для этого, неизвестным, которые не выражаются из уравнений, 

придадим произвольные значения. Неизвестные, которые выражаются из 

уравнений, последовательно вычислим (в порядке обратном тому, в котором 

выражали). Вычисление значений неизвестных называется обратным 

ходом метода Гаусса.  
Матричная форма метода Гаусса. Матрицей называется таблица, 

составленная из элементов поля (кольца). С системой линейных уравнений 

связаны матрицы: 


















mnm

n

aa

aa

A







1

111

 — матрица из коэффициентов при 

неизвестных, 


















mb

b

b 
1

 — столбец свободных членов, 


















nx

x

x 
1

 — столбец 

неизвестных,  bA  — расширенная матрица системы линейных уравнений. 

Система линейных уравнений в матричной форме записывается в виде 

bAx  . Следующие преобразования расширенной матрицы соответствуют 

элементарным преобразованиям системы линейных уравнений: 
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 умножение одной из строк расширенной матрицы на не нулевую 

константу; 

 перестановка строк расширенной матрицы; 

 прибавление к одной из строк расширенной матрицы другой 

строки, умноженной константу. 

При исключении неизвестных в порядке возрастания их номеров 

(прямой ход метода Гаусса), либо будет показана несовместность системы 

линейных уравнений, либо расширенная матрица системы линейных 

уравнений будет приведена к ступенчатому виду: 

























 

kknjk

njj

njjjj

baa

baaa

baaaaa

k

k

k









00000

0000

00

2222

1111111

2

221

, 

здесь mk  , т.к. уравнения вида 00   - вычеркиваются. неизвестные с 

номерами kjj ,,1   выражаются из уравнений, а неизвестным с остальными 

номерами можно присвоить любые значения. Неизвестные, которые 

выражают из уравнений, называются базисными, а остальные неизвестные - 

свободными. Для получения частного решения свободным неизвестным 

придают произвольные значения, а вычисление значений базисных 

неизвестных проводится последовательно, начиная с последнего уравнения и 

заканчивая первым по формулам: 

s

sss

s
js

nsnjjsj
j

a

xaxab
x






 11
.  

Метод Гаусса — Жордана (метод полного исключения) позволяет 

получить общее описание множества решений системы линейных уравнений. 

В отличие от метода Гаусса исключение неизвестной проводится из всех 

уравнений (в том числе и из уравнений из которых уже выражены 

неизвестные), и коэффициент при неизвестной, выражаемой из уравнения, 

путем умножения уравнения на элемент поля, делают равным 1. 

Соответственно, расширенная матрица системы линейных уравнений будет 

приведена к ступенчатому виду: 

































kknkj

njj

njjj

baa

baaa

baaaa

k

k

k









1

221212

11111111

1000000

010000

00100

2

22

.  

Общее решение получится, если базисные неизвестные выразить через 

свободные неизвестные. Для приведенной выше ступенчатой матрицы 

базисные неизвестные имеют номера kjj ,,1  , и, значит, общее решение 
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можно записать в следующем виде: 



























































































































































































































1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

1

11

111

1 1

11



































nk

n

n

jk

j

jj

k a

a

x

a

a

xxx

b

b

x

k

,  

где свободные неизвестные (т.е. неизвестные, номера которых не 

принадлежат множеству  kjj ,,1  ) принимают любые значения из поля P . 

Приведем пример построения общего решения методом Гаусса — 

Жордана системы линейных уравнений 














12

52

12

431

421

432

xxx

xxx

xxx

. Составим 

расширенную матрицу 
















11102

51021

12110

. Приведем матрицу элементарными 

преобразованиями к ступенчатому виду. Для наглядности, проводимые 

элементарные преобразования над строками будем записывать справа от 

матрицы.  

1) 

   

   

    







































12110

11102

51021

3

2

1

11102

51021

12110

1

3

2

 

Переставим строки: 

вторую поставим на 

место первой, 

третью - на место 

второй. 

2)    

































12110

91140

51021

2

12110

11102

51021

12  

Вычтем из второй 

строки первую 

строку, 

умноженную на 2. 

3)  



































12110
4

9

4

1

4

1
10

51021

4

1

12110

91140

51021

2  

Вторую строку 

умножим на -0,25. 
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4) 

   

   
















































4

5

4

7

4

5
00

4

9

4

1

4

1
10

2

1

2

1

2

1
01

2

12110
4

9

4

1

4

1
10

51021

23

21

 

Вычтем из первой и 

третьей строки 

вторую строку с 

соответствующими 

коэффициентами. 

5) 

 




















































1
5

7
100

4

9

4

1

4

1
10

2

1

2

1

2

1
01

5

4

4

5

4

7

4

5
00

4

9

4

1

4

1
10

2

1

2

1

2

1
01

3

 

Третью строку 

умножим на 0,8. 

6) 

   

   

























































1
5

7
100

2
5

2
010

1
5

1
001

4

1
2

1

1
5

7
100

4

9

4

1

4

1
10

2

1

2

1

2

1
01

32

31

 

Третью строку 

вычтем из первой и 

второй с 

соответствующими 

коэффициентами. 

Система линейных уравнений, соответствующая последней матрице, имеет 

вид: 














157

252

151

43

42

41

xx

xx

xx

. Положим свободную неизвестную 4x  равной t . 

Базисные неизвестные 321 ,, xxx  выразим через t : tx 5111  , tx 5222  , 

tx 5713  , и запишем общее решение 

































































































1

57

52

51

0

1

2

1

571

522

511

4

3

2

1

t

t

t

t

t

x

x

x

x

.  

 

Задачи 
 

1.1. Какие из следующих преобразований системы линейных уравнений 

являются равносильными: 

1) из каждого уравнения вычтем следующее (последнее уравнение не 

меняется); 

2) изменим нумерацию неизвестных; 

3) из первого уравнения вычтем второе уравнение, а из второго – первое; 

4) к каждому уравнению прибавим предыдущее (к первому прибавим 

последнее); 
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5) к каждому уравнению прибавим предыдущее (первое уравнение не 

меняется); 

6) к системе уравнений добавим уравнение, равное сумме всех уравнений; 

7) к системе уравнений добавим уравнение 01 x . 

1.2. Записать систему линейных уравнений в виде матричного уравнения 

bxA  . Найти общее решение или показать несовместность. Если система 

совместна, то сделать поверку: 

1) 








11103

52

21

21

xx

xx
; 2) 









22

1

2

2

x

x
; 

3) 








8624

423

321

321

xxx

xxx
; 4) 









2

1

2

41

x

xx
; 

5) 














2749

42253

6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 6) 














1151132

23264

17532

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

7) 

     

   

   













0459

033464

02231

321

321

321

xxixi

ixxixi

xixixi

; 8) 

   

   

   













042222

0321

021

321

321

321

xixiix

xiixxi

xixix

; 

9) 














23

3322

1232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

; 

10) 533 432  xxx ; 

11) 














36475

5347

24253

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 12) 














9282

67524

14232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

; 

13) 














12

224

12

21

21

21

xx

xx

xx

; 14) 














92

624

132

21

21

21

xx

xx

xx

; 

15) 





















1278

7532

9934

8852

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

; 16) 





















4433

22

13232

186543

5432

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

. 

1.3. Найти решение системы линейных уравнений bAx   и доказать его 

единственность, сделать поверку: 

1) 









32

21
A , 










4

2
b ; 2) 










1

1

i

i
A , 










4

2
b ; 
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3) 













ii

ii
A

121

1
, 










4

2
b ; 4) 
















cossin

sincos
A , 










0

1
b ; 

5) 


















100

210

111

A , 


















3

2

1

b ; 6) 


















011

101

110

A , 


















4

2

0

b ; 

7) 


















305

203

512

A , 


















3

2

1

b ; 8) 
























ii

ii

ii

A

101

110

011

, 




















8

16

8

b ; 

9) 























420315

81269

315210

6946

A , 























4

3

2

1

b ; 10) 























3232

4343

6496

86129

A , 























1

1

1

1

b . 

1.4. Найти общее решение, или показать несовместность системы линейных 

уравнений bAx   над полем вычетов nZ : 

1) 






 


12

21
A , 










1

1
b , 3n ; 2) 







 


12

21
A , 










1

1
b , 5n ; 

3)  111A , 1b , 2n ; 4) 


















102

210

201

A , 


















1

2

1

b , 5n ; 

5) 


















102

210

201

A , 


















1

2

1

b , 3n ; 6) 


















234

321

213

A , 


















1

1

1

b , 7n . 

1.5. Показать, что при известном наибольшем общем делителе многочленов 

(       xgxfНОДxh , ) задача построения коэффициентов Безу 

(          xgxbxfxaxh  ) сводится (методом неопределенных 

коэффициентов) к решению системы линейных уравнений. Выпишите 

расширенную матрицу полученной системы линейных уравнений. 

Применить указанный подход для построения коэффициентов Безу взаимно 

простых многочленов, если: 

1)    31 xxf ,   23 3xxxg  ; 2)    31 xxf ,   3xxg  . 

1.6. Показать, что задача интерполяции (методом неопределенных 

коэффициентов) сводится к решению системы линейных уравнений. 

Выпишите расширенную матрицу полученной системы линейных уравнений. 

Применить указанный подход для построения интерполяционных 

многочленов, узлы и значения которых приведены в следующих таблицах: 
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1) 
  10321

4321

xf

x
; 2) 

  2101

11

iixf

iix




. 

1.7. Показать, что задача построения интерполяционного многочлена Эрмита 

(методом неопределенных коэффициентов) сводится к решению системы 

линейных уравнений. Выпишите расширенную матрицу полученной системы 

линейных уравнений. Применить указанный подход для построения 

интерполяционного многочлена Эрмита, заданного условиями: 

1) 
   

    61,61

,31,21





ff

ff
; 2) 

   

    00,10

,21,21





ff

ff
. 

1.8*. Доказать, что: 

1) В несовместной системе из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

найдется несовместная подсистема, состоящая не более чем из 1n  

уравнений; 

2) В совместной системе из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

найдется подсистема, состоящая не более чем из n  уравнений, множество 

решений которой совпадает с множеством решений исходной системы. 

1.9. Известно, что система уравнений 0Ax  имеет единственное решение. 

Найти его. 

1.10*. Доказать, что если система уравнений 0Ax , у которой число 

уравнений совпадает с числом неизвестных, имеет единственное решение, то 

при любом b  система bAx   имеет единственное решение. 

1.11. Исследовать систему линейных уравнений bAx   и найти еѐ общее 

решение в зависимости от значения параметра  : 

1) 


















2105

163

342

A , 




















9

6

b ; 2) 


















834

321

211

A , 


















1

1



b ; 

3) 
























11

11

11

A , 


















1

1

1

b ; 4) 

















42

2

1

1

111



A , 

  


















2

1

1

1



b ; 

5) 


















213

421

32 

A , 


















3

2

1

b .  

1.12*. Сколько операций сложения и умножения над числами потребуется 

для решения системы линейных уравнений bAx   ( nmQA  , mQb ) 

методом Гаусса — Жордана? 
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2. Алгебра матриц 
 

 

Прямоугольная таблица, составленная из элементов кольца K , называется 

матрицей над кольцом K . Множество матриц над кольцом K , у которых m  

строк и n  столбцов, обозначим nmK  . Для обозначения матриц, как правило, 

используют прописные латинские буквы. Для обозначения элемента матрицы, 

расположенного на пересечении i -й строки и j -го столбца используется имя 

матрицы, записанное строчечными буквами, с нижними индексами, в которых 

указывается номер строки и столбца. Например, ija - элемент матрицы A , 

расположенный на пересечении i -й строки и j -го столбца. Строки и столбцы 

матрицы обозначаются также как и ее элемент, только на месте одного из 

ненужных индексов стоит символ *. Например, *ia  — i -я строка, а ja*  — j -й 

столбец матрицы A . В некоторых случаях, когда для матрицы не введено 

буквенное обозначение, или стандартное написание элементов матрицы по 

каким либо причинам не целесообразно, для обозначения элементов матрицы 

используется имя матрицы, взятое в скобках, например,  ijij Aa  . 

Матрицу, все элементы которой равны нулю, называют нулевой матрицей 

и обозначают 0  или nm0  (если требуется указать размеры нулевой матрицы). 

Если число строк и столбцов матрицы совпадают, то матрица называется 

квадратной, а ее размер – порядком матрицы. Если все элементы квадратной 

матрицы, стоящие выше или ниже главной диагонали, равны нулю, то матрица 

называется треугольной. В зависимости от того, где расположены ненулевые 

элементы треугольной матрицы, выше или ниже главной диагонали различают, 

соответственно, верхне-треугольную  и нижне-треугольную матрицы. 

Матрица называется диагональной, если все ее элементы, не лежащие на 

главной диагонали, равны нулю. 

Пусть nmKBA , . Суммой матриц BA  называется матрица 
nmKC  , элементы которой вычисляются по формулам ijijij bac  . 

Множество матриц nmK   относительно операции сложения образует 

абелевую группу. 

Произведением матрицы nmKA  на элемент кольца Kk  называется 

матрица nmKD  , элементы которой вычисляются по формулам ijij kad  .  

Транспонированной к матрице A  называется матрица TA , строки которой 

являются столбцами матрицы A . Более точно: если TAB  , то jiij ab  ,  

T
ii ab **  , T

jj ab **  . Справедливо равенство  TTAA  . 
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Произведением матриц nmKA   и snKB   называется матрица 
smKC  , элементы которой вычисляются по формулам  


n
t tjitij bac

1
, т.е. 

jiij bac **  и умножение матриц сводится к последовательному умножению 

строк матрицы A  на столбцы матрицы B . 

Операция умножения матриц обладает свойствами: 

    CBACBA   (ассоциативность);  

   CBСACBA  ,   CABACBA   ( дистрибутивность); 

   ТТТ
ABBA  (только над коммутативным кольцом). 

Операция умножения матриц не коммутативна, то есть в общем случае 

ABBA  . Например, 



















































00

01

01

00

01

00

00

00

01

00

00

01
. 

Более того, размеры матриц AB  и BA, вообще говоря, не совпадают. 

Например, если nmKA  , а mnKB  , то mmKAB   и nnKBA  . 

Множество квадратных матриц nnK  , с операциями сложения и 

умножения матриц, образует кольцо, которое называется кольцом матриц. 

Если кольцо K  содержит единицу, то единичная матрица 























100

010

001









E  

является нейтральным элементом по умножению в кольце матриц nnK  . При 

определении кольца матриц nnK  , в качестве кольца K  можно брать 

произвольное кольцо, в том числе и кольцо матриц. В результате, получим 

матрицы, элементами которых являются матрицы. Обобщением этой 

конструкции является понятие блочной матрицы. 

Блочная матрица получается из обычной матрицы разделением 

горизонтальными и вертикальными линиями на блоки (клетки). Операции с 

блочными матрицами выполняются по тем же правилам, что и с обычными 

матрицами (естественно, размеры блоков должны быть согласованы). 

Выполняя операции над блочными матрицами, всегда можно их рассматривать 

как обычные, и проводить указанные операции по обычным правилам. При 

этом результат операций будет один и тот же. Частным случаем блочных 

матриц является кронекерово произведение матриц. 

Кронекеровым произведением матриц nmKA   и srKB   называется 

матрица из nsmrK  , составленная из блоков Baij : 


















BaBa

BaBa

BA

mnm

n







1

111

. 

Операция кронекерова произведения матриц обладает свойствами: 
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   CBCACBA   

   BCACBAC   

   TTT
BABA   

        DBCADCBA   

Последнее свойство кронекерова произведения матриц справедливо, если 

кольцо K  — коммутативно. 

 

Задачи 
 

2.1. Пусть 


















987

654

321

A . Выписать: 

1) 21a ; 2) 33a ; 3) 1*a ; 4) *3a ; 

5) *12a ; 6) *2*1 2aa  ; 7) 1*2* aa  ; 8) 1**2 aa  . 

2.2. Перемножить матрицы: 

1)   









3

2
21 ; 

2)  




















1

1

1

211 ; 

3)  213
2

1









; 4) 







 









21

32

23

15
; 

5) 


















 121

231

23

12
; 

6) 

























11

10

01

110

101
; 

7) 







































231

521

652

352

143

231

; 
8) 





























12

25

21

32

52

21
; 

9)  























n

xx n



2

1

1 ; 
10)  



















nx

x

n 
1

241 ; 

11)   






 


21

32
21 xx ; 

12) 

































3

2

1

132

413

321

x

x

x

; 
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13)  



































3

2

1

321

132

413

321

x

x

x

xxx ; 14)  


























3

2

1

21
132

321

x

x

x

yy . 

2.3. Умножить матрицы над кольцом K : 

1)   









3

2
21 , 4ZK  ; 2)  253

2

1








, 6ZK  ; 

3) 




















1

01

0

1
2 xxx

xx
,  xZK 2 ; 4) 

2

2

12













xx

xx
,  xZK 3 ; 

5) 


























 








 

































20

11

11

11

10

12

11

11
, 22 ZK . 

2.4. Вычислить: 

1) 

3

43

21












; 2) 

5

25

14












; 3) 

n














0

0
; 

4) 

n










10

11
; 5) 

n














0

1
; 6) 

n








 





cossin

sincos
. 

2.5. Пусть 


















132

213

321

A , 


















2

1

1

b . Вычислить: 

1) AA 23  ; 2)   EAbbT  23
; 3)  EAAbT 2 ; 

4)   bEAA  22 ; 5) bbaa  1**2 ; 6) Aaa  *13* . 

2.6. Пусть 32ZA , 23ZB , ABC  , BAD  . Выразить через элементы 

матриц A  и B : 

1) 11c ; 2) 21c ; 3) *2c ; 4) 1*c ; 

5) 11d ; 6) 32d ; 7) 3*d ; 8) *1d ; 

2.7. Доказать свойства операций (размеры матриц согласованы): 

1)   AA
TT  ; 2)   TT

AA   ; 

3)   TTT
BABA  ; 4)   AAA   ; 

5)   BABA   ; 6)     AA   ; 

7)     BABA   ; 8)   CBСACBA  ; 

9)   CABACBA  ; 10)    CBACBA  . 
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2.8. Доказать свойства операций (размеры матриц согласованы), если матрицы 

заданы над коммутативным кольцом:  

1)   ТТТ
ABBA  ; 2)    BABA   ; 3)     BABA   . 

2.9. Пусть   




1
0

n
j

j
j xfxf  и n ,,1   попарно различные числа. Обозначим 

через A  квадратную матрицу порядка n , элементы которой равны 
1


j

iija  , а 

через h  - матрицу, составленную из одного столбца, элементы которого суть 

коэффициенты многочлена  xf  (  Tnffh 10   ). Доказать равенство 

    TnffhA  1 . 

2.10 Матрицей дискретного преобразования Фурье  nF , где 

n
i

n




2
sin

2
cos   (первообразный корень степени n  из 1), называется 

матрица, элементы которой вычисляются по формуле      11  ji
ijnF  . 

Вычислить     nn FF  ,  2nF  и  4nF . 

2.11. Для подстановки nS  определим матрицу перестановок P  порядка n , 

элементы которой вычисляются по формулам:  









jесли

jесли
P

i

i

ij 




1

0
. Вычислить 


  PP  и  PP 


. 

2.12. Перемножить блочные матрицы над кольцом K , сделать проверку: 

1) 







































212

223

1074

111

211

321

, ZK  ; 

2) 

































103

212

011

654

543

432

, ZK  ; 
3) 

2

1111

2121

2211

1221





















, 3ZK  . 

2.13*. Сколько операций сложения и умножения необходимо выполнить для 

перемножения матриц nmKA   и snKB  ? Пользуясь полученным 

результатом, расставить скобки в произведении матриц HGFDC   

( 32KC , 53KD , 35KF , 33KG , 63KH  ) таким образом, чтобы 

количество операций сложения и умножения, необходимых для вычисления 

этого произведения было минимальным. 
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2.14. Пусть 









43

21

AA

AA
A , 










43

21

BB

BB
B , где nn

jj KBA ,  ( 4,1j ). 

Проверить, что для вычислений матрицы BAC   при обычном алгоритме 

умножения требуется 8 умножений матриц порядка n . При вычислении по 

указанной ниже схеме требуется 7 умножений матриц:  















623142

537541

FFFFFF

FFFFFF
C , где    41411 BBAAF  , 

  1432 BAAF  ,  4213 BBAF  ,  4344 BBAF  ,   2215 BAAF  , 

   21136 BBAAF  ,    43427 BBAAF  . Сколько операций сложения 

и умножения потребуется для вычисления матрицы C  по этим формулам? При 

каких n , предложенная схема умножения матриц экономнее обычной? 

2.15. Доказать свойства (размеры матриц согласованы): 

1)   ТТТ
BABA  ; 2)   BCACBAC  ; 

3)   CBCACBA  ;  

4)        DBCADCBA   (над коммутативным кольцом). 

2.16*. Пусть nmKA  , srKB  , nsKX  , mrKY   и TAXBY  . 

Обозначим через x  и y  матрицы, состоящие из одного столбца, составленного 

из столбцов матриц X  и Y , соответственно.  

1) Доказать равенство   xBAy  :  

2) Сколько операций сложения и умножения необходимо выполнить для 

вычисления y , если использовать формулу TAXBY  ?  

2.17. Пусть nmKA  , snKB  , trKC  , htKD  , где K  - коммутативное 

кольцо. Сравните количество операций сложения и умножения элементов 

кольца, которые потребуются для вычисления матрицы по формулам 

   DCBA   и    DBCA  . 

2.18. Пусть BAC  . Показать, что: 

1) i -я строка матрицы C  является суммой строк матрицы B  с 

коэффициентами, взятыми из i -й строки матрицы A , т.е.  j jiji bac ** ; 

2) j -й столбец матрицы C  является суммой столбцов матрицы A  с 

коэффициентами, взятыми из j -го столбца матрицы B , т.е. jii ij bac  ** . 

2.19. Пользуясь предыдущей задачей, выяснить, как изменится квадратная 

матрица A  порядка n , при умножении слева (справа) на матрицу P , если: 

1) P  — единичная матрица E ; 

1) P  отличается от E  только одним элементом, kkp ; 

2) P  отличается от E  только одним элементом, ijp  ( ji  ); 

3) P  получена из E  перестановкой i -й и j -й строк ( ji  ). 
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2.20. На какую матрицу и с какой стороны следует умножить матрицу, чтобы 

выполнить следующее элементарное преобразование: 

1) умножить k -ю строку на  ; 

2) умножить j -й столбец на  ; 

3) переставить k -ю и j -ю строки; 

4) переставить строки в обратном порядке; 

5) переставить строки согласно подстановки nS ; 

6) переставить k -й и j -й столбцы; 

7) переставить столбцы в обратном порядке; 

8) переставить столбцы согласно подстановки nS ; 

9) прибавить к каждой строке предыдущую; 

10) прибавить к каждому столбцу предыдущий, умноженный на 2; 

11) прибавить k -ю строку, умноженную на   к j -й строке; 

12) прибавить k -й столбец, умноженный на   к j -му столбцу. 

2.21. Как изменится произведение матриц A  и B , если: 

1) переставить k -ю и j -ю строки матрицы A ; 

2) к k -й строке матрицы A  прибавить j -ю строку, умноженную на  ; 

3) переставить k -й и j -й столбцы матрицы B ; 

4) к k -му столбцу матрицы B  прибавить j -й столбец, умноженный на  . 

2.22. Пусть mmKA  , smKB  , где K  — кольцо с единицей. Показать, что 

если элементарными преобразованиями строк: 

1) от матрицы  BA  перейти к матрице  CE , то BCA  ; 

2) от матрицы  EA  перейти к матрице  CB , то BAC  . 

2.23. Пусть nnKA  , nsKB  , где K  - кольцо с единицей. Показать, что если 

элементарными преобразованиями столбцов: 

1) от матрицы 








B

A
 перейти матрицы к матрице 









C

E
, то BСA  ;  

2) от матрицы 








E

A
 перейти к матрице 









C

B
, то BAC  . 
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3. Подстановки 
 

 

Подстановкой порядка n  называется взаимно однозначное 

отображение (биекция) множества натуральных чисел от 1 до n  на себя. 

Подстановка   порядка n  задается таблицей, в которой под каждым  числом 

стоит его образ 








n

n

 



21

21
, где  jj   . Числа в первой строке могут 

располагаться в произвольном порядке. Например, подстановка   может 

быть задана таблицей 






 

 11

11

 



nn

nn
.  Подстановка 











n

n





21

211


  называется обратной к  . Множество всех 

подстановок порядка n  обозначается через nS , число подстановок !nSn  . 

Говорят, что в подстановке   элементы mjjj ,,, 21   образуют цикл 

длины m , если 13221 )(,)(,)( jjjjjj m    . Каждую подстановку можно 

разложить в произведение циклов. Циклы длины 1 в этом разложении 

обычно не записывают. Элемент j  в подстановке   называется 

неподвижным, если jj  . Подстановка, у которой все элементы 

неподвижны, называется тождественной и обозначается e . Например, 

   3,1)2(3,1
123

321









,   5,42,3,1

45213

54321









.  

Произведением подстановок   и   называется подстановка 

  =














n

n

  



21

21
. Множество подстановок порядка n  

относительно операции умножения образуют симметрическую  группу 

nS .  

 Рассмотрим многочлен     


nji jin xxxxD
11 ,, . При  

перестановке переменных   nxxD ,,1   может изменить знак. Если 

   
n

xxDxxD n  ,,,,
11   , то подстановка   называется четной, а, если 

   
n

xxDxxD n  ,,,,
11   , то   - нечетна.  

Произведение подстановок одинаковой четности  четно, а 

произведение подстановок разной четности – нечетно. 

Числа i , j  образуют инверсию в подстановке  , если ji   . 

Количество инверсий в подстановке   обозначим через   . Четность 

подстановки   совпадает с четностью    (т.е. 

       nxxDxxD
n

,,1,, 11
 

  ).  
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Подстановка, переставляющая только два числа, называется 

транспозицией. Транспозиция является циклом длины 2 и записывается в 

виде  ji, . Транспозиция является нечетной подстановкой.  

Четность цикла длины m  равна четности числа 1m . Сумма длин 

независимых циклов минус количество циклов называется декрементом 

подстановки. Через  d  обозначим декремент подстановки  . Четность 

подстановки равна четности ее декремента (т.е. 

       n
d

xxDxxD
n

,,1,, 11
 

  ). 

 

Задачи 
 

3.1. Проверить, является ли указанное отображение   подстановкой порядка 

n , и если да, то записать подстановку в табличном виде: 

1)  j  - остаток от деления j3  на 5 ( 4n ); 

2)  j  - остаток от деления j3  на 7 ( 6n ); 

3)  j  - остаток от деления jjj 335   на 7 ( 6n ); 

4)   1 jnj  ( 10n ); 

5)     j
jj 1  ( 12n ); 

6)     jn
jnj


 11 ; 

7)  j  - остаток от деления j2  на 1n ; 

8)  j  - остаток от деления j3  на 1n . 

3.2. Разложить подстановку   в произведение циклов: 

1) 









213

321
 ; 2) 










2143

4321
 ; 

3) 









1243

4321
 ; 4) 










23451

54321
 ; 

5) 









13245

54321
 ; 6) 










41235

54321
 ; 

7) 









16735428

87654321
 ; 8) 










76132458

87654321
 ; 

9)   1 jnj ; 10)     j
jj 1  (n  - четно). 

3.3. Записать подстановку в табличном виде: 

1)  2,1 , где 2n ; 2)  3,1 , где 3n ; 

3)  3,2,1 , где 3n ; 4)  3,4,2 , где 4n ; 

5)   4,23,1 , где 4n ; 6)   5,4,23,1 , где 6n ; 

7)     nn 2,124,32,1   ; 8)     1,12,22,1  nnnn  . 
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3.4. Перемножить подстановки: 

1) 
















312

321

213

321
; 2) 

















213

321

312

321
; 

3) 
















3241

4321

1243

4321
; 4) 

2

14235

54321








; 

5) 

3

435612

654321








; 6)   










3214

4321
2,1 ; 

7)   3,4,25,1
34152

54321








; 8)    5,1

34152

54321
3,4,1 








 ; 

9)    3,12,1  ; 10)    3,13,2,1  ; 

11)      5,24,3,15,32,1  ; 12)    45,43,2,1 . 

3.5*. Найти подстановку 

100

76214359810

10987654321








. 

3.6. Найти обратную подстановку: 

1) 








213

321
; 2) 









3241

4321
; 

3) 








1243

4321
; 4) 









14235

54321
; 

5) 








415632

654321
; 

6)  2,3,1 ; 

7)   4,32,1 ; 8)   4,5,23,1 . 

3.7. Найти подстановку  , удовлетворяющую уравнению: 

1) 

















132

321

213

321
 ; 2) 



















1234

4321

3241

4321
 ; 

3)     3,4,15,23,1  ; 4)     3,4,25,15,4,1  ; 

5)       4,32,13,5,24,1  ; 6)       4,3,25,13,24,3,1  ; 

7) 


























23541

54321

52413

54321

32514

54321
 ; 

8)    


















42531

54321

51423

54321
5,24,1  ; 

9)  3,2,12   рассмотреть случаи 3S  и 5S ; 

10)   4,32,12   рассмотреть случаи 4S  и 6S . 

3.8*. Доказать, что любая подстановка порядка n  раскладывается в 

произведение не более чем 1n  транспозиций. 
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3.9*. Доказать, что любая подстановка порядка n  раскладывается в 

произведение транспозиций вида: 

1)  j,1 , где nj 2 ; 

2)  1, jj , где 11  nj . 

3.10. Разложить подстановку 








78214356910

10987654321
 в 

произведение транспозиций вида  j,1 , где nj 2 : 

3.11. Разложить подстановку    10,84,6,3,27,5,1  в произведение 

транспозиций вида  1, jj , где 11  nj : 

3.12. Найти число инверсий: 

1) 









213

321
 ; 2) 










1234

4321
 ; 

3) 









4132

4321
 ; 4) 










12345

54321
 ; 

5) 









31542

54321
 ; 6) 










45123

54321
 ; 

7) 









135246

654321
 ; 8) 










246135

654321
 ; 

9) 









1734625

7654321
 ; 10) 










2536147

7654321
 ; 

11) 













121

121





nn

nn
 ; 12) 














nnn

nnn





121

211
 ; 

13) 













121

211

nnn

nnn




 ; 14) 














nnn

nnn





112

211
 ; 

15)  









jmприnj

mjприjn
j

,12

,22
 , где mn 2 ; 

16)  









jmприnj

mjприj
j

,12

,2
 , где mn 2 ; 

17)  









jmприnj

mjприj
j

,2

,12
 , где mn 2 ;  

18)  









jmприjn

mjприjn
j

,22

,12
 , где mn 2 ; 

19)  
















jmприnj

mjmприnj

mjприj

j

2,223

2,13

,3

 , где mn 3 ; 
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20)  
















jmприnj

mjmприnj

mjприj

j

2,123

2,23

,3

 , где mn 3 . 

3.13. Множество натуральных чисел от 1 до n  разбито на два 

непересекающихся подмножества  sii ,,1   и  snjj ,,1  , причем элементы 

в каждом упорядочены в порядке возрастания. Найти число инверсий и 

определить четность подстановки: 

1) 






 

sns jjjiii

nsss





2121

2121
; 

2) 






 

 snss jjjiii

nsss





2111

2121
; 

3) 






 

 1121

2121

jjjiii

nsss

snsns 


; 

4) 






 

 1111

2121

jjjiii

nsss

snsnss 


. 

3.14. Пусть kS . Определить четность подстановки nS  ( kn  ), если 

известна четность  : 

2)  
 










jkприj

kjприj
j

,

,
 ; 

2)  
 










jkприj

kjприjk
j

,

,1
 ; 

3)  
 









jknприknknj

knjприj
j

,

,


 . 

3.15. Найти декремент и определить четность подстановки: 

1)  3,2,1 ; 2)   4,32,1 ; 

3)    5,43,2,1 ; 4)   3,5,24,1 ; 

5)     nn 2,124,32,1  ; 6)  n,,2,1  ; 

7)     1,12,22,1  nnnn  ; 8)     nnn 3,13,236,5,43,2,1  . 

3.16. Доказать, что следующее подмножество подстановок относительно 

операции умножения образует группу: 

1) все множество подстановок порядка n  ; 

2) множество nA  четных подстановок порядка n . 

3.17. Найти количество: 

1) четных подстановок порядка n ; 

2) нечетных подстановок порядка n ; 

3) транспозиций среди подстановок порядка n ; 

4) циклов длины 3 среди подстановок порядка n ; 
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5) подстановок перемещающих ровно s  элементов (разобрать случаи 4s  и 

5s ), среди подстановок порядка n ; 

6) подстановок порядка n , квадрат которых суть тождественная подстановка. 

3.18. Доказать, что любая четная подстановка раскладывается в произведение 

циклов длины 3 вида  j,2,1 , где nj ,,3 . 

3.19. Вычислить сумму: 

1)    nS
 , где    - количество инверсий в подстановке  . 

Рассмотреть случаи 2n , 3n  и 4n ; 

2)    nA
 , где nA  - множество четных подстановок порядка n . 

Рассмотреть случаи 3n  и 4n ; 

3)    nS
d


 , где  d  - декремент подстановки  . Рассмотреть случаи 

2n , 3n  и 4n ; 

3.20. Все подстановки из nS  можно расположить в таком порядке, что 

каждая следующая подстановка получается из предыдущей: 

1) умножением на транспозицию; 

2) умножением на транспозицию вида  1, jj , где 11  nj . 

3.21. Пусть для каждого индекса k , принадлежащего циклу длины s  

подстановки  , построена цепочка k ,  k ,  k1 ,  k2 ,  k2 ,…,  kt , 

заканчивающаяся первым встретившимся индексом, не превосходящим k . 

Показать, что суммарное число индексов во всех этих цепочках для одного 

цикла не превосходит ss 2log2 . 
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21122211
2221

1211
det aaaa

aa

aa









 

Рис. 1. Определитель 2-го порядка 

4. Определитель (детерминант) матрицы 
 

 

Пусть nnKA  , где K  — коммутативное кольцо. Обозначим через 








j

i
A  

матрицу, получаемую из A  вычеркиванием i -й строки и j -го столбца. 

Рекуррентное определение определителя. Определитель квадратной 

матрицы nnKA   порядка n , который будем обозначать A  или Adet , — это 

элемент кольца K , вычисляемый по следующим правилам: 

 если 1n , то 11aA   (определитель матрицы первого порядка 

равен ее элементу); 

 определитель матрицы порядка n  ( 2n ) вычисляется по n  

определителям матриц порядка 1n  по формуле 

  












j

AaA j

jn
j

1
1 1

1

1
. 

Определение определителя через элементы матрицы. При выражении 

определителя матрицы порядка n  через элементы матрицы получается 

формула:    
nn

nS
aaaA 





21 211det  

 , где nS  - симметрическая 

группа,    — количество инверсий в подстановке  . В данной сумме !n  

слагаемых (по числу подстановок), каждое из которых полностью определяется 

подстановкой n
n

S
n


















21

21
. Знак слагаемого определяется 

четностью подстановки: плюс – если подстановка четная, и минус – если 

подстановка нечетная.  

Множество подстановок второго порядка 2S  состоит из четной 

подстановки 








21

21
 и нечетной подстановки 









12

21
. В определителе второго 

порядка матрицы A  этим подстановкам сопоставляются произведения 2211aa  и 

2112aa , входящие со знаком плюс и минус, соответственно. Таким образом, 

определитель матрицы второго порядка равен 21122211 aaaa  , т.е. 

произведению элементов матрицы, 

расположенных на главной диагонали, 

минус произведение элементов матрицы 

на побочной диагонали (см. рис. 1). 

Множество подстановок третьего 

порядка состоит из трех четных 
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  


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

  


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

Рис. 2. Правило треугольника 

подстановок 








321

321
, 









132

321
, 









213

321
 и трех нечетных подстановок 










231

321
, 









312

321
, 









123

321
. В определителе третьего порядка матрицы 

A  этим подстановкам соответствуют слагаемые, входящие со знаком плюс для 

четных подстановок : 332211 aaa , 312312 aaa , 322113 aaa , и со знаком минус для 

нечетных подстановок: 322311 aaa , 332112 aaa , 312213 aaa .  

Таким образом, определитель 

матрицы третьего порядка 

вычисляется по формуле 

 322113312312332211 aaaaaaaaa  

322311312213332112 aaaaaaaaa  . 

Для запоминания формулы 

существует правило треугольника. 

Со знаком плюс в определитель 

входит произведение элементов матрицы на главной диагонали и произведения 

элементов матрицы, расположенных в вершинах треугольника, сторона 

которого параллельна главной диагонали (см. рис. 2). Со знаком минус в 

определитель входит произведение элементов матрицы на побочной диагонали 

и произведения элементов матрицы, расположенных в вершинах треугольника, 

сторона которого параллельна побочной диагонали (см. рис. 2). 

Определитель обладает свойствами: 

 не меняется при транспонировании матрицы; 

 при перестановке двух строк (столбцов) меняет знак; 

 равен нулю, если матрица имеет две одинаковые строки (столбца); 

 не меняется, если к строке (столбцу) прибавить другую строку 

(столбец) умноженную на константу. 

Основной метод вычисления определителя состоит в приведении 

матрицы к треугольному виду элементарными преобразованиями над 

строками и столбцами. Определитель треугольной матрицы равен 

произведению диагональных элементов. К сожалению, такой подход реализуем 

тогда, когда элементы матрицы принадлежат полю P . В этом случае 

достаточно преобразований только над строками или только над столбцами 

матрицы. При вычислении определителя матрицы с элементами из 

произвольного коммутативного кольца могут возникнуть трудности с 

приведением матрицы к треугольному виду.  

Пусть Pn  ,,1 . Матрицей Вандермонда, которую обозначим через 

 nW  ,,1 , называется матрица, у которой на пересечении i -й строки и j -го 
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столбца расположен элемент, равный 1i
j . Определитель матрицы 

Вандермонда вычисляется по формуле     


nji jinW
11 ,,   . 

 

Задачи 
 

4.1. Вычислить определитель матрицы 2-го порядка: 

1) 








73

21
; 2) 









 



cossin

sincos
; 3) 













i

i

11

21
; 

4) 












i

ii

35

121
; 5) 









42

21
; 6) 













ii

ii

46

23
; 

7) 

















2152

5221
; 8) 













1

11
23 xxx

x
; 9) 













bdic

dica
. 

4.2. Вычислить определитель матрицы 3-го порядка: 

1) 
















341

235

312

; 2) 
















243

352

123

; 3) 






















571

823

534

; 

4) 






















325

214

423

; 5) 
















211

221

112

; 6) 
















110

101

011

; 

7) 




















111

1

111

ii ; 8) 






















111

111

111

ii

ii

; 9) 






















iii

iii

iii

21

12

21

; 

10) 



















21

1

111

, где 
3

2
sin

3

2
cos


 i . 

4.3. Вычислить определитель матрицы, используя рекуррентное определение: 

1) 





















5412

4321

0032

0021

; 2) 

























1412

1213

0101

0101

; 

3) 





















1234

4123

0012

0001

; 4) 





















1002

0120

0210

2001

; 
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5) 























12345

01234

00123

00012

00001

; 6) 























12345

01234

00113

54221

44321

. 

4.4*. Из разложения определителя по первой строке   












j

AaA j

jn
j

1
1 1

1

1
 

вывести выражения определителя    
nn

nS
aaaA 






21 211 
  через 

элементы матрицы. 

4.5. Выяснить, какие из произведений входят в определитель, и с каким знаком: 

1) 5145342312 aaaaa ; 2) 615645332112 aaaaaa ; 

3) 532436126541 aaaaaa ; 4) 516546342331 aaaaaa ; 

5) 256651144332 aaaaaa ; 6) 651456423123 aaaaaa ; 

7) 1121 nnn aaa  ; 8) 112312 nnn aaaa  ; 

9) 1121 nnn aaa  ; 10) 1222122112  nnnn aaaa  . 

4.6. Выяснить, при каких условиях произведение входит в определитель со 

знаком минус: 

1) 51534312 aaaaa ji ; 2) 5323612641 aaaaaa ji ; 

3) 534612541 aaaaaa kji ; 4) 532431264 aaaaaa kji ; 

5) 562431241 aaaaaa kij ; 6) 662131 aaaaaa kjkiji . 

4.7. Выписать слагаемые из определителя матрицы A  порядка 5 со знаком 

плюс, содержащие произведение: 

1) 3412aa ; 2) 2112aa ; 3) 342312 aaa ; 4) 553311 aaa . 

4.8. Показать, что определитель матрицы, содержащей нулевую строку или 

нулевой столбец, равен нулю. 

4.9. Доказать, что если в матрице порядка n  на пересечении некоторых k  строк 

и s  столбцов стоят элементы равные нулю, причем nsk  , то определитель 

этой матрицы равен нулю. 

4.10. Пользуясь только определением, найти коэффициенты при 4x  и 3x  в 

определителе матрицы: 

1) 























332

14

211

2

2

2

x

xx

xx

; 2) 






















x

xx

x

523

142

211
2

; 



28 

 

3) 





















221

321

21

3215

x

x

xx
; 4) 





























x

x

x

x

6422

6422

3211

3211

. 

4.11. Пользуясь только определением, вычислить определитель матрицы: 

1) 























55

4544

353433

25242322

1514131211

0000

000

00

0

a

aa

aaa

aaaa

aaaaa

; 2) 























000

000

000

5251

4241

3231

2524232221

1514131211

aa

aa

aa

aaaaa

aaaaa

;. 

3) 























0000

000

00

0

51

4241

333231

24232221

1514131211

a

aa

aaa

aaaa

aaaaa

; 4) 























5554535251

4541

3531

2524232221

1511

000

000

000

aaaaa

aa

aa

aaaaa

aa

; 

5) 























nn

n

n

n

a

aa

aaa

aaaa











000

00

0

333

22322

1131211

; 6) 























nnnnn aaaa

aaa

aa

a











321

333231

2221

11

0

00

000

; 

7) 



























000

00

0

1

3231

122221

1111211











n

n

nn

a

aa

aaa

aaaa

; 8) 





























nnnnnn

nnnnnn

nn

n

aaaa

aaa

aa

a

121

1111

212

1

0

00

000











. 

4.12. Как изменится определитель матрицы из nnC  , если  

1) каждый его элемент заменить на сопряженное число; 

2) каждый его элемент заменить на противоположное число; 

3) каждый его элемент умножить на число . 

4.13. Выразить определитель матрицы B  через определитель матрицы A , если: 

1) jiij ab  ; 2) jinij ab 1 ; 

3) 1 jniij ab ; 4) 11  jninij ab ; 

5) ijij ab 2 ; 6) ijij ab  ; 
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7) ijij a
j

i
b  ; 8) ij

ji
ij ab  3 ; 

9) 
jiij ab  , где nS ; 10) 

ji
abij  , где nS . 

4.14*. Пользуясь формулой    
nn

nS
aaaA 





21 211 

  как 

определением определителя , доказать свойства: 

1) Определитель матрицы не меняется при ее транспонировании; 

2) При перестановке двух строк определитель матрицы изменит знак; 

3) Определитель матрицы, имеющей две одинаковые строки, равен нулю; 

4) Определитель не изменится, если к строке прибавить другую строку, 

умноженную на число; 

5) Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональных 

элементов. 

4.15*. Пользуясь рекуррентным определением определителя доказать 

следующие свойства: 

1) Определитель нижне-треугольной матрицы равен произведению элементов 

матрицы, расположенных на главной диагонали; 

2)     












ji
AaaaaA ijji

ji
nji

21
1 2121

21
1

 (разложение по первым 

двум строкам), где 








ji
A

21
 - подматрица матрицы A , полученная 

вычеркиванием первых двух строк и столбцов с номерами i  и j ; 

3) Перестановка первых двух строк матрицы меняет знак определителя; 

4) Перестановка первой и i -ой строки матрицы меняет знак определителя; 

5) Перестановка любых двух строк матрицы меняет знак определителя; 

6) Определитель матрицы не изменится, если к одной из строк прибавить 

другую строку, умноженную на K ; 

7) Определитель матрицы, имеющей две одинаковые строки, равен нулю; 

8)   












1

1 1

1

1

i
AaA i

in
i

 (разложение определителя по первому столбцу); 

9) Определитель не меняется при транспонировании матрицы. 

4.16*. Пусть nnKA  . Пользуясь формулой    
nn

nS
aaaA 





21 211 

  

как определением определителя, показать равенства: 

1)   












j

AaA j

jn
j

1
1 1

1

1
 (разложение определителя по первой строке); 

2)   












1

1 1

1

1

i
AaA i

in
i

 (разложение определителя по первому столбцу); 
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3)   












j

i
AaA ij

jin
j 1

1  (разложение определителя по i  строке); 

4)   












j

i
AaA ij

jin
i 1

1  (разложение определителя по j  столбцу). 

4.17. Разложить определитель матрицы по строке (столбцу), содержащей 

параметры a, b, c, d: 

1) 



























3413

2324

1432

dcba
; 2) 





























454

232

344

125

d

c

b

a

. 

4.18. Как изменится определитель матрицы A , если: 

1) строку матрицы умножить на число  ; 

2) столбец матрицы умножить на число  ; 

3) столбцы матрицы переставить в обратном порядке; 

4) строки матрицы переставить согласно подстановке nS ;  

5) из первой строки вычесть сумму всех остальных строк; 

6) из всех столбцов, кроме первого, вычесть первый столбец; 

7) из первой строки вычесть вторую, а из второй строки вычесть первую. 

4.19. Вычислить определитель матрицы порядка n  приведением к 

треугольному виду: 

1) 



























1111

1111

1111

1111

, 4n ; 2) 





















0111

1011

1101

1110

, 4n ; 

3) 





























2164

7295

4173

2152

, 4n ; 4) 

























0211

1211

1322

1111

, 4n ; 

5) 























54321

44321

33321

22221

11111

, 5n ; 6) 























55555

54444

54333

54322

54321

, 5n ; 
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7) 























54321

43210

32100

21000

10000

, 5n ; 8) 























54321

43212

32120

21200

12000

, 5n ; 

9) 



























nn

nn

121

1210

2100

1000











; 10) 























2223

2232

2322

3222











; 

11) 























0...111

...............

1...011

1...101

1...111

; 12)





























0...321

...............

...021

...301

...321

n

n

n

; 

13) 









jiпри

jiпри
aij

,3

,2
; 14) 










jiприi

jiприj
aij

,12

,
; 

15) 









jiпри

jiпри
aij

,0

,1
; 16) 










1,

1,1

jniприn

jniпри
aij ; 

17)  0,1max  jiaij ; 18)  jiaij ,max ; 

19)  jiaij ,min ; 20)  njiaij ,1min  ; 

21) jiaij  ; 22) 22 jiaij  ; 

23) 
















jiпри

jiприj

jiприj

aij

,0

,

,

; 
24) 





















иначе

njiесли

jniпри

jniпри

aij

,0

,2

,2

1,3

; 

25) 



































x

x

x

x

x

1000

0000

0010

0001

1000













; 26) 





































1

2

2

1

0

1000

000

010

001

000

n

n

x

x

x

x

x























. 
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4.20. Вычислить определитель матрицы с элементами из кольца K : 

1) 
















201

120

112

, 3ZK  ; 2) 
















255

323

532

, 6ZK  ; 

3) 





















5546

2643

2354

4532

, 7ZK  ; 4) 





















5337

4259

71253

3842

, 13ZK  ; 

5) 





















51284

17627

10672

15993

, 18ZK  ; 6) 





















xx

xx

xx

xx

430

302

302

043

2

2

2

2

,  xZK 6 . 

4.21. Как изменится определитель блочной матрицы BA , где nmRA   и 
mnRB  , при следующих преобразованиях: 

1) переставить первые две блочных строки; 

2) к блочной строке прибавить другую блочную строку, умноженную слева на 

матрицу соответствующего размера; 

3) умножить блочную строку на число 0 ; 

4) переставить два первых блочных столбца; 

5) к блочному столбцу прибавить другой блочный столбец, умноженный справа 

на матрицу соответствующего размера; 

6) умножить блочный столбец на число 0 ; 

4.22*. Вычислить определитель Вандермонда, где n ,,1  попарно различные 

числа  

12

1
3

2
33

1
2

2
22

1
1

2
11

1

1

1

1

1

,,











n
nnn

n

n

n

nW





















 . 

4.23. Вычислить определитель порядка n : 

1) 





















642781

16941

4321

1111

, 4n ; 2) 



























ii

ii

11

1111

11

1111

, 4n ; 

3) 1 j
ij ia ; 4)   1

5



i

ij ja ; 

5) i
j

i
jij xxa  1 ; 6) 






1

0

i

s
s
jij xa ; 
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7) 

























 212
2

1
2

2
1

1
1

21 111

111

n
n

n
n

nnnn

n

xxxxxx

xxx









; 

8) 

       

       



















nnnnnn

nn

xfxfxfxf

xfxfxfxf

121

1111211







, где   




1
0

j
i

i
ij

j
j xxxf  ; 

9) 

  11
2

sin
2

cos













ji

ij
n

i
n

a


; 
10) iij ja sin ; 

11)   iij ja 1cos  ;  

12) 



























n
xxx

n
xxx

n
xxx

nnn
CCC

CCC

CCC









21

121

121

1

1

1

222

111

, где 
   

!

11

j

jxxx
C j

x





. 

4.24*. Найти матрицу третьего порядка с максимальным значением 

определителя, если элементы матрицы - вещественные числа, по абсолютной 

величине не превосходящие единицы. 

4.25. Сколько операций сложения и умножения потребуется для вычисления 

определителя матрицы порядка n  над полем P , если: 

1) вычисление проводить согласно рекуррентному определению; 

2)вычисление проводить по формуле    
nn

nS
aaaA 





21 211det  

  

3)вычислять методом приведения к треугольному виду. 
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5. Теорема Лапласа 
 

 

Пусть  kiiI ,,1   — набор, состоящий из k  номеров строк, а 

 sjjJ ,,1   — набор из s  номеров столбцов матрицы A . Подматрицу 

матрицы A , расположенную на пересечении строк с номерами из I  и столбцов 

с номерами из J , обозначим через 








J

I
A : 







































skkk

s

s

jijiji

jijiji

jijiji

s

k

aaa

aaa

aaa

jj

ii
A

J

I
A













21

22212

12111

,,

,,

1

1
. Определитель квадратной 

подматрицы 








J

I
A  называется минором матрицы A . Подматрицу, 

получаемую из A , вычеркиванием строк с номерами из I  и столбцов с 

номерами из J , обозначим через 








J

I
A . Определитель квадратной подматрицы 










J

I
A  называется дополнительным минором матрицы A . При задании 

дополнительного минора порядок номеров в наборах I  и J  не важен. 

Для набора номеров I  положим     kiiI 


111 . Произведение 

  











J

I
A

JI
1   называется алгебраическим дополнением к минору 









J

I
A . 

Теорема Лапласа (формула разложения определителя по строкам). 

Пусть в матрице nnKA   выбрано k  строк ( nk 1 ) с номерами 

kiii  21 . Определитель матрицы A  равен сумме всех произведений 

миноров k -го порядка матрицы A , расположенных в строках с номерами из 

kiii ,,, 21  , на их алгебраические дополнения. 

Обозначим через k
nС  множество всех k  элементных упорядоченных 

наборов чисел от 1 до n . По теореме Лапласа (разложение по строкам) 

справедлива формула   



















 k

nJ
JI

J

I
A

J

I
AA

C
1 . В развернутом виде 

это равенство записывается следующим образом: 

  





















njj
k

k

k

kjjii

k

kk

jj

ii
A

jj

ii
AA 











1

11
1

1

1

1

1

,,

,,

,,

,,
1 .  
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При 1k  получаем формулу разложения определителя по i -й строке: 

  












n
j ij

ji

j

i
AaA

1
1 .  

Теорема Лапласа (формула разложения определителя по столбцам). 

Пусть в матрице nnKA   выбрано s  столбцов ( ns 1 ) с номерами 

sjjj  21 . Определитель матрицы A  равен сумме всех произведений 

миноров s -го порядка матрицы A , расположенных в столбцах с 

номерами sjjj ,,, 21  , на их алгебраические дополнения.  

По теореме Лапласа (разложение по столбцам) справедлива формула 

  



















 s

nI
JI

J

I
A

J

I
AA

C
1 , или, в развернутом виде: 

  





















nii
s

s

s

sjjii

s

ss

jj

ii
A

jj

ii
AA 











1

11
1

1

1

1

1

,,

,,

,,

,,
1 .  

При 1s  получаем формулу разложения определителя по j -му 

столбцу:   












n
i ij

ji

j

i
AaA

1
1 .  

Формула Бине—Коши (определитель произведения матриц). 

Пусть nmKA   и mnKB  . Если nm  , то определитель произведения 

матриц BA   равен нулю. Если nm  , то справедлива формула: 


















   m

ii
B

ii

m
ABA

m
nii

m
m ,,1

,,

,,

,,1 1
1

1
1 






 . 

Если nm  , то определитель произведения матриц равен произведению 

определителей матриц BAAB  . 

 

Задачи 
 

5.1. Выписать следующие подматрицы матрицы 























16151413

1211109

8765

4321

A : 

1) 








1

1
A ; 2) 









3

1
A ; 3) 









2

3
A ; 

4) 








2,1

2,1
A ; 5) 









4,3

2,1
A ; 6) 









3,1

4,2
A ; 
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7) 








1,2

1,2
A ; 8) 









4,3,1

4,2,1
A ; 9) 









2,4,1

1,3,2
A ; 

10) 








2

1
A ; 11) 









3,4

2,1
A ; 12) 









3,2,1

4,2,1
A . 

5.2. Для матрицы A  задачи 5.1 вычислить минор 








J

I
A , дополнительный 

минор 








J

I
A  и алгебраическое дополнение к минору:  

1)  1I ,  2J ; 2)  2,1I ,  4,2J ; 3)  4,3,1I ,  4,3,2J . 

5.3. Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить определители:  

1) 





















2003

3002

5431

7215

; 2) 





















5744

2003

6002

4311

; 

3) 





















0140

1427

4538

0250

; 4) 





















2111

0102

1212

0103

; 

5) 























00402

54632

37532

00704

23125

; 6) 























07064

34251

12543

05043

53412

; 

7) 























32215

54236

70405

30201

43127

; 8) 























23050

42531

53142

14000

54321

; 
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9) 



























549337

654321

003434

004521

000043

000021

; 10) 



























000065

000043

005423

007689

248756

354321

; 

11) 

































222777

022770

002700

001300

011330

111333

















; 12) 

































200500

220550

222555

100200

110220

111222

















; 

13) 



























0001

0012

0121

121











nn

nn

; 14) 























2003

0230

0320

3002











 (n  - четно);  

15) 

































444333

440

033

400003

200001

011

2200

222111

















; 16) 

































444333

440

033

400003

200001

011

2200

222111

















. 

5.4. Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить определители, предварительно 

преобразовав их: 

1) 

























47711

5958

1112

1113

; 2) 

























6868

7979

6868

7979

; 
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3) 



























211113

121131

112311

113211

131121

311112

; 4) 



























211113

221133

222333

333222

331122

311112

. 

5.5. Вычислить определитель произведения матриц по формуле Бине-Коши: 

1) 

























11

10

01

110

101
; 

2) 






























12

21

10

01

2110

1101
; 

3) 







































11

11

11

11

1111

1111
. 

 

5.6. Найти определитель блочной матрицы C , если 2A , 3B  и nnQBA , : 

1) 









B

BA
C

20
; 2) 










BA

A
C 2

0
; 3) 










BA

BA
C

32
; 

4) 









0B

BA
C ; 5) 








 22BBA

BA
C ; 

6) 


















BB

AABA

EBA

C
2

2

0

2 . 

5.7. Пусть K  — коммутативное кольцо с единицей, nmKA  , mnKB  . 

Показать, что определитель матрицы 











0A

BE
C  равен определителю 

произведения матриц BA  . Вывести формулу Бине—Коши из теоремы 

Лапласа, разложив матрицу C  по последним m  столбцам.  

5.8. Пусть K  — коммутативное кольцо с единицей, sE  — единичная матрица 

порядка s , nnKA  . Из равенства  
















































  



n

kkn

nk
k

E

n

k
A

n

nk
A

E

A ,,1

,,1

,,1

,,1
0

0







  

и формулы Бине—Коши вывести теорему Лапласа (разложение по первым k  

строкам).  

5.9. Доказать, что если A  квадратная матрица, то  

1) 
m

m AAE  ; 2) 
m

m AEA  . 
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5.10. Доказать, что если A  и B  квадратные матрицы, соответственно, порядка 

n  и m , то 
nm

BABA  . Для доказательства воспользоваться равенством 

       BEEABEEA nmmn  . 

5.11. Вычислить определитель матрицы: 

1) 



















 11

11

11

11
; 2) 


















23

11

12

11
; 

3) 



























111

111

111

75

53
; 4) 




























11

11

132

213

321

; 

5) 

  



n





















 11

11

11

11
; 

6) 





















1612129

8463

8643

4221

; 

7) 



























396264

639426

963642

132132

213213

321321

; 8) 



























462369

241236

236946

123624

694623

362412

. 

5.12*. Пусть nnPDCBA ,,, , где P  - поле и матрицы A  и B  перестановочны 

(т.е. BAAB ). Доказать, что:  

1) CBDA
DC

BA









;  2) BCAD

DB

CA









. 

5.13. Найти определитель блочной матрицы C , если 2A , 3B , nnQBA ,  

и матрицы A  и B  перестановочны: 

1) 













EAA

AEA
C ; 2) 




















EAA

AEA
C

23

2

; 

3) 













BABA

BABA
C ; 4) 




















22

2

BABAA

ABA
C . 
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5.14. Пусть A  — квадратная матрица порядка n . Перенумеруем все k  

элементные подмножества натуральных чисел от 1 до n . Обозначим через  j  

k  элементное подмножество натуральных чисел от 1 до n , имеющее номер j , 

при данной нумерации ( k
nCj ,1 ). Квадратную матрицу порядка k

nС , на 

пересечении i -ой строки и j -го столбца которой расположен минор 
 

 









j

i
A



, 

назовем k -й ассоциированной с A  матрицей, и обозначим kA . Доказать, что 

  kkk BAAB  . 

5.15. Пусть K  — коммутативное кольцо с единицей, nnKA  . Матрицей, 

присоединенной к матрице A , называется матрица B , элементы которой 

вычисляются по формуле   











i

j
Ab

ji
ij 1 . Доказать, что EABA   и 

EAAB  . 

5.16. Пусть K  — коммутативное кольцо с единицей, nnKA  . Показать, что 

определитель блочной матрицы 








 AE

EE 
 равен определителю EA  ,  

представляющий собой многочлен nn
nfffEA   


1
110  . 

Используя разложение блочной матрицы по первым n  строкам, вывести 

формулу для коэффициентов многочлена  




 














nii
jn

jn
j

jn ii

ii
Af  



11
1

1

,,

,,
. 
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6. Обратная матрица 

 

 

Матрица nnKA   называется обратимой (или унимодулярной) над 

кольцом K , если она является обратимым элементом кольца матриц, т.е. в 
nnK   существует обратная к A  относительно умножения. Матрицу, обратную 

к матрице A , обозначают 1A . В коммутативном кольце с единицей K  

справедлив критерий обратимости матрицы. Матрица nnKA   обратима 

тогда и только тогда, когда ее определитель – обратимый элемент кольца K . 

Поскольку все элементы поля P , кроме нуля, обратимы, то справедлив 

следующий критерий обратимости матрицы над полем. Матрица nnPA   

обратима тогда и только тогда, когда ее определитель отличен от нуля. 

Матрицы, определитель которых отличен от нуля, называются 

невырожденными. 

Пусть матрица A– обратима над коммутативным кольцом K . Элемент 

обратной матрицы, расположенный на пересечении i -й строки j -го столбца, 

вычисляется по формуле   1
1











 A

i

j
A

ji
. Матрица A , элементы которой 

суть алгебраические дополнения к элементам транспонированной матрицы 

    











i

j
AA

ji
ij 1 , называется присоединенной или союзной. 

Присоединенная и обратная матрицы связаны равенством 1  AAA . 

Элементарные операции со строками матрицы (сложение строк, 

перестановка строк, умножение строки на элемент кольца) равносильны 

умножению матрицы слева на некоторую матрицу. Следовательно, если 

матрицу  EA  элементарными преобразованиями со строками привести к 

матрице вида  BE , то матрица B  является обратной к матрице A  ( 1 AB ). 

Если матрица A  с элементами из некоторого поля, то в качестве алгоритма 

приведения матрицы  EA  к указанному виду можно использовать алгоритм 

Гаусса—Жордана.  

Элементарные преобразования со столбцами матрицы равносильны 

умножению матрицы справа на некоторую матрицу. Поэтому, приведя 

элементарными преобразованиями со столбцами матрицу 








E

A
 к виду 









B

E
, 

найдем обратную к матрице A  ( 1 AB ). 

Система линейных уравнений bAx   (с коэффициентами из поля P ) 

называется крамеровской, если матрица A  — квадратная и невырожденная. 

Крамеровская система линейных уравнений имеет единственное решение, 
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компоненты которого вычисляются по формулам Крамера Ax ii  , где i  

— определитель матрицы, полученный из матрицы A  заменой i -го столбца на 

столбец свободных членов b . Понятие «крамеровская система линейных 

уравнений» легко обобщается на случай коммутативного кольца с единицей. В 

этом случае матрица A  — квадратная и еѐ определитель суть обратимый 

элемент кольца. 

 

Задачи 
 

6.1. Проверить, что матрица над кольцом K  является обратимой и найти к ней 

обратную матрицу (по формуле): 

1) 








11

21
, 3ZK  ; 2) 









32

13
, 5ZK  ; 

3) 


















122

222

x

xxx
,  xZK 3 ; 4) 













 

x

xx

24

12 2

,  xZK 9 ; 

5) 
















931

421

111

, 11ZK  ; 6) 
















421

231

321

, ZK  ; 

7) 

















 

233

12

111 2

x

xx

,  xZK 4 ; 8) 























xx

xx

xxx

01

1

11 22

,  xZK  . 

6.2. Найти присоединенную и обратную матрицы к матрице A , заданной над 

числовым полем: 

1) 








13

25
; 2) 









12

11
; 

3) 












ii

ii

12

11
; 

4) 
















100

210

321

; 

5) 
















131

210

100

; 6) 
















132

213

321

; 

7) 





















2000

3100

4210

1111

; 8) 





















2100

1100

2112

1111

; 
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9) 



























1111

1111

1111

1111

; 10) 



























ii

ii

11

1111

11

1111

. 

6.3. Методом элементарных преобразований найти обратную матрицу, к 

матрице заданной над полем P : 

1) 








02

30
, 5ZP  ; 2) 









23

32
, 7ZP  ; 

3) 
















223

212

442

, 5ZP  ; 4) 




















2122

11

212

ii

i

i

, СP  ; 

5) 



























1111

1111

1111

1111

, QP  ; 6) 

























6201

1111

2132

4321

, QP  ; 

7) 



















 

2332

1245

1160

3433

, QP  ; 8) 





















1432

2143

3214

4321

, QP  ; 

9) 





























6183

3422

4083

2121

, QP  ; 10) 



























1221

1672

4130

1100

, QP  ; 

6.4. Доказать свойства обратной матрицы: 

1)    TT AA 11 
 ; 2)   111 

 AA  ; 

3)   AA 
 11 ; 4) 

11   AA ; 

5)   111 
 ABBA ; 6)   111 

 BABA . 

6.5. Как изменится обратная матрица 1A , если в данной матрице A : 

1) переставить i -ю и j -ю строки; 

2) переставить i -й и j -й столбцы; 

3) умножить на K  i -ю строку; 

4) к i -й строке прибавить j -ю строку, умноженную на K ; 

5) к i -му столбцу прибавить j -й столбец, умноженный на K . 
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6.6. Пусть mkKU  . Найти обратную матрицу для матрицы A : 

1) 







 

m
km

k

E

UE
A

0
; 2) 


















k

km
m

EU

E
A

0
; 

3) 

















UE

E
A

k

m
km0

; 4) 







 km

m

k

E

EU
A

0
. 

6.7. Доказать формулу Фробениуса: 
T

HCAH

BHACABHAA

DC

BA































111

1111111

, где BCADH 1 . 

6.8. Показать, что: 

1) обратная к треугольной матрице — треугольная матрица; 

2) обратная к симметричной матрице — симметричная матрица. 

6.9. Пусть матрица nnKA   - обратима, 1 nKx , nKy  1 , и элемент 

xyA 11   кольца K  - обратим. Доказать, что 

  11111 
 xyAAAxyA  .  

6.10. Пусть nnKA   — обратимая матрица, I  и J  - множества номеров, 

соответственно, строк и столбцов одинаковой мощности. Доказать равенство 

  11 1
 
















   A
J

I
A

J

I
A JjIi

ji
. 

6.11. Решить систему линейных уравнений над числовым полем по правилу 

Крамера, предварительно убедившись, что система крамеровская: 

1) 








823

1335

yx

yx
; 2) 

   

   







iyixi

iyixi

832141

311
; 

3) 














1

1

0

zy

zx

yx

; 4) 














1093

542

2

zyx

zyx

zyx

; 

5) 














542

22

2

zyx

zy

zyx

; 6) 














493

042

2

zyx

zyx

zyx

; 

7) 





















2

3

1

2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 8) 





















232

3

123

2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 
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6.12. Решить систему линейных уравнений над кольцом K  (используя 

обобщение правила Крамера): 

1) 








2

12

yx

yx
, 3ZK  ; 2) 









223

132

yx

yx
, 6ZK  ; 

3) 
 

 







tzttx

tyxt

1

21
,  tZK  ; 

4) 














343

142

2

zyx

zyx

zyx

, 5ZK  . 

6.13. Решить матричное уравнение: 

1) 






 










121

011

43

32
X ; 

2) 






 


















121

011

122

212

221

X ; 

3) 






 



















21

10

12

23

25

12
X ; 

4) 














 



























01

21

10

32

53

212

225

312

X ; 

5) 






 



















 

21

11

11

11

11

11
XX . 
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7. Эквивалентные матрицы 

 

 

Матрицы nmKBA ,  называются эквивалентными, если найдутся 

обратимые матрицы mmKH   и nnKT  , такие, что TBHA  , при этом 

матрицы H  и T  называются трансформирующими. Факт эквивалентности 

матриц A  и B  обозначим BA ~ . Приведем свойства отношения 

эквивалентности матриц: 

 отношение рефлексивно ( AA ~ ); 

 отношение симметрично ( ABBA ~~  ); 

 отношение транзитивно ( CACBBA ~~&~  ). 

Сложность вопроса, эквивалентны ли матрицы, зависит от свойств кольца, 

над которым рассматриваются матрицы. В случае поля полезно понятие ранга 

матрицы. Максимальный размер не нулевого минора матрицы A  называют 

(минорным) рангом и обозначают через  Arg . Пусть nmKA  , snKB  . 

Справедливы неравенства Сильвестра: 

    ArgBArg  ,    BrgBArg  ; 

      BArgnBrgArg  . 

Умножение на обратимую матрицу не меняет ранг матрицы. 

Следовательно, эквивалентные матрицы имеют равные ранги. Условие 

равенства рангов матриц является необходимым условием эквивалентности 

матриц над коммутативным кольцом и является необходимым и достаточным 

условием эквивалентности матриц над полем P . 

Выполнение элементарных преобразований со строками и столбцами 

матрицы nmPA   можно трактовать как умножение матрицы, соответственно, 

слева и справа на матрицы элементарных преобразований. Поскольку матрицы 

элементарных преобразований обратимы, то получившаяся матрица 

эквивалентна исходной. Элементарными преобразованиями строк и столбцов 

матрицу ранга k  можно привести к матрице вида 
 

      

















knkmkkm

knk
kE

00

0
. 

Если перед началом преобразований приписать  к исходной матрице единичные 

матрицы слева и справа, то по завершении вычислений на месте единичных 

матриц появятся трансформирующие матрицы.  

 

Задачи 
 

7.1. Доказать, что: 

1)    ArgBArg  ; 

2)    BrgBArg  ; 
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3) ранг блочной матрицы 








B

A

0

0
 не больше    BrgArg  ; 

4) ранг блочной матрицы 








B

A
 не превосходит    BrgArg  ; 

5) ранг блочной матрицы 








A

En

0

0
 равен   nArg  ; 

6) ранг блочной матрицы 








A

BEn

0
 не меньше чем   nArg  ; 

7.2. Пусть nmKA  , snKB  , где K  — коммутативное кольцо с единицей. 

Показать равенство рангов матриц 








 0A

BEn
 и 









AB

BEn

0
. Вывести 

неравенство      BArgnBrgArg  . 

7.3. Доказать, что для матриц над полем справедливо      BrgArgBArg  . 

7.4. Доказать, что для матрицы nmRA   справедливо равенство 

     TT AArgAArgArg  . 

7.5. Пусть в матрице A  над полем P  имеется не нулевой минор порядка r , а 

все миноры порядка 1r , окаймляющие его, равны нулю. Показать, что 

 Argr  . 

7.6. Убедится, что в матрице 









330

302
A , с элементами из кольца 6Z , все 

миноры окаймляющие 2
1

1









A  равны нулю. Тем не менее,   2Arg . 

7.7. Вычислить ранг матрицы A  (матрица задана над числовым полем): 

1) 








13

25
; 2) 









11

11
; 

3) 


















12

1
1

121
; 

4) 












ii

ii

11

121
; 

5) 
















011

101

110

; 6) 
















27532517525

20924713319

40748125937

; 
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7) 





























94032

11614

10213

34152

; 8) 





























154973

873126

53251

41023

. 

7.8. Найти простейший вид матрицы над полем P , эквивалентной A  и 

трансформирующие матрицы (если поле не указано, то подразумевается 

числовое поле): 

1) 









12

25
A ; 2) 










5,196

164
A ; 

3) 


















96

32

64

A ; 4) 
























121

11

121

ii

ii

ii

A ; 

5) 


















011

101

110

A , 2ZP  ; 6) 




















28610

3306

55100

A ; 

7) 


















2514

5263

6135

A , 7ZP  ; 
8) 































94032

11614

10213

34152

A . 

7.9. Вычислить ранг матрицы A  над кольцом K : 

1) 









21

23
A , 4ZK  ; 2) 









2425

2463
, 8ZK  ; 

3) 


















200

220

222

A , 4ZK  ; 4) 


















1320

3333

4020

A , 6ZK  . 

7.10. Показать эквивалентность матриц A  и B  над полем P . Найти 

трансформирующие матрицы (если поле не указано, то подразумевается 

числовое поле): 

1) 









01

12
A , 










31

10
B ; 2) 










425

463
A , 










411

410
B ; 

3) 


















14

32

23

A , 


















12

24

43

B , 5ZP  ; 4) 




















ii

i

i

A

11

1

1

, 


















2131

64

32

B ; 
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5) 


















102

210

021

A , 


















212

102

201

B , 3ZP  . 

7.11. Как изменится ранг матрицы, если: 

1) К матрице добавить строку; 

2) К матрице добавить столбец; 

3) К матрице добавить строку и столбец; 

4) К матрице приписать справа единичную матрицу. 

7.12. Указать возможные значения ранга матрицы A , если ее не нулевые 

элементы расположены только в последней строке и последнем столбце. 

7.13. Исследовать ранг матрицы, заданной над числовым полем, в зависимости 

от параметра: 

1) 






















1

1

1

; 
2) 

















21

21
; 

3) 




























321

321

321

; 4) 




























544

446

235

. 

7.14. Доказать, что система линейных уравнений bAx   над полем P  имеет 

решение тогда и только тогда, когда    bArgArg  . 

7.15. Показать, что для совместной над полем P  системы линейных уравнений 

bAx   ( nmPA  , 1 mPb ) количество свободных переменных равно 

Argn  , а число базисных переменных совпадает с рангом матрицы. 
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8. Контрольные работы. 

 

 
8.1. Найти общее решение системы линейных уравнений методом Гаусса—

Жордана, сделать проверку: 

1) 























66333

55323

44222

33212

A , 























6

7

4

5

b ; 2) 























86533

75523

64422

43312

A , 























6

7

4

5

b ; 

3) 























88533

78523

65422

45312

A , 























6

7

4

5

b ; 4) 



















 



771123

671113

87842

23712

A , 























7

8

2

7

b ; 

5) 



















 



751123

641113

86842

21712

A , 























7

8

2

7

b ; 6) 



















 



55923

44913

66642

11612

A , 























7

8

2

7

b ; 

7) 
























64840

1161371

32420

64840

A , 























4

5

2

4

b ; 8) 























881046

13101539

56644

76925

A , 























4

5

2

4

b ; 

9) 























891077

131115610

57675

77956

A , 























4

5

2

4

b ; 10) 























44715

561027

32403

24624

A , 























3

5

1

4

b ; 

11) 























6109119

714121813

57676

387107

A , 























3

5

1

4

b ; 12) 























68957

7101269

56645

36745

A , 























3

5

1

4

b ; 

13) 























44324

36336

32212

24224

A , 























3

6

1

4

b ; 14) 























68446

510558

56434

36335

A , 























3

6

1

4

b ; 
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15) 























610768

5149912

57545

38557

A , 























3

6

1

4

b ; 16) 























44324

36336

32212

24224

A , 























3

3

2

2

b ; 

17) 























610768

5127710

57545

38557

A , 























3

3

2

2

b ; 18) 























68546

510558

56434

36335

A , 























3

3

2

2

b ; 

19) 























68546

36334

56434

36335

A , 























3

1

2

2

b ; 20) 























44324

12112

32212

24224

A , 























3

1

2

2

b ; 

21) 























610768

38556

57545

38557

A , 























3

1

2

2

b ; 22) 























44325

32213

22213

24224

A , 























4

3

3

2

b ; 

23) 























66545

54433

54433

35334

A , 























4

3

3

2

b ; 24) 























88545

76433

65433

57334

A , 























4

3

3

2

b ; 

25) 























43233

43233

54354

97587

A , 























2

2

3

5

b ; 26) 























54444

65655

65565

108798

A , 























2

2

3

5

b ; 

27) 























78666

911988

77676

11108109

A , 























2

2

3

5

b ; 28) 























22233

33354

44466

55587

A , 























3

4

6

7

b ; 

29) 























44655

55776

66888

66798

A , 























3

4

6

7

b ; 30) 























66877

8810109

77999

778109

A , 























3

4

6

7

b . 
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8.2. Вычислить выражения EAA 32 , Eaaaa 3**1*21*  , Abb  (матрицы 

над числовым полем): 

1) 


















101

110

121

A , 




















1

2

1

b ; 2) 


















111

110

121

A , 


















1

2

1

b ; 

3) 


















111

111

121

A , 




















1

2

1

b ; 4) 


















111

112

121

A , 


















1

1

1

b ; 

5) 


















111

212

121

A , 


















1

1

1

b ; 6) 














 



111

212

121

A , 


















1

1

1

b ; 

7) 














 



211

212

121

A , 


















1

1

1

b ; 8) 














 



221

212

121

A , 


















1

0

1

b ; 

9) 














 



223

212

121

A , 


















1

0

1

b ; 10) 














 



223

232

121

A , 


















1

0

1

b ; 

11) 














 



223

232

121

A , 


















1

0

1

b ; 12) 














 



223

231

123

A , 


















1

0

1

b ; 

13) 














 



023

131

223

A , 


















1

0

1

b ; 14) 














 



013

101

223

A , 


















1

1

1

b ; 

15) 
























213

132

321

A , 




















1

2

2

b ; 16) 
























212

221

122

A , 




















1

1

0

b ; 

17) 
























112

211

121

A , 




















1

1

1

b ; 18) 
























112

211

121

A , 




















1

1

1

b ; 

19) 
























112

201

121

A , 




















1

1

1

b ; 20) 
























112

201

121

A , 




















1

1

1

b ; 
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21) 
























112

221

121

A , 




















1

1

2

b ; 22) 
























212

221

121

A , 




















1

1

2

b ; 

23) 
























212

221

141

A , 


















1

1

2

b ; 24) 
























222

241

141

A , 


















1

1

2

b ; 

25) 
























222

241

341

A , 


















1

1

1

b ; 26) 
























221

241

341

A , 


















1

1

1

b ; 

27) 






















211

241

341

A , 


















1

1

1

b ; 28) 






















111

241

341

A , 


















1

1

1

b ; 

29) 


















111

141

341

A , 


















1

1

1

b ; 30) 


















111

141

341

A , 


















1

1

1

b . 

8.3. Решить уравнение CBXA  , где CBA ,,  известные подстановки из 

7S , а X  неизвестная подстановка, которую надо найти. Сделать проверку.   

1) 









6421375

7654321
A , 











4175362

7654321
B , 











1765432

7654321
C ; 

2)  3,4,6,7,2,5,1A , 











4715362

7654321
B , 











7165432

7654321
C ; 

3) 









6423715

7654321
A , 

 4,7,6,2,1B , 











7615432

7654321
C ; 

4) 









6423751

7654321
A , 











4753162

7654321
B , 

 4,3,2,1C ; 

5)  4,6,7,3,5,2A , 











4753612

7654321
B , 

 3,2,1C ; 

6) 









6432715

7654321
A , 

 4,7,6,3B ,  2,1C ; 
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7) 









6432175

7654321
A , 











4756321

7654321
B , eC  ; 

8)  4,6,7,2,3,5,1A , 











7456321

7654321
B , 











6754321

7654321
C ; 

9) 









6413275

7654321
A , 

  4,62,1B , 











6754312

7654321
C ; 

10) 









6143275

7654321
A , 











7456132

7654321
B , 

  7,63,2,1C ; 

11)  7,2,3,4,5,1A , 











7451632

7654321
B , 

  7,64,3,2,1C ; 

12) 









1643725

7654321
A , 

 5,4,6,3,2,1B ,   7,65,4,3,2,1C ; 

13) 









6143725

7654321
A , 











7145632

7654321
B , 











7165432

7654321
C ; 

14)   4,6,7,35,1A , 











1745632

7654321
B , 











1765432

7654321
C ; 

15) 









6431725

7654321
A , 

  5,47,6,3,1B , 











1765423

7654321
C ; 

16) 









6437125

7654321
A , 











7145623

7654321
B , 

 6,5,4,3,1C ; 

17)   6,7,42,3,5,1A , 











7415623

7654321
B , 

 5,4,3,1C ; 

18) 









6437251

7654321
A , 

 4,6,3,1B ,  4,3,1C ; 
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19) 









6437521

7654321
A , 











7456123

7654321
B , 











7654123

7654321
C ; 

20)  4,6,7,5,3A , 











7456213

7654321
B , 











7654213

7654321
C ; 

21) 









6473512

7654321
A , 

   6,43,2B , 











7654231

7654321
C ; 

22) 









6473152

7654321
A , 











7452631

7654321
B , 

 4,3,2C ; 

23)  4,6,7,5,2,1A , 











7452613

7654321
B , 

 2,4,3,1C ; 

24) 









6417352

7654321
A , 

   4,6,23,1B ,   ,4,23,1C ; 

25) 









6147352

7654321
A , 











7451263

7654321
B , 

 4,2,3,1C ; 

26)  7,4,5,2,1A , 











7415263

7654321
B , 











7615243

7654321
C ; 

27) 









1647325

7654321
A , 

  5,46,2,3,1B , 











7165243

7654321
C ; 

28) 









6147325

7654321
A , 











1745263

7654321
B , 

 7,6,5,4,2,3,1C ; 

29)   6,7,45,1A , 

 7,6,2,4,5,3,1B , 











1762543

7654321
C ; 

30)  4,6,7,5,1A , 











7142563

7654321
B , 

  4,26,5,3,1C . 

8.4. Определить число нарушений порядка в подстановке nS4  в 

зависимости от n . Элементы i  вычисляется по формулам: 

1) 444  ini , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 

2412  ini , при nin 312  , 1416  ini , при nin 413  ; 
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2) 34  ii , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 284  nii , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

3) 34  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 184  nii , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

4) 34  ii , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 284  nii , 

при nin 312  , 4416  ini , при nin 413  ; 

5) 144  ini , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 

284  nii , при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

6) 34  ii , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 284  nii , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

7) 34  ii , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 2412  ini , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

8) 14  ii , при ni 1 , nii 44  , при nin 21  , 384  nii , при 

nin 312  , 2124  nii , при nin 413  ; 

9) 14  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , nii 84  , при 

nin 312  , 3124  nii , при nin 413  ; 

10) 14  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 384  nii , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

11) 344  ini , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 

384  nii , при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

12) 14  ii , при ni 1 , 248  ini , при nin 21  , 384  nii , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

13) 14  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 1412  ini , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

14) 14  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 384  nii , 

при nin 312  , 4416  ini , при nin 413  ; 

15) 344  ini , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 

384  nii , при nin 312  , 4416  ini , при nin 413  ; 

16) 14  ii , при ni 1 , 248  ini , при nin 21  , 384  nii , 

при nin 312  , 4416  ini , при nin 413  ; 

17) 14  ii , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 1412  ini , 

при nin 312  , 4416  ini , при nin 413  ; 

18) 344  ini , при ni 1 , 244  nii , при nin 21  , 

1412  ini , при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

19) 14  ii , при ni 1 , 248  ini , при nin 21  , 1412  ini , 

при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 
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20) 344  ini , при ni 1 , 248  ini , при nin 21  , 

1412  ini , при nin 312  , nii 124  , при nin 413  ; 

21) 12  ini , при ni 21  , 16  ini , при nin 412  ; 

22) ini  2 , при ni 21  , 14  ini , при nin 412  ; 

23) ii 4 , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 2412  ini , при 

nin 312  , 1416  ini , при nin 413  ; 

24) 444  ini , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 

2412  ini , при nin 312  , 1416  ini , при nin 413  ; 

25) 444  ini , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 

284  nii , при nin 312  , 1416  ini , при nin 413  ; 

26) 444  ini , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 

2412  ini , при nin 312  , 3124  nii , при nin 413  ; 

27) ii 4 , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 2412  ini , при 

nin 312  , 3124  nii , при nin 413  ; 

28) 444  ini , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 

2412  ini , при nin 312  , 3124  nii , при nin 413  ; 

29) 444  ini , при ni 1 , 348  ini , при nin 21  , 

284  nii , при nin 312  , 3124  nii , при nin 413  ; 

30) 444  ini , при ni 1 , 144  nii , при nin 21  , 

284  nii , при nin 312  , 1416  ini , при nin 413  . 

8.5. Вычислить определитель матрицы, заданной над полем Q , по правилу 

треугольника: 

1) 
















542

332

111

; 2) 
















562

342

111

; 3) 
















542

552

111

; 4) 
















642

442

111

; 

5) 
















542

772

111

; 6) 
















642

442

111

; 7) 
















744

334

112

; 8) 
















381

392

111

; 

9) 
















341

5112

111

; 10) 
















331

7122

111

; 11) 
















334

349

115

; 12) 
















342

345

103

; 

13) 
















352

365

113

; 14) 


















362

141

3101

; 15) 
















355

141

396

; 16) 
















345

141

386

; 
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17) 
















335

141

376

; 18) 
















336

142

378

; 19) 
















337

143

3710

; 20) 
















355

151

3106

; 

21) 
















345

151

396

; 22) 
















346

152

398

; 23) 
















347

153

247

; 24) 
















336

152

236

; 

25) 
















312

123

324

; 26) 
















312

123

335

; 27) 
















 532

123

335

; 28) 
















232

123

136

; 

29) 
















032

125

136

; 30) 
















 162

125

156

. 

  

8.6. Вычислить определитель матрицы, заданной над полем Q , приведением 

ее к треугольному виду: 

1) 























11121

17644

18744

14444

15656

; 2) 























11121

17644

18744

13545

15656

; 3) 























11121

17644

18744

10222

15656

; 

4) 























11112

32135

53246

11125

11134

; 5) 

























32222

53245

74356

32248

32278

; 6) 

























32222

53245

74356

32237

32278

; 

7) 

























32222

53245

74356

64427

32289

; 8) 























32222

53245

74356

64458

32256

; 9) 























32222

53245

74356

322610

32278

; 
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10) 























32222

53245

74356

64458

32268

; 11) 























32222

53245

74356

64458

32267

; 12) 























32222

53245

74356

64447

32267

; 

13) 























32222

53245

74356

64458

32279

; 14) 























32222

53245

74356

64447

32256

; 15) 























32222

53245

74356

32259

32278

; 

16) 























32222

53245

74356

32248

32278

; 17) 























32222

53245

74356

32237

32278

; 18) 























32222

53245

74356

64448

32278

; 

19) 























32222

53245

74356

64469

32256

; 20) 























32222

53245

74356

64446

33256

; 21) 























32222

53245

74356

64437

32278

; 

22) 























32222

53245

74356

64426

32278

; 23) 























32222

53245

74356

64415

32278

; 24) 























11122

32145

53256

11135

11156

; 

25) 

























44223

66325

65468

32324

21253

; 26) 

























44243

66335

65468

32324

21253

; 27) 























44242

66335

65468

32334

21253

; 
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28) 























44542

66345

65469

32338

21253

; 29) 























44542

66545

65469

32348

21254

; 30) 























44543

66557

65569

33343

31259

. 

8.7. Вычислить определитель матрицы, заданной над полем Q : 

 а) приведением к треугольному виду; 

 б) с помощью теоремы Лапласа, раскладывая по «выгодным» строчкам 

или столбцам; 

1) 























00302

14441

41041

34443

00331

; 2) 























33332

30213

01044

12244

03040

; 3) 























04020

41333

03032

30322

41143

; 

4) 























02244

42433

30304

41422

10004

; 5) 























23443

13312

02202

23340

00404

; 6) 























44102

00033

41243

24423

30044

; 

7) 























44021

00113

32123

00230

33144

; 8) 























14333

04400

31233

01202

20134

; 9) 























11431

04033

12333

03040

41104

; 

10) 























30400

32012

23244

43200

43221

; 11) 























10434

04100

43142

12300

23222

; 12) 























01004

13421

03104

21110

33432

; 
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13) 























04004

30341

41334

12441

02302

; 14) 























43021

00320

14424

11442

01320

; 15) 























30400

43041

41114

22111

30203

; 

16) 























10022

14320

24214

00021

14242

; 17) 























22204

00013

32143

11224

00333

; 18) 























00321

44114

00420

41402

44231

; 

19) 























00211

23214

00310

14112

33021

; 20) 























23333

40130

13322

20030

13204

; 21) 























24040

21111

14442

33404

30030

; 

22) 























02343

20104

33441

30001

32341

; 23) 























10300

33434

40310

44022

12321

; 24) 























14432

43100

31112

03200

20124

; 

25) 























00103

13312

01303

22430

34142

; 26) 























04002

30131

42214

22242

02022

; 27) 























20100

41413

03134

42300

23134

; 

28) 























24010

32334

40030

02241

31132

; 29) 























20210

31202

14123

32413

00420

; 30) 























23332

40200

24443

44031

34200

. 
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8.8. Разложить определитель матрицы, заданной над полем Q , по первым 

двум строкам, и вычислить его: 

1) 























12645

13213

25432

11121

12221

; 2) 























12615

13223

25432

11131

13331

; 3) 























12615

13223

25432

11231

12231

; 

4) 























12615

13223

25432

11111

12222

; 5) 























12615

13223

25432

11112

12222

; 6) 























12615

13223

25432

12112

23223

; 

7) 























12615

13223

25432

12112

13113

; 8) 























12615

13223

25432

33332

44443

; 9) 























12615

13223

25432

23333

34444

; 

10) 























12615

13223

25432

23233

34344

; 11) 























12615

13223

25432

23332

34443

; 12) 























12615

13223

25432

23223

11111

; 

13) 























22415

13123

15022

23223

11111

; 14) 























22415

13123

15022

23233

11111

; 15) 























22415

13123

15022

10101

21212

; 

16) 























22415

13123

15022

10001

21112

; 17) 























22415

13123

15022

10011

21122

; 18) 























22415

13123

15022

10010

21121

; 
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19) 























22415

13123

15022

10110

21221

; 20) 























22415

13123

15022

11110

02221

; 21) 























22415

13123

15022

11111

02020

; 

22) 























22415

13123

15022

11101

01010

; 23) 























22415

13123

15022

10101

01100

; 24) 























22415

13123

15022

00111

01110

; 

25) 























22415

13132

12022

11211

11111

; 26) 























34154

13132

12022

21211

11111

; 27) 























24154

13132

12022

21221

11111

; 

28) 























24154

13132

12122

21222

11111

; 29) 























24151

22141

11122

21222

12111

; 30) 























24151

22241

11122

23222

12111

. 

8.9. Используя формулу, найти обратную матрицу и сделать проверку: 

1) 
















132

321

221

; 2) 
















132

421

221

; 3) 
















132

311

121

; 4) 
















132

411

121

; 

5) 
















132

412

121

; 6) 
















132

512

121

; 7) 
















122

412

121

; 8) 
















312

532

323

; 

9) 
















312

632

323

; 10) 
















412

232

323

; 11) 
















412

332

323

; 12) 
















312

132

123

; 

13) 
















312

232

123

; 14) 
















312

332

323

; 15) 
















312

432

123

; 16) 
















422

232

213

; 
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17) 
















522

432

113

; 18) 
















422

232

113

; 19) 
















421

232

113

; 20) 
















421

232

213

; 

21) 
















421

232

313

; 22) 
















321

133

313

; 23) 
















341

233

313

; 24) 
















341

233

314

; 

25) 














 

542

453

325

; 26) 














 

543

342

322

; 27) 














 

543

342

312

; 28) 
















513

312

957

; 

29) 
















513

312

967

; 30) 
















513

312

958

. 

  

8.10. Найти обратную матрицу и сделать проверку: 

1) 





















3232

3243

3264

4386

; 2) 





















0232

1343

0264

1386

; 3) 





















1232

3343

1264

3386

; 

4) 























1343

1121

0264

1386

; 5) 





















4332

3121

4364

5586

; 6) 





















3332

2121

3363

4585

; 

7) 





















3532

4943

3564

4986

; 8) 





















3232

5454

3274

43107

; 9) 





















3232

6565

3264

43108

; 

10) 





















3232

4343

3285

4375

; 11) 





















4232

5343

4285

5375

; 12) 





















3332

4543

3385

4575

; 

13) 





















4232

5343

42105

5385

; 14) 

























5032

6143

5085

6175

; 15) 





















5232

6343

52105

6385

; 
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16) 





















4343

5454

1095

4375

; 17) 





















4343

6454

2095

5375

; 18) 





















6343

7454

3095

6375

; 

19) 





















4343

6454

20125

5385

; 20) 





















4343

9595

1095

4375

; 21) 





















8585

3232

1095

4375

; 

22) 





















12585

5232

3185

5285

; 23) 





















81155

3422

1185

3475

; 24) 





















81155

3422

1145

3445

; 

25) 



























1321

2733

1041

2807

; 26) 



























1321

2710

2565

2841

; 27) 



























1321

2710

2565

0151

; 

28) 





















1321

2710

2566

1244

; 29) 





















1321

2733

2543

1132

; 30) 





















1221

2534

2361

1417

. 

8.11. Решить крамеровскую систему линейных уравнений bAx   по правилу 

Крамера, проверить найденное решение (система задана расширенной 

матрицей  bA ): 

1) 





















29644

26342

33232

12021

; 2) 





















26342

23322

32121

11011

; 3) 





















23322

26342

31111

12321

; 

4) 





















33311

16321

21111

12121

; 5) 





















31133

12163

21111

12121

; 6) 





















01133

12369

11111

12323

; 
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7) 





















02233

14669

11122

12343

; 8) 





















02436

14669

11224

12344

; 9) 























02412

14623

11224

12346

; 

10) 





















11224

11122

02436

12236

; 11) 





















11122

12141

02232

14265

; 12) 





















12142

11123

04263

02233

; 

13) 





















51326

21122

82639

32233

; 14) 





















16946

03624

14669

02436

; 15) 





















74669

76496

42346

43264

; 

16) 





















94669

52436

96946

53624

; 17) 





















124669

52233

126946

53322

; 18) 





















16293

02233

19362

03322

; 

19) 





















13232

12121

29632

26321

; 20) 





















11010

22121

23010

36321

; 21) 





















31133

52163

13311

36321

; 

22) 





















01313

01111

23913

13311

; 23) 





















102613

52211

143913

73311

; 24) 





















15623

13412

15946

13624

; 

25) 





















19331

13612

13162

11224

; 26) 





















16321

23913

12142

21326

; 27) 





















16231

12412

23193

21236

; 

28) 





















15432

14623

13264

12346

; 29) 





















312431

34812

13131

11212

; 30) 





















312341

13311

34182

11122

. 
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8.12. Вычислить ранг матрицы: 

1) методом окаймляющих миноров; 

2) элементарными преобразованиями строк и столбцов. 

1) 





















2422

1211

5353

4332

; 2) 





















2422

1211

3253

2232

; 3) 





















4200

2100

4142

3121

; 

4) 





















5411

4522

6564

91065

; 5) 





















5221

4142

4174

9495

; 6) 





















1021

2042

4274

5295

; 

7) 





















2221

4442

7774

9995

; 8) 





















4321

8642

9874

7653

; 9) 





















4321

8642

9873

7652

; 

10) 





















4321

8642

9873

7652

; 11) 





















3221

6442

9794

5452

; 12) 





















5441

7552

108104

6562

; 

13) 





















1021

5321

8673

4331

; 14) 





















 3201

6431

9783

5441

; 15) 





















5583

4473

77125

5583

; 

16) 





















5579

4456

77911

5579

; 17) 





















3357

3345

66810

4468

; 18) 





















2246

1123

4468

3357

; 

19) 





















4446

2223

5568

4457

; 20) 





















5546

4423

7768

5557

; 21) 





















6746

6823

91168

6757

; 
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22) 





















4546

5723

81068

5657

; 23) 





















4546

5723

7945

4534

; 24) 





















4522

5711

7933

4522

; 

25) 





















2141

1222

4163

2233

; 26) 





















2121

1222

4143

2233

; 27) 





















2111

1222

1133

2233

; 

28) 





















12642

6321

8442

4221

; 29) 





















12642

6321

8442

4221

; 30) 





















12462

8442

6231

4221

. 

8.13. Исследовать ранг матрицы, в зависимости от параметра  : 

1) 




























333

222

111

; 2) 




























333

222

111

; 

3) 




























111

223

111

; 4) 




























214

124

011

; 

5) 




























6137

5116

495

; 6) 




























411

212

114

; 

7) 




























215

415

112

; 8) 




























345

111

244

; 

9) 




























113

112

103

; 10) 




























621

511

1562

; 

11) 




























6918

31218

269

; 12) 




























421

531

1564

; 
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13) 






















221

041

04







; 14) 






















3618

3918

2612







; 

15) 




























496

375

254

; 16) 






















763

12104

323







; 

17) 




























841

1362

331

; 18) 




























776

874

431

; 

19) 




























202

020

002

; 20) 




























713

734

1024

; 

21) 




















10142

681

33







; 22) 






















21266

17215

111







; 

23) 






















11236

9195

14308







; 24) 




























111

122

254

; 

25) 




























222

333

111

; 26) 




























6137

516

495

; 

27) 






















776

874

431







; 28) 


























200

044

01

; 

29) 






















201

335

212







; 30) 




























211

212

112

. 

8.14. Показать эквивалентность матриц A  и B , найти трансформирующие 

матрицы, произвести проверку: 

1) 


















11

22

21

A , 


















11

57

01

B ; 2) 


















21

11

21

A , 


















12

47

13

B ; 
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3) 


















11

11

11

A , 


















11

13

24

B ; 4) 


















12

21

11

A , 


















21

44

56

B ; 

5) 


















24

12

12

A , 


















42

84

105

B ; 6) 


















10

01

11

A , 


















118

64

75

B ; 

7) 


















11

22

21

A , 


















11

57

01

B ; 8) 


















11

01

11

A , 


















912

57

68

B ; 

9) 


















12

01

12

A , 


















1215

79

810

B ; 10) 


















10

01

10

A , 


















69

35

46

B ; 

11) 






















02

11

11

A , 


















21

22

21

B ; 12) 






















01

12

21

A , 


















67

34

44

B ; 

13) 






















01

12

32

A , 


















69

35

45

B ; 14) 






















01

23

32

A , 


















66

34

43

B ; 

15) 




















11

11

11

A , 


















24

22

32

B ; 16) 






















11

11

11

A , 














 



66

22

10

B ; 

17) 


















11

11

11

A , 


















64

64

32

B ; 18) 


















11

11

01

A , 


















106

43

11

B ; 

19) 




















11

11

01

A , 




















62

01

11

B ; 20) 




















11

11

01

A , 


















64

43

11

B ; 

21) 


















21

01

01

A , 


















64

22

11

B ; 22) 


















21

01

21

A , 




















20

64

53

B ; 
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23) 


















21

21

21

A , 


















40

84

53

B ; 24) 


















71

10

31

A , 




















53

53

74

B ; 

25) 


















13

32

21

A , 


















138

107

22

B ; 26) 


















31

22

13

A , 


















118

128

64

B ; 

27) 


















21

21

11

A , 


















85

85

32

B ; 28) 


















12

12

11

A , 


















75

75

32

B ; 

29) 


















12

21

01

A , 


















610

59

01

B ; 30) 


















12

01

10

A , 


















35

610

23

B ; 
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9. Решения, указания 
 

 

1.8. Применим метод Гаусса (без перестановки строк) к системе 

линейных уравнений, и пометим уравнения вида 0=0. Удалив из исходной 

системы помеченные уравнения, получим равносильную ей систему 

уравнений. Количество уравнений системы не превосходит 1n , если 

система не совместна, и n , если система совместна.  

1.10. Применим метод Гаусса к системе линейных уравнений 0Ax . 

Свободных переменных в полученной системе нет (иначе более одного 

решения). Поскольку количество уравнений равно числу переменных, то в 

процессе применения метода Гаусса, уравнений вида 00   не получаются. 

Метод Гаусса от b  не зависит, следовательно, при любом b  получим, что 

bAx   имеет единственное решение.  

1.12. Для прибавления к строке матрицы другой строки, умноженной на 

константу, потребуется  12 n  умножений и сложений. На исключение 

базисной переменной из 1m  уравнения понадобится    112  mn  

операций. Ещѐ 1n  операций потребуется на умножение строки, из которой 

выражается базисная переменная. Поскольку количество базисных 

переменных не превосходит m , то общее количество операций не 

превосходит     22121 nmmmn  . 

2.13. При следующей расстановке скобок     HGFDC   

количество операций равно 198. 

2.16. 1) По правилу умножения матриц      


n
j

s
iij aXbY

1 1   . В 

то же время, элемент столбца y , расположенный в строке   irj 1 , равен 

      
n

s
s

ijirj xbay
1 111    . Не трудно убедиться, что 

   ijirj Yy 1 .  

2) В зависимости от расстановки скобок потребуется либо 

rmrnrnmrsn  22 , либо smrmrsmmsn  22  операций сложения и 

умножения. 

3.5. Представим подстановку в виде совокупности независимых циклов 

   5,4,6,9,38,27,10,1
76214359810

10987654321









. Поскольку 

   7,10,17,10,1
100

 ,   e
100

8,2  и   e
100

5,4,6,9,3 , то 



















79816543210

10987654321

76214359810

10987654321
100

. 

3.8. Цикл  kiii ,,, 21   длины k  представляется в виде произведений 

1k  транспозиций:        kk iiiiiiiii ,,,,,, 1312121   . Разложив 



73 

 

подстановку в произведение независимых циклов, и далее, каждый цикл - в 

произведение транспозиций, получим разложение подстановки в 

произведение не более чем 1n  транспозиции. 

3.9. 1) Следует из задачи 3.8. и равенства        ijiji ,1,1,1,  .  

2) Следует из задачи 3.8. и равенства        1,,11,,  iijiiiji . 

4.4. Подматрицу A , полученную вычеркиванием столбцов с номерами 

k ,,, 21   и первых k  строк, обозначим 








k

k
A

 



1

1
. Для числовой 

последовательности k ,,, 21   определим величину k , равную количеству 

членов последовательности, меньших чем k . Согласно определению, сумма 

k 2  равна количеству таких пар, что ji   и ji   . Значит, для 

подстановки nS  имеем 
 

  


  2

1
1

nnn

i i , где    - количество 

инверсий. Столбец k  матрицы A  в подматрице 






 

11

11

k

k
A

 


 имеет номер 

kk   , следовательно, разложив по первой строке, получим 

 
 























  n

k
k

k kkk

k

kk
k

Aa
k

A

11 ,,,1 1

1

11

1
1

11






  






. Последовательно 

раскладывая по первой строке, выводим    



 

n

n

n
k kk

S
naaA




 
1

1
1

1
1 . 

Поскольку 
 

  


  2

1
1

nnn

k k  и 
 

2

1
11


 

nn
k

n

k

n

k k , то 

получаем требуемое. 

4.14. 1) По определению    
nS nn

aaA 



11

1 
  . Подстановки   

и 11

1













n

n




 имеет одинаковую четность. Отображение множества 

nS  в себя, которое ставит в соответствие каждой подстановке обратную к 

ней, является биекцией. Следовательно, суммы    
nn

nS
aaA 






111 
  

и    
nn

nS
aaA 






1
1 11 


   отличаются только перестановкой 

слагаемых, и, значит равны. 

2) Обозначим через B  матрицу, полученную из A  перестановкой i  и j  

строк. По определению    
njin

nijS
aaaaB 






111 
 . 

Подстановка 













nij

nji

 



1

1
 представляется в виде 
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произведения подстановок   ji, , и, следовательно, ее четность на 1 

отличается от четности  . Отображение множества nS  в себя, которое ставит 

в соответствие каждой подстановке   произведение   ji, , является 

биекцией. Следовательно, суммы    
nn

nS
aaA 






111 
  и 

  
 

nn
nSji

aaB 





11,
1 

  отличаются только перестановкой и 

противоположным знаком слагаемых, и, значит BA  .  

3) Пусть в матрице A  равны i  и j  строки. Для подстановки   

определим подстановку     ji, . Очевидно,   , и слагаемые 

   
nnaa 

 
111  и    

nnaa 
 

111  отличаются только знаком. Группируя 

соответствующим образом слагаемые в определителе, получим равенство 

0A , что и требовалось доказать. 

4) Пусть B  - матрица, полученная из A  прибавлением j  строки, 

умноженной на  , к i  строке. Так как 

     
niin

njiS
aaaaB 




    111 , то раскрыв скобки, получим 

   
  nn

nS
aaB 






111     
nin

njS
aaa 




 

111 
 . Вторая 

сумма представляет собой определитель матрицы с двумя одинаковыми 

строками ( i  и j ), и, следовательно, равна 0. Первая сумма суть определитель 

матрицы A . 

5) Пусть матрица A  имеет нижне треугольный вид (иначе 

транспонируем). По определению    
nn

nS
aaA 






111 
 . Поскольку 

0
iia   только при ii  , то единственное не нулевое слагаемое этой суммы 

получается при ii  , что соответствует тождественной подстановке. То есть 

nnaaA 11 , что и требовалось доказать. 

4.15. 1) Для нижне-треугольной матрицы из рекуррентного определения 

определителя выводим   











1

1
1 11

11
AaA . Матрица 









1

1
A  — нижне 

треугольная. Воспользовавшись методом математической индукции по 

размеру матрицы, получим требуемое утверждение. 

2) Из рекуррентного определения определителя выводим равенства: 

 














n

j
j

j

j
AaA

1
1

1 1
1  и     



































ij
Aa

ij
Aa

j
A

n

ji
i

i
j

i
i

i 21
1

21
1

1

1
2

1

1
2

1
. 

Подставим вместо минора его выражение 

      
 








































n

j

n

ji
i

i
j

i
i

i
j

j

ij
Aa

ij
AaaA

1 1
2

1

1
2

1
1

1 21
1

21
11  и раскроем 
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скобки     
















 









ij
Aaa

ij
AaaA

nij
ij

ij

nji
ij

ij 21
1

21
1

1
21

1

1
21 . 

Поскольку 

















ji
A

ij
A

2121
, то группируя соответствующие слагаемые, 

выводим    














nji
ijji

ij

ij
AaaaaA

1
2121

1 21
1 , что и требовалось. 

3) При перестановке первых двух строк меняет знак множитель 

ijji aaaa 2121  , а множитель   











ij
A

ij 21
1

1
 не меняется. Следовательно, 

при перестановке первых двух строк, в сумме 

   














nji
ijji

ij

ij
AaaaaA

1
2121

1 21
1  каждое слагаемое меняет знак, а 

значит и определитель матрицы меняет знак. 

4) Доказательство проведем методом математической индукции по i . 

Основание индукции 2i  суть свойство 3. Считая, утверждение 

справедливым при 1i , докажем его для i . Перестановка первой и i -й 

строки сводится к последовательным перестановкам: первой и второй строк, 

далее, – второй и i -й строк, а затем – первой и второй строк 

(        2,1,22,1,1  ii ). Для доказательства утверждения достаточно 

показать, что перестановка i  и второй строки матрицы меняет знак еѐ 

определителя. Этот факт вытекает из рекуррентного определения 

 














n

j
j

j

j
AaA

1
1

1 1
1  и предположения индукции, примененного к 

матрицам 








j
A

1
. 

5) Поскольку транспозиция  ji,  раскладывается в произведение 

     iji ,1,1,1  , то утверждение следует из четвертого свойства. 

6) Для доказательства достаточно рассмотреть случай, когда к первой 

строке прибавляется вторая, умноженная на K  (иначе переставим 

строки), и воспользоваться формулой свойства 2. 

7) Для доказательства достаточно рассмотреть случай, когда равны 

первые две строки (иначе переставим), и воспользоваться формулой свойства 

2. 

8) Доказательство проведем методом математической индукции по 

порядку матрицы. Основание индукции 2n  — очевидно. Пусть оно 

справедливо для всех матриц порядка 1n . Тогда, при 1, ji , справедливы 
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равенства   

















 1

1
1

1

2
2

j

i
Aa

j
A

n

i
i

i
 (разложение по первому столбцу) и 

  

















 j

i
Aa

i
A

n

j
j

j

1

1
1

1 2
1  (разложение по первой строке). Далее, из 

разложения по первой строке     
 






















n

j

n

i
i

i
j

j

j

i
AaaAaA

2 2
21

1
11

1

1
11

1

1
, 

и поменяв суммы местами, получим   
















 





1
1

1

1

2
2

1
11

i
AaAaA

n

i
i

i
, что и 

требовалось доказать. 

9) Доказательство проведем методом математической индукции по 

порядку матрицы. Основание индукции 2n  — очевидно. Пусть оно 

справедливо для всех матриц порядка 1n . Тогда из разложения по первому 

столбцу   







 






1
1

1
1

1 i
AaA

n

i
i

i
 и предположения индукции 


















i
A

i
A

1

1
 

выводим   A
i

AaA
n

i
i

i













 1
1

1
1

1
 (разложение по первой строке), что и 

требовалось доказать. 

4.16. Множество таких подстановок nS , что   ji  , обозначим ijS , а 

множество натуральных чисел от 1 до n  без i  — через in . Пусть  11 ,, nii   и 

 11 ,, njj   упорядоченные по возрастанию элементы множеств in  и jn , 

соответственно. Произвольную подстановку ijS  представим следующим 

образом: 


















11

11

n
jjj

iii n







, где 1 nS . Количество инверсий равно 

  1 j , поэтому, при ijS , произведение    
nnaaa 

 
21 211  равно 

     

1111
11

1






nn jijiij
j

aaa


  . Следовательно, 

     

11111
11

1

1


 




nnn
jijiS

n

j ij
j

aaaA





 , а так как 

   











  j

i
Aaa

nnn
jijiS 11111

1





 , то получаем разложение по i  строке 

  












j

i
AaA ij

jin
j 1

1 . Третье и первое (при 1i ) равенства доказаны. 

Второе и четвертое равенства вытекают из доказанных равенств и того факта, 

что определитель не меняется при транспонировании матрицы (4.13. 1) 
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4.22. Рассмотрим определитель  nW  ,,1   как функцию от 

переменной n . 

Эта функция является многочленом степени 1n , с коэффициентом при 

старшей степени равным  11 ,, nW   , и корнями в точках 11 ,, n   

(определитель матрицы с двумя равными строками равен 0). Следовательно, 

справедливо равенство      


 
1

1111 ,,,,
n

i innn WW   , из 

которого выводим    



nji

ijnW
1

1 ,,   . 

4.24. Элементы искомой матрицы принимают значения 1 . Можно 

считать, что в первой строке и первом столбце расположены 1. С точностью 

до перестановки строк имеется 2 варианта: 4

111

111

111





  и 4

111

111

111





 . 

5.12. 1) Из равенства 

















 









CBDAC

A

A

BE

DC

BA 0

0
, по формуле 

Бине—Коши, учитывая, что A
A

BE








 

0
 и CBDAA

CBDAC

A












0
, 

выводим CBDAAA
DC

BA









. Если 0A , то утверждение доказано. 

Если 0A , то в проведенных построениях заменим матрицу A  на tEA . 

Обе части равенства CBtDDAtEAtEA
DC

BtEA








 
 поделим 

на многочлен tEA  и подставим 0t , получим CBDA
DC

BA









. 

2) Утверждение сводится к предыдущему, транспонированием матрицы. 
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