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Введение

Многие задачи принятия оптимальных решений, возникающие в
различных сферах человеческой деятельности, могут быть сформу-
лированы как задачи оптимизации. При быстро возрастающей слож-
ности оптимизируемых объектов совершенно естественным являет-
ся и усложнение их математических моделей, что, как следствие,
значительно затрудняет поиск оптимальной комбинации параметров.
Очень часто не представляется возможным найти такую комбинацию
аналитически и возникает необходимость построения численных ме-
тодов для ее поиска.

Проблема численного решения задач оптимизации, в свою оче-
редь, может быть сопряжена со значительными трудностями. Во мно-
гом они связаны с размерностью и видом оптимизируемой целевой
функции. Задачи, рассматриваемые в данном пособии, характеризу-
ются целевой функцией со следующими свойствами. Во-первых, она
может быть многоэкстремальной, недифференцируемой и, более то-
го, заданной в форме черного ящика (т. е. в виде некоторой вычисли-
тельной процедуры или прибора, на вход которого подается аргумент,
а на выходе наблюдается соответствующее значение функции). Во-
вторых, каждое вычисление функции в некоторой точке допустимой
области может требовать значительных вычислительных ресурсов.

Увеличение числа прикладных проблем, описываемых математи-
ческими моделями подобного типа, и бурное развитие вычислитель-
ной техники вызвали значительный интерес к указанным задачам
и инициировали развитие глобальной оптимизации как области ма-
тематического программирования, занимающейся разработкой тео-
рии и методов решения многоэкстремальных оптимизационных за-
дач. При этом большое практическое значение имеют не только мно-
гомерные, но и одномерные задачи поиска глобально-оптимальных
решений, часто встречающиеся, например, в электротехнике и элек-
тронике. За рубежом вопросам численного решения одномерных и
многомерных проблем глобальной оптимизации посвящена обширная
литература, издаются специализированные научные журналы и се-
рии монографий. К сожалению, в последние пятнадцать-двадцать
лет публикации на эту тему на русском языке были достаточно ред-
ки.

Численные методы глобальной оптимизации существенно отли-
чаются от стандартных локальных методов поиска, которые часто
неспособны найти глобальное (т. е. абсолютно лучшее) решение рас-
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сматриваемых задач в силу многоэкстремальности целевой функции.
Локальные методы, как правило, оказываются не в состоянии по-
кинуть зоны притяжения локальных оптимумов и, соответственно,
упускают глобальный оптимум. Использование же найденных ло-
кальных решений может оказаться недостаточным, поскольку гло-
бальное решение может дать существенный выигрыш по сравнению
с локальными.

Ввиду высокой сложности таких задач их не могут эффектив-
но решать и простые переборные подходы. Возможность построе-
ния адаптивных схем, отличных от переборных, для быстрого поиска
глобального решения многоэкстремальных задач связана с наличи-
ем и учетом априорных предположений о характере рассматриваемой
проблемы. Такие предположения играют ключевую роль при постро-
ении быстрых алгоритмов глобального поиска и служат основным
математическим инструментом для получения оценок глобального
решения после остановки алгоритма.

Для многих практических задач (таких как, например, решение
систем нелинейных уравнений и неравенств; оптимизация иерархи-
ческих моделей, связанных с задачами размещения, системами об-
служивания и т. п.) типичным является предположение о липшице-
вости функций, характеризующих исследуемую систему. Это связано
с тем, что отношения приращений функций к соответствующим при-
ращениям аргументов обычно не могут превышать некоторого поро-
га, определяемого ограниченной энергией изменений в системе, ко-
торый может быть описан с использованием константы Липшица.
Разработкой теории и методов численного решения задач подобно-
го типа занимается липшицева глобальная оптимизация. Важность
данной подобласти глобальной оптимизации объясняется как нали-
чием большого числа прикладных задач, моделируемых при помощи
липшицевых функций, так и обширностью класса таких функций.
Актуальной проблеме разработки эффективных алгоритмов для ре-
шения одномерных и многомерных задач липшицевой глобальной оп-
тимизации и посвящено это пособие. Обширный список литературы
поможет читателю в дальнейшем освоении предмета.

В заключение этого небольшого вводного параграфа авторы хо-
тели бы выразить свою глубокую благодарность В. А. Гришагину
за многолетнюю дружескую поддержку и плодотворное сотрудниче-
ство.
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1. Постановка задачи

1.1. Общая задача глобальной оптимизации

Глобальная оптимизация как область математического програм-
мирования занимается разработкой методов, призванных решать за-
дачи отыскания точек x∗ и значения f(x∗) абсолютного (глобального)
минимума многоэкстремальной многомерной функции (действитель-
ной или целочисленной) при наличии ограничений, которые в свою
очередь могут быть многоэкстремальными функциями. В общем виде
задача глобальной оптимизации может быть сформулирована следу-
ющим образом:

f∗ = f(x∗) = min f(x), x ∈ Ω ⊂ RN , (1)

где область Ω определяется как

Ω = {x ∈ D : gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m}, (2)

D = {x ∈ RN : a(j) ≤ x(j) ≤ b(j), 1 ≤ j ≤ N}. (3)

В формулах (1)–(3) величина N есть размерность задачи, функция
f(x) называется целевой функцией, функции gi(x), 1 ≤ i ≤ m, – огра-
ничениями задачи, область Ω – допустимой областью или допусти-
мым множеством, множество D – областью поиска и, наконец, точ-
ка x∗ – глобальным решением. Предполагается, что функции f(x)
и gi(x), 1 ≤ i ≤ m, являются функциями действительного переменно-
го, заданными на множестве D из (3). Допустимая область Ω может
состоять из несвязных и невыпуклых подобластей. В общем случае
ограничения (и целевая функция) могут быть определены не на всей
области поиска D: в частности, ограничение gj+1(x) (или же целе-
вая функция f(x)) может быть определено только в подобласти, где
gj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m. В таком случае задача (1)–(3) называется зада-
чей с частично определенными ограничениями. Существуют и дру-
гие варианты постановки общей задачи глобальной оптимизации (см.,
например, [11,16,30,52,79,95,107,109,129,156]).

Отметим, что при решении задачи (1)–(3), наряду с теоретической
постановкой проблемы:

(П1) «Построить алгоритм, способный остановиться по истечении ко-
нечного числа итераций и вернуть некоторое значение f∗ε , яв-
ляющееся ε-приближением глобального минимума f∗»,
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чаcто используется и более практическая постановка, которая не тре-
бует доказательства того, что в результате поиска была получена
ε-аппроксимация глобального минимума f∗:

(П2) «Построить алгоритм, способный остановиться по истечении ко-
нечного числа итераций и вернуть наименьшее найденное зна-
чение функции f(x)».

При рассмотрении положения (П2) найденное решение либо прини-
мается пользователями (инженерами, физиками, химиками и т. д.)
в качестве глобального решения поставленной задачи, либо поиск
повторятся с измененными значениями параметров алгоритма (см.
[151]). В дальнейшем изложении будут использоваться оба положе-
ния, (П1) и (П2).

Постоянно растущий интерес к глобальной оптимизации объясня-
ется как увеличением числа прикладных задач принятия решений,
описываемых многоэкстремальными функциями, так и бурным раз-
витием вычислительной техники. Повышенному вниманию к этой об-
ласти оптимизации способствует также тот факт, что во многих прак-
тических задачах требуется найти не локальное, а глобальное, т. е.
наилучшее, решение. При этом часто в прикладных задачах целевая
функция и ограничения задаются в виде черного ящика (т. е. в виде
некоторой вычислительной процедуры или прибора, на вход кото-
рого подается аргумент, а на выходе наблюдается соответствующее
значение функции), являются недифференцируемыми и сложными
с вычислительной точки зрения (см., например, [35,118,129,156]).

На рис. 1 приведен пример двумерной многоэкстремальной це-
левой функции (из класса функций, рассмотренного в [29]). Поиск
глобального оптимума функций такого типа необходим, например,
в задачах оценки максимального напряжения (определяющего проч-
ность) в тонкой упругой пластине при действии на нее поперечной
нагрузки (см. [9]). Использование только теории и методов нелиней-
ной локальной оптимизации (подробно изложенных во множестве ра-
бот, см., например, [3,6,20,39,76]) часто оказывается недостаточным
для успешного решения таких задач в силу наличия нескольких ло-
кальных минимумов, имеющих разные значения функции. Локаль-
ные методы, как правило, оказываются не в состоянии покинуть зоны
притяжения локальных оптимумов и, следовательно, упускают гло-
бальный экстремум. Использование же найденного локального реше-
ния обычно является недостаточным, поскольку глобальное решение
может дать существенный выигрыш по сравнению с локальным.
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Рис. 1: Пример двумерной многоэкстремальной целевой функции

Необходимо отметить, что практическую ценность имеют не толь-
ко многомерные оптимизационные задачи, но и одномерные. Такие
задачи нередко встречаются, например, в электротехнических при-
ложениях (см. [62, 63, 68, 69, 105, 106, 120, 147, 156]). Для иллюстрации
рассмотрим следующий пример (см. [146]). Пусть имеется некий пере-
датчик (скажем, мобильный телефон стандарта GSM1) с амплитудой
сигнала A(x) в частотном интервале [a, b] и требуется определить ча-
стоту x∗ ∈ [a, b], при которой мощность p(x) передаваемого сигнала
максимальна. При этом амплитуда A(x) должна находиться внутри
маски, задаваемой некоторыми функциями l(x) и u(x), т. е. должны
выполняться неравенства l(x) ≤ A(x) ≤ u(x). Форма маски определя-
ется как требованиями международных стандартов, так и конструк-
тивными особенностями передатчика. Если при некоторой частоте ζ
оказывается, что A(ζ) > u(ζ) или A(ζ) < l(ζ), то передача сигна-

1Global System for Mobile communications – глобальный цифровой стандарт
для мобильной сотовой связи, разработанный под эгидой Европейского института
стандартизации электросвязи (ETSI) в конце 80-х годов XX века.
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ла прекращается и функция p(ζ) становится неопределенной (случай
частично определенной целевой функции).

Разнообразие задач глобальной оптимизации влечет за собой раз-
нообразие подходов к их решению (описанных во многих монографи-
ях и обзорных статьях, см., например, [13, 18, 30, 35, 37, 38, 73, 95, 98,
101, 117, 129, 132, 137, 156, 158, 159]). Необходимо отметить при этом,
что, с одной стороны, узкоспециализированные методы могут ока-
заться неприемлемыми для решения задач из более широкого класса;
с другой стороны, метод, разработанный для решения задач слишком
общего класса, может быть малоэффективным при решении конкрет-
ной прикладной задачи.

Например, существуют эффективные методы решения задач ли-
нейного программирования (целевая функция и ограничения обла-
дают свойством линейности), являющихся подклассом задач (1)–(3)
(см., например, [50, 57]). Очевидно, что эти методы не подходят для
решения более общих задач глобальной оптимизации, за исключе-
нием отдельных случаев. В то же время задача линейного програм-
мирования может быть успешно решена неким общим алгоритмом
глобального поиска, хотя обычно такой подход к ее решению явля-
ется непродуктивным в силу неоправданно высоких вычислительных
затрат. Этот пример иллюстрирует тот факт, что для успешного и эф-
фективного решения задачи (1)–(3) необходимы как тщательное изу-
чение свойств задачи, так и продуманный выбор метода ее решения.

Кратко упомянем лишь некоторые из известных подходов к реше-
нию задач глобальной оптимизации, ни в коей мере не претендуя на
полноту описания (см. оптимизационные энциклопедии и справочни-
ки [78,79,95,98,158] для получения детальной информации). Начнем
с так называемых пассивных (неадаптивных ) алгоритмов, в которых
точки вычисления целевой функции выбираются до начала поиска из
неких априорных представлений о задаче и не могут быть изменены
в ходе работы алгоритма с учетом получаемой информации о функ-
ции (подробно пассивные стратегии обсуждаются, например, в [40]).
Такой подход обычно требует очень большого объема вычислений
для получения достоверной оценки глобального решения.

При использовании последовательных (адаптивных ) схем разме-
щения точек вычисления функции учитывается как априорная ин-
формация о задаче, так и получаемая в ходе поиска. Адаптивные
методы характеризуются в целом более плотным размещением то-
чек вычисления функции в окрестности решения и более редким –
вне ее. К последовательным относятся алгоритмы ветвей и границ
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(см., например, [77, 98, 129, 158]), байесовские методы (см., напри-
мер, [13,30,37,117]), алгоритмы на основе интервальной арифметики
(см., например, [61, 66, 90, 101, 121, 132]), методы многократного ло-
кального спуска (см., например, [79,95]) и многие другие. Каждая из
этих техник является достаточно общей для решения разных классов
задач глобальной оптимизации. Например, методы ветвей и границ
могут быть построены для таких задач глобальной оптимизации, как
задачи дискретной оптимизации, выпуклой минимизации, липшице-
вой оптимизации и т. д. (см., например, [95,98,101,117,129,156]).

Отдельно могут быть отмечены стратегии адаптивного стохасти-
ческого поиска, многие из которых лежат в основе эвристических
алгоритмов глобальной оптимизации (методы имитации отжига (от
англ. simulated annealing), генетические алгоритмы, методы поиска
с запретами (от англ. tabu search) и другие; см. [4,65,70,80,86,87,93,
95,103,129,163,164]).

Используются также различные стратегии приближения и релак-
сации исходной задачи, при которых последовательно конструиру-
ются вспомогательные подзадачи: их решение позволяет улучшать
оценку глобального оптимума (см., например, [26, 52, 53, 98, 100, 131,
134,156]).

Заметим, что метод глобального поиска может быть дополнен фа-
зой локальной оптимизации, призванной уточнить найденное гло-
бальное решение (см., например, [33, 51, 98, 102, 129]). Однако гло-
бальная сходимость должна быть гарантирована именно глобальной
частью такого «комбинированного» алгоритма. В противном случае
возникает риск потери глобального решения. В то же время необхо-
димо отдавать себе отчет в том, что применение только глобальных
методов (даже имеющих строго доказываемые теоретические усло-
вия сходимости и допускающих эффективную реализацию на ЭВМ)
может потребовать слишком больших вычислительных затрат в ходе
решения задачи, особенно на заключительной фазе поиска.

1.2. Липшицева глобальная оптимизация

Возможность построения адаптивных схем, отличных от перебор-
ных, для быстрого поиска глобального решения многоэкстремальных
задач связана с наличием и учетом неких априорных предположений
о характере рассматриваемой проблемы. Такие предположения игра-
ют ключевую роль при разработке быстрых алгоритмов глобального
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поиска и служат основным математическим инструментом для полу-
чения оценок глобального решения после остановки алгоритма. Как
отмечается, например, в работах [8, 71, 91, 133, 153], при отсутствии
предположений о целевой функции и ограничениях любое сколь угод-
но большое количество вычислений целевой функции не дает гаран-
тии нахождения глобального минимума, так как ее поведение может
отличаться очень узкими и глубокими пиками и впадинами, которые
могут находиться между точками вычислений.

В литературе по глобальной оптимизации рассматриваются раз-
личные предположения о структуре целевой функции и ограничений
(как, например, непрерывность, линейность, выпуклость, дифферен-
цируемость и т. д.). Одним из естественных и важных (как в теорети-
ческом, так и в прикладном отношениях) допущений о задаче (1)–(3)
является предположение об ограниченности относительных измене-
ний целевой функции f(x) и ограничений gi(x), 1 ≤ i ≤ m. Оно свя-
зано с тем, что отношения приращений функций к соответствующим
приращениям аргументов обычно не могут превышать некоего поро-
га, определяемого ограниченной энергией изменений в системе, кото-
рый может быть описан с использованием положительной константы.
В таком случае функции называются липшицевыми, а задача (1)–(3)
– задачей липшицевой глобальной оптимизации.

Формально действительная функция ψ(x), определенная на мно-
жестве X ⊆ RN , является липшицевой, если она удовлетворяет усло-
вию (называемому условием Липшица)

|ψ(x′)− ψ(x′′)| ≤ L∥x′ − x′′∥, x′, x′′ ∈ X, (4)

где L = L(ψ,X) есть некоторая константа (называемая константой
Липшица), 0 < L < ∞, и ∥ · ∥ есть некая норма в пространстве RN ;
в дальнейшем будет использоваться евклидова норма.

Условие Липшица допускает ясную геометрическую интерпрета-
цию. Допустим, что одномерная липшицева функция ψ(x) (с извест-
ной константой Липшица L) была вычислена в двух точках, x′ и x′′

(см. рис. 2). В силу условия (4) на интервале [x′, x′′] (здесь и далее при
использовании термина интервал подразумевается замкнутое мно-
жество точек) выполняются следующие четыре неравенства:

ψ(x) ≤ ψ(x′) + L(x− x′), x ≥ x′,

ψ(x) ≥ ψ(x′)− L(x− x′), x ≥ x′,

ψ(x) ≤ ψ(x′′)− L(x− x′′), x ≤ x′′,
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Рис. 2: График функции ψ(x), удовлетворяющей условию Липшица
на интервале [x′, x′′], должен располагаться внутри области, огра-
ниченной четырьмя линиями, проходящими через точки (x′, ψ(x′))
и (x′′, ψ(x′′)) с угловыми коэффициентами L и −L

ψ(x) ≥ ψ(x′′) + L(x− x′′), x ≤ x′′.

Таким образом, график функции на интервале [x′, x′′] должен распо-
лагаться внутри области, ограниченной четырьмя линиями, проходя-
щими через точки (x′, ψ(x′)) и (x′′, ψ(x′′)) с угловыми коэффициен-
тами L и −L (светло-серый параллелограмм на рис. 2).

Несложно видеть, что может быть получена оценка наименьше-
го значения функции ψ(x) при ее минимизации на интервале [x′, x′′].
Действительно, ввиду условия Липшица (4) выполняется неравен-
ство

ψ(x) ≥ Ψ(x),

где Ψ(x) есть кусочно-линейная функция на интервале [x′, x′′],

Ψ(x) = max{ψ(x′)− L(x− x′), ψ(x′′) + L(x− x′′)}, x ∈ [x′, x′′].

Наименьшее значение функции Ψ(x) на [x′, x′′] совпадает, таким об-
разом, с оценкой наименьшего значения функции ψ(x) на данном
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интервале. Оно вычисляется как

R = R[x′,x′′] = Ψ(x̂) =
ψ(x′) + ψ(x′′)

2
− L

x′′ − x′

2
(5)

и достигается в точке

x̂ =
x′ + x′′

2
− ψ(x′′)− ψ(x′)

2L
(6)

(см. рис. 2).
Таким образом, условие Липшица (4) может быть использовано

для оценки глобального минимума функции на интервале, а зна-
ние константы Липшица позволяет конструировать алгоритмы гло-
бального поиска и доказывать условия их сходимости (см., напри-
мер, [10, 15, 17, 22, 23, 26, 30, 31, 33, 37, 41, 42, 45–47, 51, 75, 79, 82, 91, 95,
102,113,115,125,129,140,156]).

В данном пособии рассматривается задача липшицевой глобаль-
ной оптимизации на гиперинтервале, которая является фундамен-
тальным подклассом задачи (1)–(3) и может быть сформулирована
следующим образом:

f∗ = f(x∗) = min f(x), x ∈ D, (7)

где
D = {x ∈ RN : a(j) ≤ x(j) ≤ b(j), 1 ≤ j ≤ N}, (8)

целевая функция f(x) удовлетворяет условию Липшица

|f(x′)− f(x′′)| ≤ L∥x′ − x′′∥, x′, x′′ ∈ D, 0 < L <∞, (9)

и ∥ · ∥ обозначает евклидову норму. Такие задачи часто называются
задачами безусловной липшицевой глобальной оптимизации, несмот-
ря на то что оптимизация проводится на гиперинтервале D, а не на
всем пространстве RN , т. е. присутствуют ограничения (8).

Функция f(x) предполагается многоэкстремальной и заданной в
форме черного ящика. Кроме того, подразумевается, что каждое ис-
пытание функции (т. е. ее вычисление в точке допустимой области)
является трудоемкой операцией и может потребовать значительных
вычислительных ресурсов. Такая постановка проблемы часто встре-
чается при решении практических задач (таких как, например, нели-
нейная аппроксимация; решение систем нелинейных уравнений и нера-
венств; оптимизация иерархических моделей, связанных с задачами
размещения, системами обслуживания и т. п.; см., например, рабо-
ты [1,79,95,96,129,130,156]).
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2. Способы оценивания константы Липшица

В литературе рассматривается множество различных алгоритмов
решения задачи (7)–(9) (см., например, [17,24,26,30,37,55,72,73,79,91,
95,97–99,113,115,129,140,141,152,156,159,161]). Они могут быть разде-
лены как минимум на четыре группы в зависимости от способа полу-
чения оценки константы Липшица L из (9). К первой группе относят-
ся алгоритмы, в которых применяется некоторая заданная априорно
оценка константы L (см., например, [26,55,91,95,98,113,115,152,161]).
Такие алгоритмы важны с теоретической точки зрения, но их приме-
нение на практике ограничено, так как при указанных предположени-
ях о целевой функции априорная информация о константе Липшица
часто недоступна.

Вторая группа включает алгоритмы, адаптивно оценивающие в хо-
де поиска глобальную константу Липшица во всей области D из (8)
(адаптивная глобальная оценка, см. [17,23,30,41,46,98,129,156]), что
является гораздо более практичным подходом. Однако получаемая
при этом оценка константы Липшица может давать слабую информа-
цию о поведении целевой функции в каждой конкретной подобласти
области поиска. Алгоритмы с использованием адаптивного оценива-
ния локальных констант Липшица Li в различных зонах Di ⊆ D
области поиска D (адаптивные локальные оценки, см. [47, 104, 119,
140, 156]), формирующие третью группу, позволяют настроиться на
локальное поведение целевой функции в различных частях допусти-
мой области. Наконец, четвертой группе принадлежат алгоритмы,
в которых оценки константы Липшица выбираются из некоторого
множества возможных значений (см. [81,99,150]).

Отметим, что константа Липшица существенно влияет на ско-
рость сходимости алгоритмов липшицевой глобальной оптимизации,
поэтому столь важным является вопрос ее корректной оценки (см.,
например, [47,91,96,99,114,129,140,156]). Заниженная оценка истин-
ной константы Липшица L может привести к потере глобального ре-
шения. В то же время слишком большое значение оценки констан-
ты L для минимизируемой целевой функции предполагает (вслед-
ствие условия Липшица (9)) сложную структуру функции с резкими
перепадами ее значений и узкими зонами притяжения точек миниму-
мов. Поэтому завышенная оценка константы L, не соответствующая
истинному поведению функции, влечет за собой медленную сходи-
мость алгоритма к точке глобального минимума.

На рис. 3 приведен пример одномерной функции с большим зна-
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Рис. 3: Пример функции, при минимизации которой методы, исполь-
зующие в ходе поиска только глобальную константу L (или о ее оцен-
ку), будут работать медленно

чением глобальной константы Липшица L на интервале [a, b]. Точ-
ка глобального минимума x∗ находится в широком интервале [a, c],
где локальная константа Липшица мала. Глобальная же константа
Липшица совпадает с локальной константой интервала [c, b], кото-
рый очень узок. В этой ситуации методы, использующие в ходе поис-
ка только глобальную константу L (или ее оценку), будут работать
медленно на интервале [a, c], несмотря на простоту функции в этой
подобласти и малость локальной константы Липшица, поскольку гло-
бальная константа Липшица велика. Таким образом, поведение мето-
да в окрестности x∗ будет зависеть от локальной константы интерва-
ла [c, b] (и глобальной для всей области определения [a, b]), который
не только мал и находится далеко от точки x∗, но еще и содержит
точку глобального максимума. Поэтому использование только гло-
бальной информации о поведении целевой функции в ходе ее миними-
зации может значительно замедлить сходимость алгоритма к точке
глобального минимума.

Традиционным приемом преодоления этой трудности (см., напри-
мер, [95, 98]) является остановка метода глобального поиска с по-
следующим подключением некоего локального алгоритма, который
улучшает полученное решение на заключительной фазе поиска. При
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этом подходе возникают некоторые сложности, связанные с сопря-
жением глобальной и локальной процедур. Одной из них является
вопрос об определении момента остановки глобального алгоритма:
преждевременная остановка может привести к потере глобального
решения, поздняя – замедляет поиск. Другая проблема этого подхода
заключается в том, что локальная информация о поведении целевой
функции используется только в окрестности глобального минимума.
При этом совершенно очевидно, что могут существовать зоны об-
ласти определения, которые находятся далеко от точки глобального
минимума, но локальные константы Липшица в которых существен-
но меньше глобальной.

В работах [47, 140, 156] была предложена техника локальной на-
стройки, преодолевающая указанные сложности и позволяющая адап-
тивно оценивать локальные константы Липшица на всей области по-
иска (важность такого оценивания была отмечена также в работах [53,
114, 129]) во время работы методов глобальной оптимизации, осу-
ществляя балансирование локальной и глобальной информации в про-
цессе поиска глобального минимума. Эта техника позволяют суще-
ственно ускорить работу алгоритмов глобальной оптимизации. Под-
ход, предложенный в [81,99,150], где одновременно используется нес-
колько оценок константы Липшица, также очень интересен с точки
зрения использования локальной и глобальной информации в ходе
решения задачи (7)–(9).

В качестве примеров алгоритмов с различными подходами к оце-
ниванию константы Липшица могут быть приведены следующие од-
номерные методы липшицевой глобальной оптимизации: метод лома-
ных [26] (с априорно заданной оценкой константы Липшица), инфор-
мационно-статистический алгоритм [30, 41, 156] (с адаптивной оцен-
кой глобальной константы Липшица), схема локальной настройки [47,
140,156] (с адаптивным оцениванием локальных констант Липшица)
и алгоритм DIRECT [99] (с использованием нескольких оценок кон-
станты Липшица, выбранных из некоторого множества возможных
значений).

С одной стороны, эти методы достаточно наглядно отражают раз-
личные способы получения оценок константы Липшица. С другой
стороны, они хорошо зарекомендовали себя при решении одномер-
ных задач (7)–(9) и поэтому являются подходящими кандидатами
для обобщения на многомерный случай. Указанные алгоритмы по-
дробно описаны, например, в монографиях [19,138,156].
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3. Подходы к решению многомерных задач

3.1. Пассивные и адаптивные алгоритмы

Одной из основных трудностей при решении многомерных задач
глобальной оптимизации является рост вычислительных затрат при
увеличении размерности задачи. Эта сложность имеет место и при
решении задач липшицевой глобальной оптимизации. Рассмотрим,
например, решение задачи (7)–(9) при помощи простого переборного
алгоритма на равномерной сетке в области поиска (см. [91]). Допу-
стимая область (гиперинтервал) D = [a, b] из (8), где a, b ∈ RN , по-
крывается гиперкубами со стороной ϵ > 0, и k испытаний функции
проводятся одновременно в центральных точках данных гиперкубов.
Оценим, сколько испытаний необходимо выполнить для получения
гарантированной оценки f∗k глобального минимума f∗ из (7) с точно-
стью δ (где δ есть некоторая малая положительная константа), т. е.
для нахождения значения f∗k , такого что |f∗k − f∗| ≤ δ.

Принимая во внимание условие Липшица (9), получаем, что сто-
рона гиперкубов должна иметь длину ϵ ≤ 2δ(

√
NL)−1, где N есть

размерность задачи из (8) и L есть константа Липшица из (9). Сле-
довательно, число проведенных испытаний k может быть оценено как

k ≃
N∏
j=1

⌈b(j)− a(j)

ϵ
⌉ ≥

N∏
j=1

[b(j)− a(j)]
√
NL

2δ
.

Очевидно, что k экспоненциально возрастает с ростом размерностиN .
Таким образом, метод перебора в задачах большой размерности мо-
жет потребовать неприемлемо большого числа испытаний, и имен-
но это обстоятельство вызывает необходимость разработки других
алгоритмов, обеспечивающих решение указанной задачи при мень-
ших вычислительных затратах. Как отмечается в [41,156], уменьше-
ние числа испытаний при тех же требованиях к точности решения
возможно за счет более полного использования априорных предпо-
ложений о минимизируемой функции, что приводит к адаптивным
последовательным алгоритмам оптимизации.

Начнем с подхода, предложенного в [25, 28, 74], где описывается
многомерный метод неравномерных покрытий допустимого множе-
ства. Идея методов неравномерных покрытий и их программная ре-
ализация подробно описаны в [25, 28, 33]. Основной схемой расчета
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Рис. 4: Редукция размерности задачи при помощи многошаговой схе-
мы

в [25, 28] является так называемое послойное покрытие допустимо-
го множества, в минимальной степени использующее машинную па-
мять. В [5,73] исследуются алгоритмы покрытия неравномерными па-
раллелепипедами, активнее использующие машинную память и бла-
годаря этому более эффективные, чем послойные покрытия. Этот
подход может быть также успешно использован для построения па-
раллельных многомерных методов глобального поиска (см. [5]).

Другим адаптивным подходом к решению многомерной задачи (7)–
(9) является ее редукция к одномерной задаче (или к нескольким
таким задачам) с последующим применением эффективных одно-
мерных алгоритмов глобальной оптимизации. Такая редукция может
быть осуществлена, например, следующими двумя способами (кото-
рые, конечно, не исчерпывают всего многообразия методов сведения
многомерных задач к задачам меньшей размерности.

Рассмотрим редукцию задачи (7)–(9) к одномерному случаю при
помощи многошаговой схемы (см. [21,26], а также, например, [30,32,
149, 156]). Минимизация липшицевой функции f(x) из (7) в области
D осуществляется посредством решения N одномерных задач (см.
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рис. 4):

min
x∈D

f(x) = min
a(1)≤x(1)≤b(1)

. . . min
a(N)≤x(N)≤b(N)

f(x(1), . . . , x(N)). (10)

При этом рассматривается (см. [149]) семейство функций, задава-
емых рекурсивным соотношением

fN (x(1), . . . , x(N)) = f(x(1), . . . , x(N)), (11)

fi(x(1), . . . , x(i)) =

= min
a(i+1)≤x(i+1)≤b(i+1)

fi+1(x(1), . . . , x(i), x(i+ 1)), 1 ≤ i < N, (12)

которому соответствует последовательность одномерных подзадач ви-
да

min
a(i)≤x(i)≤b(i)

fi(x(1), . . . , x(i)), 1 ≤ i < N, (13)

где индекс i задает уровень рекурсии в (11)–(12), или уровень оп-
тимизации (см. [149]) (высшим является уровень i = 1). Коорди-
наты x(j), 1 ≤ j ≤ i − 1, в формуле (13) фиксированы и задают-
ся на предыдущих, более высоких уровнях рекурсии. При этом, на-
пример, каждое испытание функции f1(x(1)) в фиксированной точке
x(1) ∈ [a(1), b(1)] означает решение одномерной задачи

min
a(2)≤x(2)≤b(2)

f2(x(1), x(2)) (14)

и т. д., до тех пор пока не будет минимизирована функция fN (x) =
f(x), x ∈ D. В соответствии с формулой (10) решение задачи (7)–(9)
совпадает с решением одномерной задачи

min
a(1)≤x(1)≤b(1)

f1(x(1)). (15)

Как показано в [26], если целевая функция (7) удовлетворяет усло-
вию Липшица с константой L, то этому же условию будут удовлетво-
рять и функции f1, f2, . . ., fN из (11)–(12). Это означает, что для ре-
шения многомерной задачи многошаговая схема может быть приме-
нена вместе с одномерными методами липшицевой глобальной опти-
мизации, которые используются для решения одномерных задач (13).
Отметим также, что многошаговая схема глобальной оптимизации
может быть успешно применена и для построения параллельных мно-
гомерных методов глобального поиска (см., например, [2, 149,156]).
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3.2. Редукция размерности при помощи кривых
Пеано – Гильберта

Способ редукции размерности задачи глобальной оптимизации
при помощи кривых (разверток) Пеано–Гильберта x(τ), τ ∈ [0, 1] был
предложен в работах [27, 30, 41, 59, 138, 154, 156, 157]. Эти кривые яв-
ляются фракталами и обладают следующим важным свойством: они
однозначно и непрерывно отображают интервал [0, 1] на гиперинтер-
вал D. Такие кривые проходят через каждую точку области D, т. е.
заполняют D, что дает основание называть их также кривыми, за-
полняющими пространство (см. [14, 30, 41, 135, 154, 156, 157]). Дан-
ный подход позволил разработать целый ряд мощных последователь-
ных и параллельных вычислительных методов, подробно описанных
в [30,41,156] (см. также [16,23,27,43,140,144,148,151,154,155,157]).

Кривую со свойством заполнения пространства открыл в 1890 г.
Дж. Пеано (см. [124]). Это плоская кривая, заполняющая единич-
ный квадрат и проходящая через каждую его точку по меньшей мере
один раз. Кривая Пеано является предельным объектом, получаемым
при выполнении следующей процедуры. Каждая сторона единично-
го квадрата делится на три равные части, что приводит к появлению
девяти меньших квадратов. Кривая проходит эти девять квадратов
в определенном порядке. Затем каждый из девяти малых квадра-
тов аналогично делится на девять частей, и кривая модифицируется
таким образом, чтобы обойти все полученные части и сохранить ее
непрерывность.

В 1891 г. Д. Гильберт (см. [92]) предложил другой вариант кривой,
заполняющей пространство, основанный на делении каждой стороны
единичного квадрата на две равные части, что, соответственно, де-
лит квадрат на четыре равные части. Каждый из четырех получен-
ных квадратов в свою очередь делится на четыре меньших квадрата
и т. д. На каждой стадии такого деления Гильберт строит кривую,
которая обходит все имеющиеся квадраты. Начальные итерации по-
строения кривой показаны на рис. 5 (область D без потери общности
представлена в виде N -мерного гиперкуба D = [−0.5, 0.5]N ). В мно-
гомерном пространстве кривые Пеано–Гильберта строятся аналогич-
ным образом (см. [30,135,154,156,157]).

Для решения задачи глобальной липшицевой оптимизации кри-
вые могут быть применены следующим образом (см. [30, 41, 154, 156,
157]). Если x(τ) есть кривая Пеано–Гильберта, то из непрерывности
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Рис. 5: Первые четыре итерации построения кривой, заполняющей
двумерный квадрат по схеме Гильберта

(в силу условия (9)) целевой функции f(x) следует, что

min
x∈D

f(x) = min
τ∈[0,1]

f(x(τ)), (16)

и исходная многомерная задача (7)–(9) редуцируется к одномерной.
При этом может быть показано (см. [156,157]), что если многомерная
функция f(x) из (7) удовлетворяет условию Липшица с константой
L, то одномерная функция f(x(τ)), τ ∈ [0, 1], редуцированной задачи
(16) удовлетворяет на интервале [0, 1] условию Гёльдера с показате-
лем степени 1/N , где N из (8), и коэффициентом 2L

√
N + 3, т. е.

|f(x(τ ′))− f(x(τ ′′))| ≤ 2L
√
N + 3 (|τ ′ − τ ′′|)1/N , τ ′, τ ′′ ∈ [0, 1].
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Рис. 6: Использование кривой Пеано–Гильберта (ее аппроксимации
четвертого уровня) для глобальной оптимизации двумерной функции

Следовательно, для решения задачи в правой части выражения (16)
могут быть применены одномерные алгоритмы глобальной оптими-
зации.

Подчеркнем, что предположение о липшицевости целевой функ-
ции не выполняется для функции f(x(τ)) из (16), являющейся гeль-
деровой. Однако, как показано, например, в [30, 41, 88, 108, 110, 111,
156, 160], многие одномерные алгоритмы липшицевой оптимизации
могут быть обобщены на случай минимизации гeльдеровых функ-
ций. На рис. 6 показан пример, иллюстрирующий использование кри-
вой Пеано–Гильберта (ее аппроксимации четвертого уровня) для гло-
бальной оптимизации двумерной функции. На рисунке указаны шесть
точек на кривой, в которых была вычислена целевая функция. Есте-
ственно, эти точки принадлежат и двумерной области.

В численных алгоритмах применяются кривые, аппроксимирую-
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щие кривую Пеано–Гильберта x(τ) c априорно заданным уровнем
разбиения (зависящим от требуемой точности поиска). Эффективные
схемы вычисления нескольких видов таких кривых, теоретическое
обоснование алгоритмов глобального поиска, построенных на их ос-
нове, и программные модули, реализующие полученные методы гло-
бальной оптимизации, подробно описаны и изучены в [7,30,41,83,110,
155–157].

3.3. Построение многомерных нижних огибающих

Еще один адаптивный подход к решению многомерной задачи (7)–
(9) основывается на обобщении идей построения одномерных кусочно-
линейных минорант (см. п. 1.1.2 и [26]) на многомерный случай. Мно-
гомерный метод ломаных, предложенный в [26], предлагает строить
многомерные миноранты, используя некоторую априорно заданную
оценку L̂ константы Липшица L, L̂ > L. Основная идея этого алго-
ритма заключается в следующем.

В качестве первой точки испытания выбирается некоторая произ-
вольная точка x1 ∈ D, и вычисляется z1 = f(x1). Затем на каждой
итерации k ≥ 1 алгоритма строится функция

Fk(x) = max
1≤i≤k

{zi − L̂∥x− xi∥}, L̂ > L, x ∈ D, (17)

которая в силу условия Липшица (9) является нижней огибающей
(минорантой) для f(x), т. е.

Fk(x) ≤ f(x), k ≥ 1, x ∈ D.

Новое испытание производится в точке глобального минимума функ-
ции (17), т. е.

xk+1 = argmin
x∈D

Fk(x), zk+1 = f(xk+1). (18)

После проведения очередного испытания миноранта (17) перестраи-
вается, и процесс повторяется до тех пор, пока не будет выполнено
некоторое заданное условие остановки. Например, алгоритм может
быть остановлен, когда разница между текущей оценкой глобального
минимума целевой функции f(x) и наименьшим значением функции
Fk(x), x ∈ D, станет меньше заданной точности.
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Рис. 7: Нижняя огибающая F6(x1, x2) для двумерной липшицевой
функции f(x1, x2), вычисленной в шести точках, x1, ... , x6

График функции Fk(x) в RN+1 определяется множеством k пе-
ресекающихся N -мерных конусов с вершинами (xi, zi), где 1 ≤ i ≤
k, и угловыми коэффициентами L̂, ограниченных гиперинтервалом
D ⊂ RN . Оси симметрии этих конусов параллельны (N + 1)-му ко-
ординатному вектору, а их сечения, ортогональные осям симметрии,
являются сферами. Пример нижней огибающей функции для f(x),
x = (x1, x2) ∈ D, D ⊂ R2, после проведения k = 6 испытаний показан
на рис. 7. Как отмечается, например, в [30,91,156], получение оценок
экстремума и выбор точек испытаний представляют собой в много-
мерном случае непростые вычислительные задачи, сложность кото-
рых существенно возрастает с увеличением размерности простран-
ства и ростом числа уже выполненных испытаний.

Проблема определения новой точки испытания xk+1 из (18) на
каждой итерации многомерных алгоритмов, конструирующих вспо-
могательные функции вида (17), была исследована в целом ряде ра-
бот. Так, уже в [26] было отмечено, что точка xk+1 глобального мини-
мума вспомогательной функции Fk(x) принадлежит конечному мно-
жеству точек локальных минимумов Fk(x), которое может быть полу-
чено при решении системы уравнений второй степени. Глубокий ана-
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лиз алгоритма построения нижних огибающих функций Fk(x) из (17)
был проведен также в [115, 116], где предлагается более экономный
способ нахождения локальных минимумов функций Fk(x), связан-
ный с решением систем N линейных (где N есть размерность задачи)
и одного квадратного уравнений.

Алгебраические техники, разработанные для того, чтобы избе-
жать решения некоторых систем уравнений, заведомо несоответству-
ющих точкам глобального минимума функций Fk(x), были рассмот-
рены в [36]. Дальнейшее сокращение необходимых систем уравнений
было предложено в [91]. В [53,112,161,162] рассматриваются и другие
вспомогательные функции, сходные с (17). Однако, несмотря на мно-
гочисленные попытки уменьшить вычислительную сложность мно-
гомерного метода ломаных и схожих с ним методов, быстрый рост
числа уравнений с возрастанием размерности пространства поиска
и увеличением количества проводимых испытаний функции продол-
жает существенно ограничивать применение данных алгоритмов при
решении прикладных задач.

Для упрощения выбора новых точек испытаний и получения ниж-
них границ значений функции f(x) в области D = [a, b], a, b ∈ RN ,
из (8) во многих многомерных методах применяется техника адап-
тивного разбиения области поиска D на множество подобластей Di.
При этом сначала для каждой подобласти вычисляется некоторая
достаточно простая оценка значений функции f(x), а затем среди
полученных оценок выбирается наименьшая. На каждой итерации k
таких алгоритмов строится разбиение {Dk} области D, такое что

D =

M∪
i=1

Di, Di ∩Dj = δ(Di) ∩ δ(Dj), i ̸= j, (19)

где M =M(k) есть количество подобластей Di на текущей k-й итера-
ции алгоритма и δ(Di) обозначает границу подобласти Di. Аппрокси-
мация функции f(x) в каждой подобласти Di из {Dk} производится
на основании результатов испытаний f(x) в точках x ∈ D.

Различные стратегии адаптивного разбиения области поиска пред-
лагаются в литературе (см. монографии [98, 129] и библиографиче-
ские ссылки в них). Например, применяются разбиения области D на
гиперинтервалы с вычислением целевой функции в их центральных
точках. Такие схемы разбиения называются центральными (см. [12,
99,113] и др.). Широко используются также разбиения с вычислением
функции в вершинах, соответствующих главной диагонали каждого
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Рис. 8: Разбиение области поиска с вычислением целевой функции
в центральных точках получаемых гиперинтервалов

гиперинтервала (которые в дальнейшем будем называть вершинами
главной диагонали гиперинтервала). Подобные схемы разбиения име-
нуются диагональными (см. [17,84,98,119,125,129,143,145,150] и др.).
В рамках интервального анализа интенсивно развивается техника
множественного разбиения (см., например, [60,67,90]). Рассматрива-
ются также более сложные стратегии разбиения, основанные на сим-
плексах (см., например, [49,64,98,122,123]) и на различных вспомога-
тельных функциях (см., например, [48, 53, 56, 58, 162]). Были предло-
жены также общие теоретические схемы, позволяющие исследовать
алгоритмы разбиения с единых позиций (см., например, [97, 98, 129,
142]).

Самой простой является схема разбиения области D на гиперин-
тервалы (19) с вычислением целевой функции только в одной точке
в каждом гиперинтервале Di (см. рис. 8). Обычно вычисления про-
водятся в центральной точке ci гиперинтервала (см. рис. 9) и по-
строение конуса осуществляется только в Di независимо от конусов,
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Рис. 9: Целевая функция вычисляется только в одной центральной
точке ci каждого гиперинтервала Di, и построение конуса осуществ-
ляется внутри Di независимо от конусов, построенных в других ги-
перинтервалах

построенных в других подобластях D. Это избавляет от необходимо-
сти нахождения пересечения конусов и упрощает вычисление нижних
границ значений f(x) при выборе точки нового испытания (см., на-
пример, [99,113]). Естественно, что получаемые при такой процедуре
нижние границы значений f(x) бывают, как правило, существенно
хуже значения Fk(x

k+1), где xk+1 из (18).
При вычислении функции f(x) в двух точках гиперинтервала (как

в диагональных алгоритмах , предложенных в [125,129]) удается до-
стичь более точной (по сравнению с центральными схемами, прово-
дящими испытания функции в одной точке каждого гиперинтерва-
ла) оценки наименьшего значения f(x) без значительного увеличения
вычислительных затрат.

Точками испытаний могут быть выбраны, например, вершины ai
и bi главной диагонали гиперинтервала Di. При этом в силу условия
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Рис. 10: Оценивание нижней границы значений липшицевой функции
f(x) на гиперинтервале Di = [ai, bi] на основании результатов испы-
таний f(x), проведенных в точках ai и bi, являющихся вершинами
главной диагонали Di

Липшица (9) график целевой функции должен находиться над пере-
сечением графиков N -мерных конусов C1(x, L̂) и C2(x, L̂) (см. дву-
мерный пример на рис. 10), имеющих угловой коэффициент L̂ (где L̂
есть оценка константы L из (9), L̂ > L) и расположенных в границах
гиперинтервала Di. Вершины этих конусов в (N + 1)-мерном про-
странстве задаются, соответственно, координатами (ai, f(ai)) и (bi,
f(bi)).

При этом вершины ai и bi главной диагонали каждого гиперинтер-
вала Di текущего разбиения области D могут быть рассмотрены как
конечные точки одномерного интервала, вдоль которого поведение
целевой функции f(x) может быть оценено на основании результа-
тов испытаний f(ai) и f(bi). При выполнении определенных условий
информация о поведении функции на главной диагонали может быть
обобщена на многомерное пространство, что позволяет делать заклю-
чение о значениях f(x) на всем многомерном гиперинтервале Di. Тем
самым техника разбиения области поиска на гиперинтервалы с испы-
танием функции в двух вершинах главной диагонали каждого из по-
лучаемых гиперинтервалов допускает естественное обобщение (см.,
например, [17, 19, 104, 129, 136, 145]) многих одномерных алгоритмов
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на многомерный случай.
Таким образом, многомерные диагональные алгоритмы глобаль-

ной оптимизации, с одной стороны, точнее оценивают наименьшие
значения функции на гиперинтервалах по сравнению с алгоритма-
ми, использующими центральные схемы разбиения. С другой сторо-
ны, они могут быть построены путем обобщения эффективных одно-
мерных методов на многомерный случай, что открывает интересные
перспективы в создании новых быстрых алгоритмов глобальной оп-
тимизации и, следовательно, имеет большое практическое значение.

4. Общая схема методов глобальной оптимизации
с разбиением лучшей подобласти

Многие алгоритмы решения общей задачи глобальной оптимиза-
ции (1)–(3) имеют похожую структуру. В связи с этим в литерату-
ре был предложен ряд схем, описывающих и изучающих такие ал-
горитмы в рамках единых теорий, например, методы ветвей и гра-
ниц (см. [94, 97, 98, 129]), классы характеристически представимых
методов (см. [31, 34, 89]) и алгоритмов с адаптивными разбиениями
(см. [129]). В настоящем параграфе мы вводим новый класс методов
(см. [139,142]), включающий в себя большинство алгоритмов глобаль-
ной оптимизации, описанных в данном пособии. Условия сходимости
методов, принадлежащих этому классу, подробно исследуются с об-
щих позиций в [19].

Новый класс методов глобальной оптимизации объединяет и раз-
вивает два следующих подхода. Первый из них описан в работах [31,
34, 89], где предлагается модель характеристической представимо-
сти алгоритмов для минимизации одномерных липшицевых функ-
ций из (7)–(9). Методы, которые строятся в рамках данной модели,
называются характеристическими.

Этот термин подчеркивает важность так называемой характери-
стики, которая вычисляется для каждого подынтервала одномер-
ной области поиска. Характеристика количественно оценивает (по-
разному для каждого конкретного алгоритма) возможность нахож-
дения точки глобального минимума x∗ в пределах рассматриваемо-
го подынтервала. Данный подход допускает обобщение и на случай
параллельных вычислений (класс параллельных характеристических
алгоритмов подробно изучается в [89,156]).
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Второй подход описан в монографии Pinter(1996), где исследуют-
ся методы нахождения глобального минимума непрерывной много-
мерной функции (1) на ограниченном робастном допустимом множе-
стве Ω (напомним, что множество точек Ω является робастным, если
Ω = clos

(
int(Ω)

)
, т. е. если оно совпадает с замыканием своей внут-

ренней части). Методы, принадлежащие данному классу, основаны
на адаптивном разбиении множества Ω на конечное число робастных
подмножеств.

Для каждого из этих подмножеств путем подсчета его характери-
стики оценивается (с использованием информации о целевой функ-
ции, полученной на предыдущих итерациях алгоритма) необходи-
мость дальнейшего подразбиения для более детального исследова-
ния. Условия выбора подмножеств для разбиения и стратегии прове-
дения такого разбиения анализируются с общих позиций (см., напри-
мер, монографию [129]). Такие алгоритмы называются алгоритмами
с адаптивными разбиениями.

В настоящем параграфе характеристические алгоритмы и алго-
ритмы с адаптивными разбиениями обобщаются в рамках более гиб-
кой схемы методов с Разбиением Лучшей Подобласти – РЛП (ан-
глийский термин – divide-the-best algorithms, см. [139, 142]). Новый
подход позволяет описать и исследовать с единых позиций большее
число методов для широкого класса задач глобальной оптимизации.
Он расширяет предыдущие подходы в следующих основных направ-
лениях.

Во-первых, новая схема позволяет рассматривать задачи с раз-
рывной целевой функцией f(x).

Во-вторых, допускается зависимость характеристик подмножеств
не только от значений целевой функции f(x), но также и от неко-
торых параметров ν1, . . . , νr и функций F1(x), . . . ,FQ(x), предостав-
ляющих дополнительную информацию о структуре f(x) (например,
для методов с использованием первых производных f ′(x) такая ин-
формация задается функциями F1(x) = f(x) и F2(x) = f ′(x)). Кроме
того, при вычислении характеристики некоего подмножества может
быть учтена информация, получаемая не только в точках данного
подмножества, но и вне его (в пределах области поиска).

В-третьих, если на текущей итерации характеристического алго-
ритма или алгоритма с адаптивными разбиениями делится только
одна подобласть с наибольшей (лучшей) характеристикой, а грани-
цы остальных остаются неизменными, то в методах РЛП несколько
подобластей с максимальным значением характеристик могут быть
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подвергнуты одновременному разбиению и границы остальных под-
областей также могут быть изменены.

Наконец, еще одним новым моментом является допущение ситуа-
ций, при которых определенные условия (например, условия локаль-
ной или глобальной оптимальности) выполняются не во всей области
поиска, а лишь в некоторой ее части. В липшицевой оптимизации,
в частности, это соответствует случаям, когда константа Липшица L
может быть недооценена алгоритмами, использующими в ходе поис-
ка глобальные оценки L (см. [30,98,129,156]), или когда применяются
методы, работающие с оценками локальных констант Липшица в раз-
личных подобластях области поиска (см. [47,140,141,143,156]). Такая
техника позволяет достичь заметного ускорения при поиске глобаль-
ного решения задачи, поэтому важно получить общие теоретические
заключения о поведении алгоритмов в подобных ситуациях.

Таким образом, схема алгоритмов РЛП позволяет формализовать
и исследовать в рамках единой теории (условия сходимости методов
РЛП подробно изучены в [19]) многие алгоритмы глобальной опти-
мизации, включая и те (см., например, [44,49,58,84,85,122,143,156]),
которые не могут быть описаны ни с позиций характеристической
схемы, ни с позиций схемы с адаптивными разбиениями.

Прежде чем перейти к описанию общей схемы алгоритмов РЛП,
введем некоторые предположения, определения и обозначения. Мы
будем рассматривать следующую задачу глобальной оптимизации:

f∗ = f(x∗) = min f(x), x ∈ D ⊂ RN , (20)

где допустимая областьD есть робастное множество и вводится един-
ственное ограничение на целевую функцию f(x): будем предполагать,
что существует хотя бы одна точка глобального минимума x∗ из (20).
На каждой итерации k, k ≥ 1, будет рассматриваться разбиение {Dk}
допустимой области D из (20) на конечное число M = M(k) подоб-
ластей Di, такое что

D =
M∪
i=1

Di, Di ∩Dj = δ(Di) ∩ δ(Dj), i ̸= j, (21)

где δ(Di) есть граница подобласти Di (для разбиения {Dk} будут
также использоваться обозначения {Dk

i } или {Di}).
Определение. Пусть на текущей k-й, k ≥ 1, итерации алгорит-

ма РЛП получено разбиение {Dk} области поиска D на M = M(k)
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робастных подобластей Di, 1 ≤ i ≤ M . Разбиение {Dk} называется
робастным, если оно выразимо в форме (21).

Информация о структуре целевой функции f(x) из (20) будет
представляться в виде вектор-функции

F(x) = (F1(x), . . . ,FQ(x)), Q ≥ 1.

Например, если в ходе работы алгоритма вычисляются только зна-
чения функции f(x), то

F(x) = F1(x) = f(x).

Для методов, использующих значения производной функции f ′(x)
при поиске глобального минимума, получаем

F(x) = (F1(x),F2(x)) = (f(x), f ′(x)).

Пусть X ⊂ D есть множество точек испытаний (т. е. множе-
ство точек, генерируемых алгоритмом РЛП, в которых вычисляется
вектор-функция F(x)), и пусть множество Z содержит результаты
испытаний

Z = {(F1(x), . . . ,FQ(x)) : x ∈ X}.

Определение. Пусть даны: (1) область поиска D, (2) множество
точек испытаний X, разделенное на подмножества Xi, X = ∪M

i Xi,
(3) множество Z и (4) набор параметров ν = (ν1, . . . , νr). Оператор
P (X,Z, ν), производящий робастное разбиение {Di} области поиска
D, такое что Xi ⊆ Di, 1 ≤ i ≤ M , называется оператором разбиения
и записывается в виде

{Di} = P (X,Z, ν).

Отметим, что если для некоторой точки испытания x ∈ X и ин-
дексов i и j верно x ∈ Xi∩Xj , то в силу (21) необходимо выполняется

x ∈ δ(Di) ∩ δ(Dj).

Перейдем к описанию общей схемы алгоритмов с разбиением луч-
шей подобласти, предполагая, что уже было задано некое условие
остановки.

Вычислительная схема алгоритмов РЛП. Выбираются на-
чальное множество точек испытаний X1 и его подмножества X1

i ,
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1 ≤ i ≤M(1). Проводятся начальные испытания в точках x множе-
ства X1, результаты испытаний сохраняются в множестве Z1. Гене-
рируется первое разбиение {D1

i } = P (X1, Z1, ν1) области поиска D.
Устанавливается начальное значение счетчика итераций k := 1.

Предположим, что уже были выполнены k ≥ 1 итераций алгорит-
ма РЛП. Итерация k + 1 состоит из следующих шагов.

Шаг 1 (Вычисление характеристик). Для каждой подобласти Dk
i ,

1 ≤ i ≤M(k), текущего разбиения {Dk
i } вычислить значение

R(Dk
i ) = R(Dk

i , X
k, Zk, νk), (22)

называемое характеристическим значением или просто харак-
теристикой подобласти, где νk = (νk1 , . . . , ν

k
r ) есть набор зна-

чений параметров метода РЛП на k-й итерации.

Шаг 2 (Выбор подобластей для разбиения). Определить множество
индексов T k, такое что

T k = {t : t ∈ arg max
1≤i≤M(k)

R(Dk
i )}. (23)

Данное множество содержит индексы подобластей Dk
i , 1 ≤ i ≤

M(k), с максимальным (лучшим) значением характеристик.

Шаг 3 (Новые испытания). Сгенерировать множество Y k+1 но-
вых точек испытаний на (k + 1)-й итерации, используя одно из
следующих двух правил (Простой выбор или Множественный
выбор):

1) если ∩
t∈Tk

Dk
t = ∅,

то перейти на Шаг 3.1 (Простой выбор);

2) в противном случае существуют индексы i, j ∈ T k, такие
что δ(Dk

i )∩ δ(Dk
j ) ̸= ∅. При этом множество T k разбивается на

подмножества Ts, 1 ≤ s ≤ S ≤ cardT k, такие что

S∩
s=1

(
∪
i∈Ts

Dk
i ) = ∅.
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Каждое подмножество Ts с числом элементов, не меньшим двух,
строится так, что для любого индекса i ∈ Ts найдется индекс
j ∈ Ts, j ̸= i, обеспечивающий выполнение условия

δ(Dk
i ) ∩ δ(Dk

j ) ̸= ∅.

Таким образом, S есть число непересекающихся групп подобла-
стей Dk

t , t ∈ T k. В этом случае перейти на Шаг 3.2 (Множе-
ственный выбор).

Шаг 3.1 (Простой выбор). Сгенерировать множество Y k+1 ⊂
Dk

t , где t есть произвольный индекс из T k. Построить множе-
ство Xk+1 и разбить его на M(k + 1) подмножеств таким обра-
зом, что

Xk+1 =

M(k+1)∪
i=1

Xk+1
i ,

где
Xk+1

i = Xk
i , i ̸= t,

и подмножества Xk+1
t и Xk+1

i , M(k)+1 ≤ i ≤M(k+1), строятся
с использованием точек множеств Xk

t и Y k+1, т. е.

Xk+1
t ∪ (

M(k+1)∪
i=M(k)+1

Xk+1
i ) = Xk

t ∪ Y k+1. (24)

Перейти на Шаг 4.

Шаг 3.2 (Множественный выбор). Выбрать произвольное под-
множество Ts, 1 ≤ s ≤ S. Если Ts содержит лишь один элемент,
то перейти на Шаг 3.1. В противном случае сгенерировать под-
множество Y k+1, такое что

Y k+1 ⊂
∪
t∈Ts

Dk
t . (25)

Построить множество Xk+1 и разбить его на M(k + 1) подмно-
жеств таким образом, что

Xk+1
i = Xk

i , i /∈ Ts,

и подмножества Xk+1
t , t ∈ Ts, и Xk+1

i , M(k) + 1 ≤ i ≤M(k+1),
строятся с использованием точек множеств Xk

t , t ∈ Ts, и Y k+1,
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т. е.

(
∪
t∈Ts

Xk+1
t ) ∪ (

M(k+1)∪
i=M(k)+1

Xk+1
i ) = (

∪
t∈Ts

Xk
t ) ∪ Y k+1.

Шаг 4 (Новое разбиение). Получить (k + 1)-е разбиение области
поиска D следующим образом:

{Dk+1} = P (Xk+1, Zk+1, νk+1).

Шаг 5 (Условие остановки). Если выполняется условие остановки,
то завершить работу алгоритма. В противном случае увеличить
счетчик итераций k := k + 1 и перейти на Шаг 1.

Прокомментируем представленную схему алгоритмов РЛП. От-
метим прежде всего, что характеристика R(Dk

i ) подобласти Dk
i за-

висит от текущих параметров и результатов испытаний, проведен-
ных во всех точках x ∈ Xk, включая точки x /∈ Dk

i . Это отли-
чает схему алгоритмов РЛП от подхода с адаптивными разбиени-
ями [125–129], при котором для вычисления характеристики R(Dk

i )
используются только результаты испытаний в точках подобласти Dk

i .
Указанная зависимость характерна для методов глобальной оптими-
зации и, в частности, для методов липшицевой глобальной оптими-
зации с адаптивным оцениванием константы Липшица (см., напри-
мер, [98,140,141,143,156]).

В качестве примера рассмотрим характеристику одномерного ин-
формационно-статистического алгоритма [30] (см. § 2.3). Для данного
алгоритма область поиска и ее разбиение задаются в виде

D = [a, b], a, b ∈ R1,

{Dk
i } =

k∪
i=1

[xi−1, xi], (26)

где xi, 0 ≤ i ≤ k, являются точками испытаний целевой функции.
Характеристика R(Dk

i ) для этого метода записывается в форме

R(Dk
i ) = R([xi−1, xi]) = rH(k)(xi − xi−1)+

+
(f(xi)− f(xi−1))

2

H(k)(xi − xi−1)
− 2(f(xi) + f(xi−1)), (27)
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где r > 1 есть параметр метода и

H(k) = max
1≤i≤k

|f(xi)− f(xi−1)|
xi − xi−1

. (28)

Следовательно, характеристика одномерного информационно-статис-
тического алгоритма зависит от параметра и результатов испытаний
целевой функции во всех точках, полученных в ходе проведения k
итераций (формулы (27)–(28)).

Другое важное замечание касается характеристики (22), при вы-
числении которой могут быть использованы не только значения це-
левой функции f(x) в точках испытаний, но и, например, значения
первой производной f ′(x) и другая информация, полученная в этих
точках. Эта более общая форма характеристики позволяет включить
в схему алгоритмов РЛП также и методы, использующие в ходе поис-
ка значения производной функции (см., например, [54, 58, 84, 85, 141,
143]), которые не являются ни характеристическими методами, ни
алгоритмами с адаптивными разбиениями. Например, одномерный
геометрический алгоритм с негладкими минорантами [84] (см. § 3.1)
может быть описан (с учетом (26)) в рамках схемы алгоритмов РЛП
с характеристикой

R([xi−1, xi]) = zi−1 + z′i−1(x̂i − xi−1)−
1

2
m(k)(x̂i − xi−1)

2, (29)

где m(k) оценивает константу Липшица производной функции f ′(x),
используя результаты испытаний на всех k итерациях метода, и

zi−1 = f(xi−1), z′i−1 = f ′(xi−1),

zi = f(xi), z′i = f ′(xi),

x̂i =
−zi + zi−1 + zixi − z′i−1xi−1 + 0.5m(k)(x2i − x2i−1)

m(k)(xi − xi−1) + z′i − z′i−1

.

Остановимся подробнее на Шаге 3 и Шаге 4 схемы алгоритмов
РЛП. На Шаге 3 генерируются новые точки испытаний Y k+1 и но-
вые подмножества Xk+1

i , 1 ≤ i ≤M(k+1), множества Xk+1, которые
затем используются на Шаге 4 для получения очередного разбие-
ния {Dk+1} области поиска D. Новые точки испытаний определяют-
ся на Шаге 3 одним из двух способов. На Шаге 3.1 они порожда-
ются в подобласти с наибольшей характеристикой, поэтому только
она одна подвергается дальнейшему разбиению (как и в случае алго-
ритмов с адаптивными разбиениями). Такой тип выбора новых точек
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испытаний характерен для многих методов липшицевой глобальной
оптимизации (см., например, [30,47,84,91,129,140,141,143,156]).

Множественный выбор (Шаг 3.2) позволяет сгенерировать новые
точки испытаний в нескольких подобластях с наибольшим значением
характеристик (такой случай не рассматривается в схеме алгоритмов
с адаптивными разбиениями). Этот тип выбора новых точек испыта-
ний используется, например, в алгоритмах из [26,58,91,115].

Интересно отметить, что алгоритм со множественными оценка-
ми константы Липшица [99] (см. § 2.2) также может быть представ-
лен как метод РЛП. Действительно, если на текущей итерации этого
алгоритма выбирается лишь одна подобласть для разбиения, то это
означает, что выполняется простой выбор (Шаг 3.1) описанной по-
следовательной схемы алгоритмов РЛП. Если же необходимо разбить
несколько подобластей с наибольшим значением характеристики, то
такая операция легко формализуется в рамках параллельной харак-
теристической схемы из [89,156].

Отметим, что на Шаге 4 представленной схемы разбиение {Dk+1
i }

получается при помощи оператора разбиения P (X, Z, ν) на основании
нового «скелета» Xk+1. При этом могут быть изменены границы всех
подобластей Dk+1

i , 1 ≤ i ≤M(k+1), включая и те, в которых не были
размещены новые точки испытаний. Данный факт является еще од-
ним обобщением по сравнению со схемой алгоритмов с адаптивными
разбиениями, в которой подобласти со значениями характеристик,
строго меньшими, чем наибольшее значение, остаются неизменными
на текущей итерации, т. е. Dk

i = Dk+1
i , i ̸= t, где t есть индекс под-

области с наибольшим значением характеристики.
В заключение авторы надеются, что подходы, модели и методы

глобальной оптимизации, описанные в данном пособии, помогут чи-
тателю при решении конкретных практических задач, а также будут
полезны при создании новых, еще более совершенных алгоритмов
глобальной оптимизации. Обширный список литературы окажет по-
мощь читателю в дальнейшем освоении предмета.
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Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 23:328–
342, 2015.

[111] D. Lera, Ya. D. Sergeyev. Global minimization algorithms for Hölder
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