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Введение 

 

 Пособие, предлагаемое вниманию читателя, содержит учебные материа-

лы по дисциплине «Математический анализ», читаемой кафедрой математиче-
ского моделирования экономических процессов института экономики и пред-

принимательства студентам направления подготовки бакалавриата «Экономи-

ка». Глава 1 содержит учебную программа, демонстрационные варианты кон-

трольных работ и билетов для зачета и экзамена и критерии оценок на зачете и 
экзамене. Главы 2-7 представляет собой краткую сводку теоретических сведе-

ний и задач. Глава 2 написана А.Ю. Умилиной, глава 3 – В.К. Вильдановым, 

главы 4 и 7 – Е.В. Кругловым, глава 5 – А.А. Отделкиной, глава 6 – В.И. Перо-
вой. Общую редакцию пособия осуществлял Е.В. Круглов.  Содержание учеб-

ного пособия соответствует государственному стандарту, принятому для на-

правления подготовки «Бизнес-информатика», а также тем требованиям, кото-

рые предъявляют к содержанию курса «Математический анализ» последующие 
дисциплины. Авторы надеются, что публикация предлагаемого пособия помо-

жет студентам-экономистам Нижегородского госуниверситета им. Н.И. Лоба-

чевского сориентироваться в той разнообразной литературе, которая существу-
ет по математическому анализу, отобрать материал для изучения в течение се-

местра и подготовки к зачету и экзамену. 

 Авторы благодарны заведующему кафедрой математического моделиро-

вания экономических процессов доктору физико-математических наук профес-
сору Ю.А. Кузнецову за интерес, проявленный к работе, и оказанную организа-

ционную поддержку. 
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Глава 1. Программа курса и демонстрационные материалы 

 

 

1.1. Учебная программа курса «Математический анализ» для на-

правления подготовки бакалавриата «Экономика» 

 

Дисциплина «Математический анализ» преподается в первых двух семе-

страх и является основой математической подготовки студента-экономиста. 
 

Тема 1. Числа, множества, функции.  

1. Развитие понятия о числе. Натуральные, целые, рациональные, действи-
тельные числа. Координатная ось (действительная прямая). 

2. Числовые множества. Ограниченные множества. Интервалы (отрезки) на 

действительной прямой, открытые, замкнутые, полуоткрытые. Макси-

мум, минимум, супремум, инфимум. Предельная точка.   

3. Число сочетаний k
nC . Бином Ньютона (без доказательства). Треугольник 

Паскаля.  

4. Понятие функции, область определения, область значений. Способы еѐ 

задания (графический, табличный, аналитический). Возрастающие и убы-

вающие функции. Монотонные функции. Чѐтные, нечѐтные, периодиче-
ские функции; функции общего вида. Сложная функция как композиция 

нескольких функций. Повторение тем: линейная, квадратичная функции, 

обратная пропорциональность. 
5. Явное задание функций в декартовых координатах. Основные элементар-

ные функции: степенная, показательная, логарифмическая, тригономет-

рические, обратные тригонометрические, их свойства и графики. Понятие 

функции, обратной данной. Элементарные функции как функции, полу-
ченные из основных элементарных путем применения четырех арифме-

тических действий и образования сложных функций.  

6. Элементарные способы построения графиков (сдвиг и растяжение вдоль 
осей, отображение относительно осей, сложение и умножение).  

7. Другие способы аналитического задания функций и кривых в декартовых 

координатах: неявное, параметрическое (примеры: прямая, окружность). 

Другие способы введения координат: полярные координаты (примеры: 
спираль Архимеда, окружность и т.п.).  

8. Функция натурального аргумента – последовательность. Примеры после-

довательностей. Арифметическая и геометрическая прогрессии. Предель-
ные точки последовательности.  

Тема 2. Введение в теорию пределов. Непрерывные функции. Асимптоты. 

1. Предел последовательности, геометрическая интерпретация. Сходящиеся 

и расходящиеся последовательности. Единственность предела последова-
тельности (без доказательства).   
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2. Теоремы о пределах последовательности, связанных с равенствами и с 

неравенствами (без доказательства; геометрические интерпретации). По-

нятие о неопределѐнностях, раскрытие неопределѐнности типа 


 . 

3. Ограниченность сходящейся последовательности. Теорема Вейерштрасса 

о пределе монотонной ограниченной последовательности, геометриче-

ская интерпретация. Сходимость последовательности   n

n
11 . (Всѐ без 

доказательства.) Число е. Понятие натурального логарифма.  

4. Предел функции при x  и на конечном участке прямой (на языке 

последовательностей). Единственность предела, теоремы о пределах (без 

доказательства). Возможные виды неопределѐнностей.  
5. Первый и второй замечательные пределы, следствия из них. 

6. Приложения понятия предела к формализации свойств функций.  

А) Непрерывность функции в точке. Точки разрыва и их классификация. 
Односторонняя непрерывность. Непрерывность функции на множестве. 

Свойства непрерывных функций на замкнутом интервале (без доказа-

тельства). Непрерывность элементарных функций в области их определе-

ния. Б) Асимптоты графиков функций и их классификация. Нахождение 
асимптот. 

Тема 3. Дифференциальное исчисление функции одного переменного. 

1. Секущая и касательная к графику функции. Задача об определении тан-
генса угла наклона касательной к кривой как отношения предела прира-

щения функции и приращения аргумента. Задача об определении мгно-

венной скорости при движении автомобиля по прямой трассе. Определе-

ние производной функции в точке. Обозначения производной. Объясне-
ние термина «Дифференцирование функции». 

2. Правила дифференцирования и производные основных элементарных 

функций. Производная сложной функции. Логарифмическое дифферен-
цирование. 

3. Определение дифференцируемой функции и дифференциала. Геометри-

ческий смысл дифференциала. Идея приближенных вычислений с помо-

щью замены приращения функции еѐ дифференциалом при малых при-
ращениях аргумента. Непрерывность дифференцируемой функции. 

4. Эластичность функции как предел отношения относительных изменений 

зависимой и независимой переменных. Правило Маршалла (геометриче-
ский смысл эластичности). Примеры вычисления эластичности в эконо-

мическом анализе.  

5. Производные и дифференциалы высших порядков.  

6. Основные теоремы дифференциального исчисления: теоремы Ферма, 
Ролля, Лагранжа, Коши (все – без доказательства). Геометрические ин-

терпретации. Правило Лопиталя раскрытия неопределѐнностей типа 
0
0  и 


 . 
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7. Монотонность функции и знак производной. Точки экстремума: опреде-

ление, необходимое условие экстремума, достаточные условия экстрему-

ма. Вторая производная и геометрия кривой, точки перегиба. Общая схе-

ма исследования функции и построения графика. Задачи на наибольшее и 
наименьшее значения функции на замкнутом промежутке. 

Тема 4. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных. 

1. Понятие функции n-переменных. Функция двух независимых перемен-

ных: область определения, область значений. Геометрическая интерпре-
тация функции двух переменных. Линии уровня. Общее представление о 

пределе функции двух переменных. 

2. Частное приращение, частная производная и частный дифференциал 
функции двух переменных. Полное приращение и дифференциал функ-

ции двух переменных. Частные производные высших порядков. 

3. Производная по направлению. Градиент. Экстремум функции двух пере-

менных. Необходимые условия, достаточные условия. Условный экстре-
мум. Метод непосредственной подстановки; метод Лагранжа поиска ус-

ловного экстремума. 

4. Функции нескольких переменных в экономической науке. Теория потре-
бительского выбора и функция полезности. Производственная функция. 

Производственная функция Кобба – Дугласа, производственная функция 

с постоянной эластичностью замещения и т.п. 

Тема 5. Интегральное исчисление. 
1. Интегральное исчисление. Первообразная. Совокупность всех первооб-

разных – неопределѐнный интеграл. Интегрирование – операция, обрат-

ная дифференцированию. Классы интегрируемых функций. Четыре свой-
ства и таблица интегралов. Неберущиеся интегралы. Замена переменного. 

Подведение под знак дифференциала. 

2. Интегрирование по частям. Интегрирование дробно-рациональной функ-

ции. Некоторые замены в интегралах от тригонометрических функций и 
простейших иррациональностей. 

3. Определѐнный интеграл: площадь криволинейной трапеции и определе-

ние определѐнного интеграла. Свойства определѐнного интеграла. Теоре-
мы о среднем, интеграл с переменным верхним пределом, формула Нью-

тона-Лейбница. Специальные функции: интегральный синус, функция 

Лапласа. 

4. Приложения определенного интеграла: площадь криволинейной трапе-
ции, длина дуги (для явно заданных функций). Стоимость хранения про-

дукции на складе при условии еѐ кусочно-непрерывного поступления и 

убытия. 

5. Несобственные интегралы: введение в проблематику. Интегралы первого 

и второго рода. Понятие сходимости и расходимости, вычисление 



1 x

dx
,  
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 

1

0 x

dx
. 

6. Восстановление функции двух переменных по еѐ полному дифференциа-

лу.  
Тема 6. Обыкновенные дифференциальные уравнения. 

1. Простейшие обыкновенные дифференциальные уравнения первого по-

рядка: использование интегрального исчисления при их решении. Урав-

нение 
x

y

dx

dy
  – подробный разбор его решения, построение интеграль-

ных кривых, введение на этом примере основных понятий теории диффе-

ренциальных уравнений первого порядка: области определения уравне-

ния, особой точки, общего решения, частного решения, задачи Коши. 

2. Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае. Основ-
ные определения. Разрешение относительно производной. Уравнения с 

разделяющимися переменными. 

3. Однородная функция. Однородные обыкновенные дифференциального 
уравнения первого порядка. 

4. Линейные обыкновенные дифференциального уравнения первого порядка 

и уравнения Бернулли: решение методом Бернулли. 

5. Уравнения в полных дифференциалах.  
6. Обыкновенные дифференциального уравнения высших порядков: общее 

решение, частное решение. Пояснения на примере уравнения типа 

xy sin)5(  . 

7. Определение комплексного числа. Геометрическая интерпретация, мо-

дуль, аргумент. Комплексно сопряженные величины. Четыре арифмети-
ческих действия над комплексными числами. Решение квадратных урав-

нений с отрицательным дискриминантом. Тригонометрическая форма 

комплексного числа. Показательная форма комплексного числа. Форму-
лы Эйлера (без доказательства). Формула Муавра возведения в степень. 

Извлечение корня натуральной степени из комплексного числа. 

8. Линейные обыкновенные дифференциальные уравнения высших поряд-

ков: однородные и неоднородные. Структура общего решения однород-
ного уравнения. Однородные уравнения с постоянными коэффициентами. 

Характеристическое уравнение (с выводом). Линейно независимые реше-

ния в случаях различных действительных корней характеристического 
уравнения; кратных действительных корней; комплексно сопряженных 

корней; кратных комплексно сопряженных корней. 

9. Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами и 

специальной правой частью: метод неопределѐнных коэффициентов. 
Тема 7. Ряды. 

1. Задачи, подводящие к идее конечности бесконечной суммы: апория Зено-

на об Ахиллесе и черепахе, последовательное деление отрезка на две час-
ти с образованием убывающей геометрической прогрессии длин.  
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2. Числовые ряды. Определение, сходящиеся и расходящиеся ряды, необхо-

димое условие сходимости, признак расходимости. Ряды с положитель-

ными членами: теоремы сравнения. Признак Даламбера, радикальный 

признак Коши (в предельной форме). Интегральный признак сходимости 
Коши знакоположительного числового ряда. 

3. Знакочередующиеся числовые ряды: признак Лейбница.  

4. Знакопеременные числовые ряды: абсолютная и условная сходимость. 

Свойства абсолютно сходящегося ряда. Теорема Римана для условно схо-
дящегося ряда. 

5. Функциональные ряды: общие понятия. Область сходимости и расходи-

мости. Степенной ряд: определение. Всѐ об области сходимости (абсо-
лютной, условной) степенного ряда: радиус, интервал, формулы Далам-

бера и Коши-Адамара поиска радиуса сходимости. Исследование сходи-

мости на концах интервала сходимости. 

6. Ряды Тейлора. Ряды Маклорена. Пять классических разложений, опреде-
ление радиусов сходимости к соответствующим функциям.  

7. Вычисление интегралов с использованием степенных рядов. Решение 

дифференциальных уравнений с использованием степенных рядов. 
Повторение, обобщения. 

 

 

1.2. Демонстрационные варианты контрольных работ 

 

Тема №2. Введение в теорию пределов. Непрерывные функции. 

Асимптоты. 

1. Найти указанные пределы:  

а)
252

273
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
; б)

24

13
lim

2

2





 xx

xx

x
; в)

x

x

x 2tg

5sin
lim

0
; г)

32

2

1
lim
















x

x x

x
, 

д)
1

)241ln(
lim

80 



 xx e

x
. 

2. Найти точки разрыва и определить их тип для функции 
2

)1sin(
2 




xx

x
y . 

3. Найти асимптоты функции 
1

12






x

x
y . 

Тема №3. Дифференциальное исчисление функции одного перемен-

ного. 

1. Найти производные и дифференциалы функций: а) )10
6

5
3

12 
x

xy ; 

б)
xex

xtgx
y






4

93sin4
  ; в) )2(cos3 32arcsin  xy x ; г) 33 3lnarctg xxxy  . 
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2. Используя правило Лопиталя, найти пределы: а) 
30

sin
lim

x

xx

x




, б) 

x

x

x sinln

ln
lim

0
. 

3. Исследовать заданные функции методами дифференциального исчисления и 

построить их графики. Для функции из пункта а) найти дополнительно наи-

большее и наименьшее значения на отрезке [-3, 5]. 

а) 26243 23  xxxy ,  3 , 5 ;    б) 
2

3






x

x
y . 

Тема №4. Дифференциальное исчисление функции нескольких пере-

менных. 

1. Для функции 
335),( yxyxeyxf   найти частные производные первого поряд-

ка и выписать полный дифференциал первого порядка в точке M(1,-1).  

2. Для данной функции 4 3),( yxyyxf   найти: а) градиент функции в точке 

M(1;1); б) модуль найденного градиента; в) производную по направлению гра-

диента в указанной точке. 

3. Для данной функции    yxyxf 3cos, 3    найти все частные производные 

второго порядка и показать, что 
xy

f

yx

f








 22

. 

4. Исследовать на экстремум функцию 22 3366),( yxyxyxf   

5. Найти условные экстремумы функции   
2

422),(
2

2 y
xxyxyxf   при ус-

ловии xy 2  1) методом подстановки; 2) методом Лагранжа. 

 

Тема №5 Интегральное исчисление. 
1. Вычислить неопределенные интегралы: 

а) dxx
x

x 







 cos7

3
2 ; б)  dx

xx

x
22 sincos

2cos
; в)   dxxx 2cos ; г)

 dxxex 2 ; 

д)
    342 xx

dx
;  е) xdxx 33 cossin . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 3 xy  , 2x , 0y . 

 

Тема №6 Обыкновенные дифференциальные уравнения. 

Контрольная работа №1. «Обыкновенные дифференциальные урав-

нения первого порядка». 

1. Решить задачу Коши:   01,0 


ye
x

yy y .  

2. Решить уравнения:  
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а) 
y

x
yx

y

x
yx sinsin  ; б) xytgxy cos ;   в) yxyy  ;  

г)     0sincossin  dyyyxdxyx . 

 

Контрольная работа №2. «Линейные дифференциальные уравне-

ния». 

1. Решить задачу Коши: 02  yyy ,     30,10  yy  

2. Решить уравнения: а) 03612  yyy , б) 094  yy . 

3. Решить задачу Коши:  262 xyyy  ,      y 0 4  ,   1y . 

 

Тема №7. Ряды. 

1. Для ряда 
7

5 21

n n

n
n

x

n 





 написать первые три члена, найти радиус сходимости 

и исследовать на сходимость на концах интервала сходимости. 

2. Записав подынтегральную функцию интеграла 
 dxex x22  в виде степенного 

ряда, вычислить интеграл в виде степенного ряда. 
3. Найти первые пять членов разложения в степенной ряд частного решения 

уравнения xyyxy  5 , удовлетворяющего начальным условиям 

    100  yy . 

 

 

1.3. Образцы билетов и критерии оценок для зачета и экзамена 

 

Программа зачета и экзамена в точности соответствует учебной програм-

ме (темы 1-5 и темы 6-7 соответственно). 
 

Демонстрационный вариант билета на зачете в первом семестре. 

1. Вычислить производную функции xxy sin . 

2. Вычислить определѐнный интеграл   

2

1

2 32 dxxx . 

3. Геометрическая интерпретация производной функции  xfy  .  

4. Для функции  22ln yxz   найти координаты и модуль градиента в точке 

(1,1), а также производную в этой точке по направлению вектора  1;3a


. 

5. Первый замечательный предел. Сформулировать и доказать. 

6. Корректно ли задан интеграл 
x

dx
x

x

0

sin
? Ответ обоснуйте. Что это за функ-
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ция? Вычислите 




















x

dx
x

x

0

sin
. 

7. Докажите, что производственная функция с постоянной эластичностью за-

мещения является однородной первой степени (т.е. обладает свойством посто-

янства отдачи от масштаба). 

 
Форма проведения зачета: письменно. 

 

Критерии оценок: 

«зачтено» ставится, если: 

 Полученные исчерпывающие ответы на три вопроса; 

 либо получены исчерпывающие ответы на два вопроса и ответы (реше-

ния) ещѐ на два вопроса, не доведѐнные до конца, в которых рассуждения 

логичны и правильны, причем автор продвинулся в рассуждениях (реше-

нии) более, чем наполовину. 

 

«Не зачтено» ставится, если полный (правильный) ответ представлен только на 

1-2 вопроса билета или письменная работа не содержит полных (правильных) 

износов. 

 
 

Демонстрационный вариант билета на экзамене во втором семестре. 

1. Решить дифференциальное уравнение 023  yyy . 

2. Решить дифференциальное уравнение 0sin  ydyxdx . 

3. Сформулируйте признак Даламбера сходимости знакоположительного ряда. 

С помощью этого признака исследуйте на сходимость ряд 


1
2

n

n

n
.  

4. Найти область абсолютной сходимости степенного ряда 





1
5

n

n

n

n

x
 

5. Решите дифференциальное уравнение: xyyy 3sin2258  . 

6. Решите уравнение 0)6(  yy . 

7. Записать первые пять членов степенного ряда, являющегося решением диф-

ференциального уравнения xyyxy 2  с начальными условиями 

    10,10  yy . 

 
Форма проведения экзамена: письменно. 
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Критерии оценок: 

 

Оценка 

 

Критерий 

Превосходно Получены правильные полные исчерпывающие 

ответы на все семь вопросов. 

Отлично Получены правильные полные исчерпывающие 

ответы на шесть вопросов. 
Очень хорошо Полученные правильные полные исчерпывающие 

ответы на пять вопросов; 

либо получены правильные полные исчерпываю-
щие ответы на четыре вопроса и ответы (решения) 

ещѐ на два вопроса, не доведѐнные до конца, в ко-

торых рассуждения логичны и правильны, причем 

автор продвинулся в рассуждениях (решении) бо-
лее, чем наполовину. 

Хорошо Полученные правильные полные исчерпывающие 

ответы на четыре вопроса; 
либо получены правильные полные исчерпываю-

щие ответы на три вопроса и ответы (решения) 

ещѐ на два вопроса, не доведѐнные до конца, в ко-

торых рассуждения логичны и правильны, причем 
автор продвинулся в рассуждениях (решении) бо-

лее, чем наполовину. 

Удовлетворительно Полученные исчерпывающие правильные полные 
ответы на три вопроса; 

либо получены правильные полные исчерпываю-

щие ответы на два вопроса и ответы (решения) 

ещѐ на два вопроса, не доведѐнные до конца, в ко-
торых рассуждения логичны и правильны, причем 

автор продвинулся в рассуждениях (решении) бо-

лее, чем наполовину. 
Неудовлетворительно Полный (правильный) ответ представлен только 

на 1-2 вопроса билета; ответы на другие вопросы 

билета либо фрагментарны и разрозненны, либо 

неправильны, либо отсутствуют.  
Плохо Письменная работа не содержит правильных отве-

тов на вопросы билета либо студент замечен в ис-

пользовании справочных материалов в бумажном 

или электронном виде, подсказок соседей, обще-
нии (устном или письменном) с использованием 

различных устройств.  
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 1.3. Основная литература. 

 

Теоретические разделы подробно можно изучать по следующим элек-

тронным изданиям, выложенным в фонде образовательных электронных ресур-
сов http://www.unn.ru/rus/books/table.html ННГУ им. Н.И. Лобачевского. 

 

448.12.06.  Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Математический 
анализ. Часть 1. Предел функции. Непрерывность. Учебное пособие. 70 с. 

449.12.06 Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Математический 
анализ. Часть 2. Дифференциальное исчисление функции одного переменного. 
Учебное пособие. 81 с. 

470.12.06 Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Математический 
анализ. Часть 3. Интегральное исчисление функции одного переменного. Учеб-

ное пособие. 73 с. 

792.14.06 Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Математический 
анализ функций нескольких переменных. Часть 1. Дифференциальное исчисле-
ние функций нескольких переменных. Учебное пособие. 66 с. 

795.14.07 Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Несобственные 
интегралы и ряды. Часть 1. Интегралы несобственные и зависящие от парамет-

ра. Учебное пособие. 41 с. 

796.14.07 Солдатов М.А., Круглова С.С., Круглов Е.В.  Несобственные 
интегралы и ряды. Часть 2. Числовые и функциональные ряды. Учебное посо-
бие. 44 с. 

 

 
Раздел «Дифференциальные уравнения» рекомендуется изучать, следуя 

учебнику:  

 

Общий курс высшей математики для экономистов. Под редакцией Ерма-
кова В.И. М.: Инфра-М, 2007. – 656 с. 

 

 
Задачники, используемые на практике. 

 

Берман Г.Н. Сборник задач по курсу математического анализа: Учебное 

пособие для вузов.- 20-е изд. М.: Наука, Главная редакция физико-

математической литературы, 1985. – 384 с. 

Минорский В.П. Сборник задач по высшей математике, М.:Наука, 1987. – 

335 с. 
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Сборник задач по высшей математике для экономистов. Под редакцией 

Ермакова В.И. М.: Инфра-М, 2003. – 575 с. 

Сборник задач по математическому анализу. Том 3.  Функции нескольких 

переменных: Учеб. Пособие. Авторы: Кудрявцев Л.Д., Кутасов А.Д., Чехлов 

В.И., Шабунин М.И. / Под ред.  Л.Д. Кудрявцева. – 2-е изд., перераб. – 

М.:ФИЗМАТЛИТ, 2003. – 472 с. 

Филиппов А.Ф. Сборник задач по дифференциальным уравнениям. – 

Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2000, 176 с. 
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 Глава 2. Введение в теорию пределов 

 

 

2.1. Числовая последовательность. Предел последовательности 

 

Пусть заданы два множества действительных чисел RD  и RE , где 

R – множество действительных чисел. 

Определение 1. Если каждому элементу (аргументу) Dx  поставлен в 
соответствие по определенному правилу f единственный элемент Ey , тогда 

говорят, что на множестве D определена функция, которую обозначают 

 xfy  .       

Определение 2. Функция натурального аргумента называется числовой 

последовательностью.  
 Обычно числовая последовательность обозначается сле-

дующим образом:   nxnf  , ...3,2,1n  или Nn , где N – множество нату-

ральных чисел. 

Примеры.  1)   
nnx

2

1
 :  ,...

2

1
,...,

8

1
,

4

1
,

2

1
n

 .  2)  :
1


n

n
xn    

,...
1

,...,
4

3
,

3

2
,

2

1

n

n
 . 3)   :1

n
nx      ...,1,...,1,1,1,1

n
  

 Определение 3. -окрестностью числа а назовем множество точек x, 

удовлетворяющих неравенству  ax , то есть  axa  ( 0 ). 

Определение 4. Множество D точек действительной оси называется ог-
раниченным, если существуют два таких числа m и M, что для всех x из этого 

множества выполняется неравенство Mxm  , Dx . 

Определение 5. Число а (если оно существует) называется пределом чи-

словой последовательности  nx , если для любого положительного числа  

найдется зависящий от  номер элемента последовательности  0n , начиная с 

которого будет выполняться неравенство  axn . Обозначается это так: 

axn
n




lim . 

Это определение можно записать следующим образом: 

Для любого 0  найдется номер   00 nn , такой, что для всех элемен-

тов последовательности  nx  с номером   0nn  выполняется неравенство 

 axn . 

С геометрической точки зрения вне -окрестности числа a будет нахо-

диться конечное число членов последовательности  nx , тогда как внутри -

окрестности точки a всегда бесконечное число членов последовательности, не-

зависимо от величины . 

 Определение 6. Последовательность, у которой есть предел, называется 
сходящейся. В противном случае говорят о расходящейся последовательности. 
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Пример. 

 Проиллюстрируем определение предела последовательности на примере 

последовательности 
1

1

n
.  Покажем, что 0

1

1
lim 

 nn
. 

 Рассмотрим любое 0  и изучим неравенство 


0
1

1

n
. Так как 

01n , то оно эквивалентно неравенству 
1

1

n
, что справедливо тогда и 

только тогда когда 



1

1n , или 1
1



n . 

 Обозначим 








1

1
 максимальное целое число, не превосходящее 1

1



. 

Очевидно, что это есть 










 1

1
0n  такое, что для всех n, больших 0n , выполня-

ется неравенство 


0
1

1

n
. Поэтому 0

1

1
lim 

 nn
. 

 Определение 7. Последовательность  n  называется бесконечно малой,  

если ее предел равен нулю:  0lim 


n
n

a .  

Замечание. Любую сходящуюся последовательность  nx  можно предста-

вить в виде nn ax  ,  где   n  – бесконечно малая последовательность. 

 Определение 8. Последовательность  nx  называется бесконечно боль-

шой,  если для любого положительного числа  найдется номер элемента по-

следовательности   00 nn , зависящий от , начиная с которого будет выпол-

няться неравенство 



1

axn  (т.е. еѐ пределом является бесконечность). Обо-

значается это так: 


n
n

xlim . 

 

 

 2.2. Свойства сходящихся последовательностей 

 

1. Теоремы о пределах последовательности. 

Пусть даны две сходящиеся последовательности  nx  и  ny : axn
n




lim , 

byn
n




lim . Тогда: а) R


kkakxn
n

,lim ;   б)   bayx nn
n




lim ;  в) 

  bayx nn
n




lim ;   г) 
b

a

y

x

n

n

n











lim . 

2. Сходящаяся последовательность имеет единственный предел. 

3. Сходящаяся последовательность ограничена. 
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4. Последовательность, обратная к бесконечно малой, будет бесконечно 

большой и наоборот. 

5. Сумма конечного числа бесконечно малых величин есть бесконечно ма-

лая величина. 

6. Произведение бесконечно малой последовательности  n на ограничен-

ную последовательность  nx  есть бесконечно малая последовательность. 

Пример. 0
1

12coslim
12cos

lim
33

















 nn
n

nn

n

nn
 (так как 112cos n , 

0
1

lim
3


 nnn

. 

7. «Теорема о конвоирующих». Если ayx n
n

n
n




limlim  и nnn yzx  , то 

azn
n




lim . 

8. Начиная с некоторого номера n: nnan a
kn log!    ( 0a ). 

Примеры. 

1) 
2

3
limlim

3

1
1

3

1

2

1
1

2

1

3

1
...

27

1

9

1

3

1
2

1
...

8

1

4

1

2

1






































n

n

n
n

n

n
. (Здесь использовали формулы для 

суммы геометрической прогрессии и арифметические свойства пределов.) 

2) 0
!

3
lim 
 n

n

n
.  

Для доказательства этого факта воспользуемся свойством 6 сходящихся после-

довательностей. Имеем: 0
4

3

2

9

4

3
...

4

3

4

3

4

3

2

93
...

5

3

4

3

3

3

2

3

1

3

!

3
0

3















n

nn

nn
. 

Однако при вычислении пределов не всегда можно сразу применить тео-

рему о пределах и другие свойства последовательностей. При формальной под-

становке бесконечности (точнее бесконечно большой величины) вместо n в об-

щий элемент последовательности могут возникать неопределенности (напри-

мер, такие, как 
0

0
,1,,,

0

0
, 0 




). Чтобы избежать неопределенностей и 

вычислить предел последовательности, обычно сначала используют технику 
раскрытия неопределенностей, включающую вынесение за скобки в числителе 

и знаменателе старшей степени (или наиболее быстро растущего слагаемого), 

разложение на множители, умножение на сопряженное выражение и другие 
приемы. Рассмотрим некоторые из этих способов на примерах. 

Примеры. 



 19 

Для раскрытия неопределенности 



 надо числитель и знаменатель раз-

делить на старшую степень знаменателя:  

.
2

1

8

4

10
8

13
4

lim
108

134
lim

2

2

2

2

























n

nn

n

nn

nn
 

Для раскрытия неопределенности   надо умножить и разделить раз-
ность на одно и то же сопряженное выражение: 

   
  

.1
4

1
2

1

2
lim

42

2
lim

42

4242
lim42lim






















nn

nn

n

nn

nnnnn
nnn

nn

nn

 
Умножив числитель и знаменатель на сопряженное числителю выражение 

42  nn , получаем неопределенность 



, которую раскрываем как в 

примере 1. 

Определение 9. Последовательность  nx  называется возрастающей (не-

убывающей),  если для любого 1n  выполняется неравенство 1 nn xx , т.е. 

......21  nxxx  .  

Последовательность называется строго возрастающей, если неравенства 

строгие (равенство исключено), т.е. ......21  nxxx  . 

Аналогично, последовательность называется убывающей (невозрастаю-

щей),  если для любого 1n  выполняется неравенство 1 nn xx , и соответст-

венно строго убывающей, если 1 nn xx  . 

Убывающие и возрастающие последовательности вместе называются мо-

нотонными (строго монотонными, если равенства исключаются). 

Примеры. 

,...
2

1
,...,

8

1
,

4

1
,

2

1
n

 – строго убывающая последовательность, 

,...
1

,...,
4

3
,

3

2
,

2

1

n

n
 – строго возрастающая последовательность, 

  ...,1,...,1,1,1,1
n

   не является монотонной. 

Теорема Вейерштрасса. 

Монотонная ограниченная последовательность имеет предел. 

Пример. 
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Рассмотрим последовательность  






















n

n
n

x
1

1 :   ,...
27

64
,

9

2
,2  . Она 

имеет предел, т.к. является возрастающей и ограниченной. Принято обозначе-

ние: e
n

n

n













1
1lim   – этот предел называется «число е». Это иррациональное 

число е = 2,71828182845… . Оно часто применяется, например, если его взять в 
качестве основания показательной функции, получим экспоненциальную функ-

цию xe . Также число е является основанием натурального логарифма 

xxe lnlog  . 

 

 
2.3. Предел функции одного действительного переменного 

 

До сих пор мы рассматривали функции натурального аргумента, который 
менялся дискретно. Рассмотрим теперь функции от непрерывно меняющегося 

аргумента х. 

Определение 10. Число L (если оно существует) называется пределом 

функции f(x) при значении аргумента x стремящемся к a, если для любой схо-

дящейся к a и отличной от а последовательности  nx  соответствующая  после-

довательность значений функции  nxf  стремится к L:  

   nLxfnaxax nnn ,,, . 

Обозначают это так:   Lxf
ax




lim . 

Замечание. Если для разных последовательностей  nx  получаются 

разные пределы 21 LL  , это означает, что в точке а функции f(x) не имеет пре-

дела.  
 

Пример. 

Рассмотрим предел 
xx

1
sinlim

0
. Для последовательности 0

11 



n

xn  по-

следовательность значений функции   0sin  nxf n  при n . Для после-

довательности 0
2

1

2

2 



n

xn  последовательность значений функции 

  1
2

2sin 






 
 nxf n  при n . Для разных последовательностей аргу-

мента, стремящихся к нулю, предел последовательности значений функции бу-

дет разным. Следовательно, 
xx

1
sinlim

0
  не существует. 

Пусть функция f(x) определена на всей оси или, во всяком случае, для 
всех достаточно больших по абсолютной величине значений х. 
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 Определение 11. Число L (если оно существует) называется пределом 

функции f(x) на бесконечности (  xxx ,, ), если для любой неог-

раниченной последовательности  nx  соответствующая  последовательность 

значений функции стремится к L. 

Записывают это так:   Lxf
x




lim  или   Lxf   при x . 

Замечание. Если   Lxf
x




lim , то график функции  xfy   при неогра-

ниченном возрастании |x| сколь угодно близко подходит (или асимптотически 
приближается) к горизонтальной прямой Ly  , которая является горизонталь-

ной асимптотой для кривой  xfy   при x . 

Пример. 0lim 


x

x
e , следовательно, 0y  является горизонтальной 

асимптотой для кривой  xfy   при x . 

Определение 12 . Число L
+
 (если оно существует) называется пределом 

функции f(x) в точке а справа (правым пределом, 0 ax  – при стремлении х 
к а справа), если для любой сходящейся к a и отличной от а последовательно-

сти  nx ,  причем axn  , соответствующая  последовательность значений 

функции стремится к L
+
.  

    nLxfnaxaxax nnnn ,,,, .   

Обозначают это так:   


 Lxf

ax 0
lim . 

Определение 13. Число L
-
 (если оно существует) называется пределом 

функции f(x) в точке а слева (левым пределом, 0 ax  – при стремлении х к а 

слева), если для любой сходящейся к a и отличной от а последовательности 

 nx ,  причем axn  , соответствующая  последовательность значений функции 

стремится к L
-
.  

    nLxfnaxaxax nnnn ,,,, .   

Обозначают это так:   


 Lxf

ax 0
lim . 

Теорема. Функция f(x) имеет предел L в точке а тогда и только тогда, ко-

гда существуют пределы как справа, так и слева, и они равны L : 

      Lxfxfxf
axaxax




limlimlim
00

.  

Свойства предела функции 

Так как мы сформулировали определение предела функции в точке «на 
языке последовательности», то арифметические свойства предела функции в 

точке будут следовать из свойств предела числовой последовательности. 

Теоремы о пределах. Пусть     cxfbxf
axax




lim,lim . Тогда: 

1.      cbxgxf
ax




lim ;      cbxgxf
ax




lim ; 
 
  с

b

xg

xf

ax











lim , если 0с . 

2. Если функция имеет предел в точке (или на бесконечности), то он един-
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ственный. 

3. Функция, обратная к бесконечно малой функции, будет бесконечно 

большой и наоборот. 

4. Сумма конечного числа бесконечно малых величин есть бесконечно ма-

лая величина. 

5. Произведение бесконечно малой функции на ограниченную есть беско-

нечно малая функция. 

6. Если     bxgxf
axax




limlim  и     xgxhxf  , то   bxh
ax




lim  (это «тео-

рема о конвоирующих»). 

Замечательные пределы. 

Первый замечательный предел: 1
sin

lim
0


 x

x

x
. 

Второй замечательный предел:   ex
x

x

x

x

x













1

1lim
1

1lim
0

. 

Приемы раскрытия неопределенностей, изложенные выше для пределов 

последовательностей, также можно использовать для вычисления пределов 
функций. Рассмотрим другие способы раскрытия неопределенностей на приме-

рах. 

Примеры.  

1) 
 

  1ln1lnlim
1ln

lim
1

0





ex

x

x
x

xx
  (по свойству логарифма степени и вто-

рого замечательного предела) 

2) 
 

1
1ln

lim
1

lim
00







 t

t

x

e

t

x

x
 (сделаем замену tex 1 , 0t ,  tx  1ln ). 

3) 
 

5
51

5sin5
lim

5sin
lim

020





  xx

x

xx

x

xx
. 

 Для раскрытия неопределенности 
0

0
 также применяется техника разложе-

ния на множители: 

  

  
  

   
 
   12

1

51

1
lim

511

11
lim

51

11
lim

54

12
lim

2

2

12

2

122

2

124

3

1





















 xx

xx

xxx

xxx

xx

xxx

xx

xx

xxxx
; 

и умножение на сопряженное выражение: 

   
   

   
  

 
 

.
3

4

321

22
lim

3214

2321921
lim

23212

2321321
lim

2

321
lim

4

444


























x

x

xx

xxx

xxx

xxx

x

x

x

xxx

 

Для раскрытия неопределенности  используется второй замечательный 

предел:  
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5

4
4

1

1
1

lim
4

1
lim e

e

e

x

x

x

x
x

x

x

x

x




































. 

Здесь мы вынесли за скобки , сократили и воспользовались вторым  замеча-

тельным пределом. Можно выделить в основании целую часть, а затем умно-

жить и разделить показатель на получившуюся в основании правильную дробь. 

0

32

3

1
1lim

3

32
1lim

3

32
1lim

3

2
lim

3

32
3

32

3

2

3

32
3

32

3

2

3

2

3

2

2

2

2
2

2

2
2

22







































































































































































e

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

x
x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

. 

 

 

 

2.4. Непрерывность функции 

 

Определение 14. Функция  xf  называется непрерывной в точке 0x , ес-

ли: 

1) она определена в некоторой окрестности точки 0x  (включая еѐ саму), 

имеет предел в точке 0x ; 

2) предел функции в точке 0x  равен значению функции в этой точке:  

   0
0

lim xfxf
xx




. 

Определение 15. Функция называется непрерывной на множестве (в об-

ласти), если она непрерывна в произвольной точке этого множества (этой об-

ласти). 

Теорема. Все элементарные функции непрерывны в области определе-
ния. Арифметические действия над элементарными функциями  не выводят из 

класса непрерывных функций. 

Примеры. 

1) Функции x
x

xx sin,
1

,ln,  определены и непрерывны при любом 

0x . 

2) Функция 
x

1
 определена и непрерывна всюду кроме 0x . 
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3) Функции xsin , xcos , xe , многочлен 01
2

2
1

1 ... axaxaxaxa n
n

n
n  

  

определены и непрерывны на всей числовой оси. 

Определение 16. Функция  xf  называется непрерывной в точке 0x  

справа, если существует    0
00

lim xfxf
xx




, и называется непрерывной в точке 

0x  слева, если существует    0
00

lim xfxf
xx




. Это односторонняя непрерыв-

ность. 

Теорема. Функция f(x) является непрерывной в точке 0x  тогда и только 

тогда, когда она в этой точке непрерывна справа и слева (т.е. существуют одно-

сторонние пределы как справа, так и слева, и они равны): 

     0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx




.  

Будем предполагать, что функция f(x) определена в некоторой окрестно-

сти точки а, за исключением, быть может, самой точки а. 

Определение 17. Если функция f(x) не является непрерывной в точке а, 

то говорят, что функция терпит разрыв в этой точке, а сама точка а называется 
точкой разрыва функции. 

Классификация точек разрыва 

Точки устранимого разрыва. 
Определение 18. Точка а называется точкой устранимого разрыва, если 

существует   


Lxf
ax

lim , но он не совпадает со значением функции в точке 

а (оно вообще может быть не определено). 
Разрыв будет устранѐн, если доопределить (переопределить) значение 

функции в точке а, положив   Laf  . После этого функция становится непре-

рывной в точке а. 

Точки неустранимого разрыва. 
Определение 19. Точка а называется точкой неустранимого разрыва, ес-

ли не существует  xf
ax

lim . Неустранимый разрыв бывает первого и второго 

рода. 

Определение 20. Точка а называется точкой разрыва первого рода (ко-

нечный скачок), если в ней существуют пределы слева и справа, но они не рав-

ны:    xfxf
axax 00

limlim


 . 

Определение 21. Точка а называется точкой разрыва второго рода (бес-

конечный скачок), если в ней хотя бы один из односторонних пределов не су-

ществует (или бесконечен). 
Примеры. 

Функция  
x

x
xf

sin
  имеет в точке 0x  устранимый разрыв, т.к. 

1
sin

lim
sin

lim
0000


 x

x

x

x

xx
, но  0f  не сущестует. 
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Функция  
12

12
1

1






x

x

xf  имеет в точке 0x  неустранимый разрыв 1го ро-

да, т.к. 1

12

12
lim

1

1

00






 x

x

x
, 1

12

12
lim

1

1

00






 x

x

x
. 

Функция  
x

xf
1

  имеет    имеет в точке  неустранимый 

разрыв 2го рода, т.к. оба односторонних предела бесконечны. 

 

 

2.5. Нахождение асимптот графика функции 

 

Определение 22. Асимптотой называется прямая, к которой неограни-
ченно приближается (не достигая ее при этом) график функции. Различают вер-

тикальные, наклонные и горизонтальные асимптоты. 

Определение 23.  Если   


xf
ax 0

lim , то прямая ax   является верти-

кальной асимптотой для кривой (для функции)  xfy  , и наоборот. При этом 

указанная прямая может быть асимптотой только для левой ( 0 ax ) или 

правой ( 0 ax ) ветви графика функции. 

Определение 24. Прямая bkxy   является наклонной асимптотой для 

графика функции  xfy   при x , если      0lim 


bkxxf
x

. Справед-

ливо и обратное. В частности, при 0k  имеем горизонтальную асимптоту  

by  . Аналогично при x , x . 

Теорема. Для того чтобы прямая bkxy   была наклонной асимптотой 

для графика функции  xfy   при x , необходимо и достаточно, чтобы 

существовали пределы 
 
x

xf
k

x 
 lim ,   kxxfb

x



lim . 

Аналогично при x , x . 
Примеры. 

Рассмотрим функцию 
2xey   (кривая Гаусса). Прямая  является 

горизонтальной асимптотой для графика функции, т.к. 0lim
2





x

x
e . Верти-

кальных асимптот нет, потому что функция определена и ограничена на всей 

числовой оси. 

Рассмотрим функцию 
2

2

1 x

x
y


 . Исследуем ее поведение на границе об-

ласти определения: 

  



 2

3

1
lim

x

x
y

x
,    




 2

3

1
lim

x

x
y

x
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  



 2

3

01 1
lim01

x

x
y

x
,    




 2

3

1
lim01

x

x
y

x
 

  



 2

3

01 1
lim01

x

x
y

x
,    




 2

3

01 1
lim01

x

x
y

x
. 

Следовательно, 1x  и 1x  – вертикальные асимптоты. Найдем на-
клонные асимптоты:  

 
1limlim

3

3





 xx

x

x

xf
k

xx
;    0

1
lim

1
limlim

22

3























 x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
. 

Таким образом, xy   – наклонная асимптота на обоих направлениях (при 

x  и x ). 

 

 2.6. Задачи для самостоятельного решения. 

 

1. Вычислить предел последовательности: 

 

1. 
   

34

22 22

lim





n

nn

n
 2.  11lim 22 


nnn

n
 

3. 
   

   22

22

11

11
lim





 nn

nn

n
 4.  nn

n




3 33lim  

5. 
 

 44

23

1

1
lim





 nn

nn

n
 6.   51lim 2 


nnnn

n
 

7. 
 

 33

3

1

2
lim





 nn

n

n
 8.  nnn

n



13lim 2

 

9. 
   44

3

11

78lim




 nn

nn

n
 10.  21lim 


nnn

n
 

11. 
4 53 2

2

313

23
lim





 nn

nn

n
 12. 

23 3

4

41

236
lim

nn

nn

n 




 

13. 
4 83 9

53

114

26
lim





 nn

nnn

n
 14. 

3 45 5

2

313

3
lim





 nn

nn

n
 

15. 
162

62
lim

 


nn

nn

n
 16. 

4

3...963
lim

2 



 n

n

n
 

17. 
143

34
lim

 


nn

nn

n
 18. 

24

...321
lim

nn

n

n 




 

19. 
 

   !2!1

!2!
lim





 nn

nn

n
 20. 















n

n

n

n 1

2...642
lim  

21. 
 !1

2
lim

 n

n

n
 

22. 

n

n

n

5

1

5

1

5

1
1

3

1

3

1

3

1
1

lim

2

2









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23. 
 

1

1sin
2

2

lim




 n

n

n
 24. 

 
1

cos

4
lim





 n

nn

n
 

25.   nn

nn

nn

n









2

2

2 2

123

123lim  26.  
2

2

2

1

12lim
n

n

nn

n








 

27.   23

2
4lim








n

n
n

n
 28.   n

n
n

n








5

32
12lim  

29.  
2

2

2 1lim
n

n

n

n




 30.   nn

n

n

n

3

1

1
2

3

3

lim







 

 

 
2. Вычислить предел функции: 

 

1. 
   

3

22
3

22

lim




 x

xx

x
 2.  11lim 22 


xx

x
 

3. 
4 83 2

3

21

25
lim





 xx

xx

x
 

4. 
145

54lim





xx

xx

x
 

5. 
  

xx

xx

x 4

1sin
5

2

lim





 6. 

 
169

33cos

6
lim





 x

xx

x
 

7.   1

52
42lim








x

x
x

x
 8.  

4

2

2

3

1lim
x

x

x

x








 

9. 
12

1

1
2

4

lim




 xx

x

x
 10. 

2
23

2

3

lim



 x
xx

x
 

11. 
4

2

16

4

lim




 x

x

x
 12. 

42

529

8
lim





 x

x

x
 

13. 
xx

x

x 32

1

1

3

lim





 14. 

22

23

1
23

2

lim




 xxx

xx

x
 

15. 
 

x

x

x 3sin

2sin1ln

0
lim




 16. 

2

2

9

3cos1

0
lim

x

x

x




 

17. 
xx

x

x 5sin

cos1

0
lim 


 18. 

 23 1

2cos1

0
lim





 xe

x

x
 

19. 
x

xx

x 4cos1
cos2cos

0

2

lim




 20.  x

e

x

x

21ln
1

0
lim





 

21. 
xx

x

x 
2

2sin

0
lim  22.  xx

xx

x 2cos1

sintg

0
lim






 

23. 
1

2cos1

0
2

lim




 xe

x

x
 24. 

x
x

x ln
1

1

2

lim 


 

25. 
 2

4
4

2sin1lim
x

x

x 




 26. 

xx

x





1

cos

1

2lim  

27. 
x
x

x tg
2sinlim


 

28.   x

x
x

1

coslim
0

 

29.   x

x
x

cosln
1

2sin1lim 2

0



 

30. 

2
1

2cos

cos
lim

2














x

x

x
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3. Исследовать функцию  xf  на непрерывность и классифицировать 

точки разрыва, если они существуют у функции. 

 
 

4. Найти асимптоты графика функции  xf . 

1.  
12 


x

x
xf . 2.  

1

12
2 




x

x
xf . 

3.  









.3,3

,3,2 2

xx

xx
xf  4.  










.1,

,1,2

xx

xx
xf  

5.  









 



.1,3

,1,
1

1 2

x

x
xf x

x

 6.  









 

.3,0

,3,
3

1

x

x
xf x  

7.  
 21

44






x

x
xf . 8.  

4

13
2

2






x

x
xf  

9.  
9

1
2 


x

xf  10.  
2

3 12

x

x
xf


  

11.  









.10,1

,0,

xx

xx
xf  12.  











.1,

,10,1

1
1 x

xx
xf

x

 

13.  
11

11
3 




x

x
xf . 14.  

 
x

x
xf

21ln 
 . 

15.  
x

e
xf

x 1
 . 16.  












.0,1

,0,arctg
1

x

xx
xf x  

17.  













.0,0

,0,
2

x

x
xf x

xx

 18.  
x

xf





2
cos . 

19.  











.0,0

,0,
1

x

xe
xf

x

 20.  












.0,
1

sin

,0,21

x
x

x
xf

x

 

1.  
2

12






x

x
xf  

2.   xxxf arctg  

3.  
2

9

x
xxf   4.  

3

12






x

xx
xf  

5.  
1

32
2

23






x

xx
xf  6.  

2

3 1

x

x
xf


  
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7.  
2

12

x

x
xf


  8.  

1

1
4 


x

xf  

9.  
12

3






x

xx
xf  10.  

x
xxf

1
2   

11.  
 2

2

1

44






x

xx
xf  12.  

3

14

x

x
xf


  

13.  
32

3
2 


xx

xf  14.  
3

5
2 


x

x
xf  

15.  

2

1







 


x

x
xf  

16.  
1

32
2

2






x

x
xf  

17.  
42

3




x

x
xf  18.  

1

1
3 


x

xf  

19.  
1

1
2 


x

xf  20.  
3

12






x

x
xf  

21.      4ln4  xxxf  22.  
2xxexf   

23.  
2

2




x

e
xf

x

 24.  
xe

x
xf

5
  

25.      xxxf  1ln1  26.  
22 xexxf   

27.  
22 xexxf   28.   xexxf 22  

29.  
23 xexxf   30.  

23 xexxf   
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Глава 3.  Дифференциальное исчисление функции одного переменно-

го 

 

 
Пусть ( )y f x  некоторая функция, определенная на интервале X . 

Рассмотрим приращение аргумента x  функции в некоторой точке 

0x X :
0x x x   и соответствующее этому приращению приращение функ-

ции: 
0 0( ) ( )f f x x f x    . 

Определение. Производной функции ( )y f x  в точке 
0x X называется 

предел отношения приращения функции к соответствующему приращению ар-

гумента в точке 
0x , при условии, что приращение аргумента стремится к нулю, 

т.е. 

0 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x

f x x f x
f x

x 

  



. 

Другие обозначения производной: 'y , 
dy

dx
, 

( )df x

dx
, ( )

d
f x

dx
. Операция на-

хождения производной называется операцией дифференцирования. 

Производная функции
0'( )f x  в точке 

0x  равна тангенсу угла наклона каса-

тельной к графику функции в этой точке:  

0'( )tg f x  . 

Правила дифференцирования. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  имеют про-

изводные в некоторой точке x . Тогда в этой точке существуют производные 
суммы, разности, произведения и частного (если ( ) 0g x  ) данных функций, 

причем: 

1) ( ( ))' '( )Cf x Cf x , 

2) ( ( ) ( ))' '( ) '( )f x g x f x g x   , 

3) ( ( ) ( ))' '( ) ( ) ( ) '( )f x g x f x g x f x g x  , 

4) 
2

( ) '( ) ( ) ( ) '( )

( ) ( )

f x f x g x f x g x

g x g x





 
 
 

. 

Производная сложной функции. Пусть функция ( )y f x  имеет произ-

водную в точке 0x , функция ( )z g y  имеет производную 0 0( )y f x . Тогда 

функция ( ) ( ( ))h x g f x  имеет производную в точке 0x , причем: 

0 0 0'( ) '( ) '( )h x g y f x . 

Производные некоторых функций. 

1. 1
( ) , 0x x

 
 


    ; 

2. xx ee )( ; 

3. ( ) ln , 0, 1x xa a a a a    ; 

4. 1
(ln )x

x
  ; 

5. 
1

(log )
ln

, 0, 1xa
x a

a a    ;  

6. (sin ) cosx x  ; 

7.  (cos ) sinx x   ; 
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8. 2

1
(tg )

cos
x

x
  ; 

9. 2

1
(ctg )

sin
x

x
   ; 

10. 
2

1
(arcsin )

1
x

x

 


; 

11. 
2

1
(arccos )

1
x

x

  


; 

12. 2

1
(arctg )

1
x

x



; 

13. 2

1
(arcctg )

1
x

x
 


.

 

Теорема. Предел отношения двух бесконечно малых или бесконечно 

больших функций равен пределу отношения их производных (конечному или 

бесконечному), если последний существует в указанном смысле. Таким обра-

зом, если имеется неопределенность вида 
0

0

 
 
 

 или 
 
  

, то 

   
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x
x x

f x f x

g x g x 
 





. 

Производные высших порядков. Пусть функция ( )y f x  имеет про-

изводную ( )y f x   в каждой точке x  некоторого интервала X . Таким обра-

зом, каждой точке x  ставится в соответствие некоторое значение производ-

ной ( )f x . Полученное соответствие снова является функцией.  

Определение. Производной второго порядка от функции ( )y f x  назы-

вается производная от производной функции первого порядка, т.е.  

( ) ( ( ))f x f x   . 

Аналогично определяется производная порядка n : 
( ) ( 1)

( ) ( ( ))
n n

f x f x


 . 

Теорема. Если дифференцируемая на промежутке X  функция ( )y f x  

достигает наибольшего или наименьшего значения во внутренней точке 
0x  

этого промежутка, то производная функции в этой точке равна нулю, т.е. 

( ) 0f x  . 

Теорема. Если при переходе через точку 0x  производная дифференци-

руемой функции ( )y f x  меняет знак с плюса на минус, то точка 0x  есть 

точка максимума функции ( )y f x , если с минуса на плюс, - то точка мини-

мума. 

Теорема. Вторая производная ( )f x  дважды дифференцируемой функ-

ции в точке  перегиба 0x  равна нулю, т.е. ( ) 0f x  . 

Теорема. Если вторая производная ( )f x  дважды дифференцируемой 

функции при переходе через  некоторую точку 0x  меняет свой знак, то 0x  

есть точка перегиба графика функции ( )y f x . 

Схема исследования функции с помощью производной. 
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1. Найти область определения функции и ее характерные особенно-

сти (четность, нечетность, периодичность); Найти точки разрыва и 

промежутки непрерывности; 

2. По первой производной найти промежутки монотонности, точки, 
подозрительные на экстремум, исследовать их; 

3. По второй производной найти точки перегиба и интервалы выпук-

лости.  

4. Найти асимптоты графика функции.  
5. Определить нули (корни) функции, указать другие специфические 

особенности функции; 

6. Построить график функции. 
Примеры и задачи. 

Пример 1. Найти производную функции 2
y x , используя определение. 

Решение: Найдем приращение функции в точке x : 
2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )f f x x f x x x x x x x x x x x x                   . 

Найдем предел 
f

x




 при 0x  : 

2
2 ( )

( ) lim lim lim (2 ) 2
0 0 0

f x x x
f x x x x

x x xx x

   
      

      
. 

Таким образом: 2
( ) 2x x  . 

Задачи для самостоятельного решения. 

Найти производную функции с помощью определения: 

1. 3
2y x , 

2. 2
2 5y x x   , 

3. y x , 

4. siny x , 

5. 2cosy x , 

6. 
1

y
x

 , 

7. 2 1y x  , 

8. 2
1y x  , 

9. tgy x . 

Пример 2. Вычислить производную функции 
5 3

2

5 3

x x
y x   . 

Решение: Воспользуемся правилом дифференцирования суммы и разно-

сти:  

 
5 3 5 3

2 2

5 3 5 3

x x x x
y x x      

  
      
     
     

; 

Вынесем постоянные множители за знак производной: 

       
5 3

5 32 1 2

5 3 5 3

x x
y x x x x

 
       

   
   
   

; 

С помощью таблицы производных найдем производную степенной 

функции: 

          4 25 3 4 21 2 1 2
5 3 2 1

5 3 5 3
1y x x x x x x x

 
          ; 
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Ответ: 4 2
2 1y x x    . 

Пример 3. Вычислить производную функции 2 cosy x x . 

Решение: Воспользуемся правилом нахождения производной произведе-

ния двух функций:      2 2 2cos cos cosy x x x x x x 
    ; 

По таблице производных находим производные функций 2
x  и cos x : 

       2 2 2cos cos 2 cos sin 2cos siny x x x x x x x x x x x x 
       . 

Ответ:  2cos siny x x x x   . 

Пример 4. Вычислить производную функции 
cos

1 sin
y

x

x



. 

Решение: Воспользуемся правилом нахождения производной частного 

двух функций:  

     

 
2

cos 1 sin cos 1 sincos

1 sin 1 sin
y

x x x xx

x x
 

     
  

  

    

 
2

sin 1 sin cos cos

1 sin

x x x x

x

   



; 

По таблице производных находим производную функции cos x , по пра-

вилу дифференцирования разности находим производную 1 sin x : 

     

 

    

 
2 2

cos 1 sin cos 1 sin sin 1 sin cos cos

1 sin 1 sin
y

x x x x x x x x

x x
 

       


 
 

 
2

sin 1

1 sin

x

x

 



; 

Раскроем скобки и воспользуемся основным тригонометрическим тож-

деством: 

    

   
2 2

sin 1 sin cos cos 1 sin 1

1 sin1 sin 1 sin
y

x x x x x

xx x


    
  

 
. 

Ответ: 
1

1 sin
y

x
 


. 

Задачи для самостоятельного решения. 

1.   3 4 23 2 1y x x x x     ; 

2. 
1

1
y

x

x





; 

3. 
1

1 2
y

x

x





; 

4. 
tgx

y
x

 ; 

5. 
sin cos

x
y

x x



; 

6. 2cosy x ; 

7. 31
cos cos

3
y x x  ; 

8. 
sin

1

x x
y

tgx



; 

9. arctgy x x ; 
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10. 
2

1

log

x
y

x


 ; 

11. ln(1 2 )y x  ; 

12. 10xy x ; 

13. 
x

x
y

e
 ; 

14. 2 310 xy  ; 

 

Пример 5. Вычислить производную сложной функции cos4y x . 

Решение: Внешняя функция 
1

2( )g u u , ее производная равна 
1

2( )
1

2
g u u u



   : 

     
1

2
1

cos4 cos4 cos4
2

y x x x


 
  ; 

Функция cos4x  опять является сложной: 

    cos4 sin4 4 4sin4x x x x     ; 

Получим:    
1

2
1 4sin 4 2sin 4

cos4 cos4 2 4 cos4
2 2 cos4 cos4

y
x x

x x tg x x
x x


 

      ; 

Ответ: 2 4 cos4y tg x x   . 

Пример 6. Вычислить производную функции x
y x . 

Решение: Найдем натуральный логарифм от обеих частей равенства: 

ln ln
x

y x ; 

Используя свойства логарифма, получим: 

ln lny x x ; 

Вычислим производные от левой и правой частей, используя правила 

дифференцирования: 

 ln
1

lny x x x x
y

   ; 

ln
1

1y x
y

   ; 

Выразим из полученного равенства производную y : 

 ln 1y y x   ; 

Подставим в полученное равенство исходную функцию 
x

y x : 

Ответ:  ln 1x
y x x   . 

Задачи для самостоятельного решения. 

1. 6cos
3

y
x

 ; 

2.  
4

1 5y x  ; 

3. 
 

5
2

1

1
y

x



; 

4. sin x
y x ; 

5. lnarctg2y x ; 

6. 2cos 3y x  ; 

7. arcsin ln4y x ; 

8. 2
sin (cos3 )y x ; 

9.  
5

sin
xe

y x ; 

10.  
 8ln sin

sin
x x

y x x ; 
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Пример 7. Найти производную второго порядка функции 2siny x . 

Решение: Найдем сначала первую производную функции 2siny x : 

   2sin 2sin sin 2sin cos sin 2y x x x x x x 
    . 

Вычислим вторую производную:  

     sin2 cos2 2 2cos2y y x x x x       . 

Ответ: 2cos2y x  . 

Задачи для самостоятельного решения. 

1. Найти производную второго порядка функции 21y x  ; 

2. Найти производную третьего порядка функции siny x x ; 

3. Найти производную третьего порядка функции t
s te ; 

4. Найти производную n -го порядка функции: 

a. 2

x

e


; 
b. ln x ; 

c. nx ; 

d. 2cos x . 
5. Доказать, что  

a.   2uv u u v v       ; 

b.   3 3uv u u v u v v          . 

6. Найти производную третьего порядка функции sinxy e x . 

7.  
1

arcsinf x
x

 ; найти  2f ,  2f  ,  2f  . 

Пример 8. Написать уравнение касательной к кривой 
3

3
y

x
  в точке 1x   . 

Решение: Уравнение касательной в точке 
0 0( , )M x y  на кривой ( )y f x  имеет 

вид: 

 0 0y y k x x   , где ( )k tg f x   . 

Найдем производную функции: 
3

2

3
y

x
x 


 

 
 

; При 1x    производная равна  

2
( 1) ( 1) 1f      . 

Из условия задачи 0 1x   . Тогда 
 

3

0

0

1

3 3

x
y     

Запишем теперь уравнение касательной:   
1

1 1
3

y x  
 

  
 

, 

Ответ:
2

3
y x  . 
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Пример 9. Исследовать функцию 
2 3

1
y

x

x





 с помощью производной. 

Решение: 

1) Область определения функции  ;1 (1; )fD     ; Функция не явля-

ется ни четной, ни нечетной. Функция непериодическая. 

2) Определим промежутки монотонности. Найдем первую производную: 

   
   

22 2

2 2

2 1 33 2 3

1 1 1
y

x x xx x x

x x x
 

      
  

   
; 

Решим уравнение: 
 

2

2

2 3
0

1

x x

x

 



; 2 2 3 0x x   , находим точки подозри-

тельные на экстремум: 1x   ; 3x  . Разобьем область определения получен-

ными точками на интервалы и определим в них знак производной: 

x   ; 1   -1  1;1  1  1;3  3 (3; )  

( )f x  + 0 - 
Не 

сущ. 
- 0 + 

( )f x    max   
Не 

сущ. 
  min   

3) Найдем точки перегиба функции и промежутки вогнутости: 

 

     
 

2 22

2 4

2 2 1 2 1 2 32 3

1 1
y

x x x x xx x

x x
 


        

  
   

 

      
   

2 2

4 3

2 1 1 2 3 8

1 1

x x x x

x x

    
 

 
; 

Так как 0y  , то график заданной функции не имеет точек перегиба. Опре-

делим направление вогнутости. 

x   ;1  1 (1; )  

( )f x  - 
Не 

сущ. 
+ 

( )f x    
Не 

сущ. 
  

4) Выясним наличие у графика наклонных асимптот: 

 
 

2 3
lim lim 1

1x x

f x x
k

x x x 


  


; 

  
2 3 3

lim lim lim 1
1 1x x x

x x
b f x kx x

x x  

  
      

  
. 
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Таким образом, прямая 1y x   является наклонной асимптотой графика за-

данной функции. Функция 
2 3

1

x
y

x





непрерывна всюду, кроме точки 1x  .  

Вычислим в этой точке односторонние пределы:  

 
2

1 0 1 0

3
lim lim

1x x

x
f x

x   


  


,  

2

1 0 1 0

3
lim lim

1x x

x
f x

x   


  


. 

Таким образом, точка 1x   является точкой разрыва 2 рода, а прямая 1x   

является вертикальной асимптотой графика функции. 

5) Поскольку 0y  для любой точки из области определения, то график не 

пересекает ось Ox . Найдем точку пересечения графика функции и оси Oy : 

Так как (0) 3f   , то искомая точка  0; 3 . 

6) Построим график функции с учетом полученных результатов: 

 
Задачи для самостоятельного решения. 

1. Написать уравнения касательных к кривым, построить кривые и каса-

тельные: 

a. 2 3
y x  в точках 

1 0x  , 
2 1x  ; 

b. 
2

8

4
y

x



 в точке 2x  ; 

c. siny x  в точке x  . 

2. Под каким углом кривая siny x  пересекает ось Ox ? 

3. В уравнении параболы 2y x bx c    определить b  и c , если парабола 

касается прямой y x  в точке 2x  . 

4. Написать уравнения касательных к гиперболе 4xy   в точках 1 1x  , 

2 4x    и найти угол между касательными. 

5. Под каким углом прямая 0,5y   пересекает кривую cosy x ? 

6. В какой точке касательная к параболе 2 4y x x   параллельна оси Ox ? 
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7. Исследовать функцию с помощью производных, построить график, 

найти наибольшее и наименьшее значения функции на указанном от-

резке: 

a. 3 22 9 12 5y x x x    ,  1;3 ; 

b. 3 26 9 1y x x x    ,  1;2 ; 

c. 3 23 9 10y x x x    ,  2;4 ; 

d. 3 23 9 10y x x x    ,  1;2 ; 

e. 3 26 9 2y x x x    ,  0;4 ; 

f. 3 22 3 12 5y x x x    ,  2;3 ; 

g. 3 22 3 12 8y x x x    ,  3;0 ; 

h. 3 22 9 12 7y x x x    ,  3;1 ; 

i. 3 22 15 36 32y x x x    ,  1;4 ; 

j. 3 22 3 36 20y x x x    ,  1;4 ; 

8. Исследовать функцию  с помощью производной, построить график: 

a. 
2 1

y
x

x



; 

b. 
2

1
y

x

x



; 

c. 
2 3

2
y

x

x





; 

d. 
2 8

3
y

x

x





; 

e. 
2 9

4
y

x

x





; 

f. 
2 4

y
x

x



; 

g. 
2 5

2
y

x

x





; 

h. 
2 5

3
y

x

x





; 

i. 
2 15

4
y

x

x





; 

j. 
2 9

y
x

x



; 



9. Каковы должны быть размеры прямоугольника наибольшей площади, ес-

ли он вписан в круг радиуса 6 см? 

10. Найти наибольший объем цилиндра, у которого полная площадь поверх-

ности равна 24S  (м
2
). 

11. Найти наибольший объем конуса, образующая которого равна 3t  (м). 

12. Требуется изготовить коническую воронку с образующей, равной 20 см. 

Какова должна быть высота воронки, чтобы ее объем был наибольшим? 
13. Найти прямоугольный треугольник наибольшей площади, если сумма 

длин его катета и гипотенузы постоянна и равна 4(см). 

14. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы сумма их квадратов была 

наименьшей. 
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Глава 4. Функции нескольких переменных 

 

 

Введение в общую теорию. Следуя [1]-[2], напомним основные понятия 
данного раздела математического анализа. В первую очередь остановимся на 

случае функции двух переменных. 

Пусть дано некоторое множество D упорядоченных пар чисел (x,y). Гео-

метрически его можно изобразить как множество точек P(x,y) декартовой плос-
кости Oxy: отождествляем понятия «упорядоченная пара чисел (x,y)» и «точка 

P(x,y) плоскости». 

Определение 4.1. Если каждой паре (x,y) значений двух независимых пе-
ременных x и y из некоторой области D )},{( yx  их изменения по некоторому 

правилу (закону) приводится в соответствие определѐнное значение z величины z, 

то говорят, что z есть функция двух переменных x и y; она обозначается символами 

),(),,(),,( yxzzyxFzyxfz   и т.д. 

Величины x и y называются также аргументами функции, множество D – 

областью (множеством) определения или областью задания функции, а сово-
купность )},({}{ yxfzZ   всех значений функции называется еѐ областью 

(множеством) изменения или областью значений. 

Удобными являются трактовка функции двух переменных как функции 

точек ),( yxP  плоскости и обозначение в форме )(Pfz  : при этом использует-

ся терминология такая же, как и для функций одного переменного. Если функ-
ция задана аналитически, некоторой формулой ),( yxfz  , без оговорок об об-

ласти задания, то за эту область принимают множество всех пар (x,y) (всех то-

чек ),( yxP ), для которых эта формула имеет смысл. Эту область задания назы-

вают областью существования или естественной областью определения.  

Примеры. 1) 
229 yxz  . Область существования: 09 22  yx , т.е. 

922  yx  – это круг с центром в точке )0,0(O  радиуса 3 (включая границу – 

окружность 922  yx ). 

2) y
x

z 3
2

 . Область существования – полуплоскость 0x . 

3) 
2

2
7

y
xz  . Область определения }0,0),{(  yxyxD  – полу-

плоскость 0x  без оси Ox . 

Область задания функции, описывающей какой-либо процесс, может от-
личаться от естественной области определения. Например, формула площади 

прямоугольника xyS   употребима лишь для 0x  и 0y , хотя сама функция 

определена во всей плоскости. Аналогично обстоит дело с функцией полезно-

сти, производственной функцией и т.д. 
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Геометрическое изображение функции двух переменных.  Рассмотрим 

в пространстве декартову систему координат Oxyz , и пусть функция 

)(),( Pfyxfz   определена на некотором «куске» D  плоскости Oxy . Из точки 

DyxP ),(  восстановим перпендикуляр к плоскости Oxy  и на нѐм отложим отре-

зок, равный  ),( yxfz   (вверх – при 0z , вниз – при 0z ). В пространстве по-

лучим точку ),,( zyxM . Когда точка ),( yxP  пробегает множество D , соответст-

вующая точка M опишет в пространстве некоторое геометрическое место точек S, 

которое называется поверхностью (рис. 4.1). Эта поверхность S и служит геомет-

рическим изображением функции ),( yxfz  , еѐ графиком. Говорят, что поверх-

ность S задана уравнением ),( yxfz  . Так как функция однозначна, то каждая 

вертикаль пересекает поверхность S не более чем в одной точке. Говорят ещѐ, что 

функция двух переменных отображает, переводит плоскую область D  в «ис-
кривлѐнную» поверхность S. Область изменения )},({}{ yxfzZ   изобразится 

на оси Oz . 

Примеры. 5) 
23xz   – параболический цилиндр с образующими, парал-

лельными оси Oy ; направляющая – парабола 
23xz   в плоскости Oxz  (рис. 

4.2). 

6) 22 yxz   – параболоид вращения.  

7) xyz   – гиперболический параболоид (седло). 

8) 
22 yxz   – верхняя часть конуса 0222  zyx . 

9) 
222 yxRz   – верхняя часть сферы 2222 Rzyx   (рис. 4.3). 

Понятие функции трѐх и более переменных – совершенно аналогично. 

Так, если значениями переменной u управляют тройки ),,( zyx , то говорят о 

функции трѐх переменных ),,( zyxfu   - еѐ удобно трактовать как функцию 

)(Pfu   от точек ),,( zyxP  пространства Oxyz . Здесь область определения 

обычно некоторое тело. 

x x 

y y 

z 

z 

S 

M(x,y,z) 

D P(x,y) 

z=f(x,y) 
z Z 23xz   

O 
O 

x 

y 

z 

O 
R 

R 

-R 

222 yxRz   

 

Рис. 4.1. Поверхность.             Рис. 4.2.    
23xz            Рис. 4.3 . 222 yxRz   
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Понятие частных производных. 

 Пусть дана функция ),( yxfz  . Зафиксируем переменное y, то есть счи-

таем consty  , тогда получим функцию одного переменного x. Еѐ производная 

называется частной производной по x в данной точке ),( yx  и обозначается сим-

волами 
x

z

x

yxf








,

),(
, ),( yxf x

 , ),( yxzx
 . Аналогично, при условии constx  , оп-

ределится частная производная по y. Она обозначается символами 
y

yxf



 ),(
, 

),( yxz
y
 , …. Таким образом, если  

),(),(),( yxfyxxfyxfx   и ),(),(),( yxfyyxfyxfy   

есть частные приращения функции ),( yxf  в точке ),( yx  соответственно по x и 

по y, то частные производные определятся как пределы 

  
x

yxf

x

yxf x

x 










),(
lim

),(

0
 и 

y

yxf

y

yxf y

y 










),(
lim

),(

0
. 

Отметим, что 
x

f




, как и 

y

f




, есть всегда единый, цельный, нераздельный символ 

– всегда не дробь.  

 Поскольку определение частных производных такое же, как и для функ-

ций одного переменного, то все правила дифференцирования сохраняются. 

 Примеры. 1) xyxz  23 ; yxzx  6 , xz y  . 

2) 
yxz  . Если consty  , то это есть степенная функция и 1 y

x xyz ; а 

в случае constx   – это показательная функция от  y  и xxz y
y ln . 

3) )ln( 22 yxz  ; 
22

2

yx

x
zx


 , 

22

2

yx

y
z y


 . 

Полное приращение функции. Дифферен-

циал. Пусть функция ),( yxfz   определена 

в некоторой окрестности точки ),( yxP . Да-

дим числам x и y некоторые приращения x  

и y , так, чтобы точка ),(1 yyxxP   

(рис.4.4) принадлежала взятой окрестности 

точки ),( yxP . При переходе от точки P  к 

точке 
1

P  функция изменится на величину 
 

),(),()()( 1 yxfyyxxfPfPfz   

– она называется полным приращением функции в точке ),( yx , соответствую-

щим приращениям x  и y  аргументов. Это есть функция приращений x  и 

y  при фиксированных x и y.  

 Для непрерывной функции еѐ приращение 0z  при 0x  и 0y . 

Рис. 4.4. Полное приращение 

 yyxxP  ,1  
 yyx ,  

 yxx ,   yxP ,  
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Нельзя ли z  при малых x  и y  заменить приближѐнно бесконечно малой 

более простого вида? Иногда это возможно. 

Определение 2. Функция ),( yxfz   называется дифференцируемой в 

точке ),( yxP , если еѐ полное приращение в этой точке может быть представле-

но в виде 

  yyxxyxyBxAz  ),(),( ,   (4.1) 

где A и B не зависят от x  и y , а  0),(),,(  yxyx  при 0,  yx .                        

При этом выражение yBxAdz   называется дифференциалом или пол-

ным дифференциалом функции в точке ),( yxP . 

 Можно убедиться, что сумма двух последних слагаемых в (1.6) может 

быть записана как )(o , где 1
22 PPyx  , и потому  

 )( oyBxAz . (Напомним, что 0
)(




o
 при 0 .) 

Теорема 4.1 (необходимые условия дифференцируемости). Если функция 

),( yxfz   дифференцируема в точке ),( yxP , то она 1) непрерывна и 2) имеет 

в этой точке частные производные, причѐм в (4.1) 
x

z
A




 , 

y

z
B




 . 

 Согласно теореме 1.2 полное приращение дифференцируемой в точке 

),( yxP  функции запишется так: 

yyxxyxy
y

z
x

x

z
z 









 ),(),( , 

причѐм выполняется требование 0),(),,(  yxyx  при 0,  yx , и 

дифференциал имеет вид dz y
y

z
x

x

z










. Таким образом, если 0),(  yxf x  

или 0),(  yxf y , то дифференциал есть главная и линейная относительно x  и 

y  часть приращения функции. 

Определение 4.2. Дифференциалами независимых переменных называют 
их приращения: xdx  , ydy  , и тогда дифференциал функции принимает 

вид 

   dy
y

z
dx

x

z
dz









 .                                                 (4.2) 

 Это есть формула для вычисления полного дифференциала функции; 
иногда его прямо так и определяют (если только функция дифференцируема). 

 Полагая 0dy  или 0dx , получим частные дифференциалы 

dx
x

z
zd

x





      и   dy

y

z
zd

y





  

Пример. 
yxez 23 ; dyxedxedz yy 22 63  . 
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Правила вычисления дифференциалов 

 Пусть u  и v  - дифференцируемые функции от yx, . Тогда  

1 . duCCud )(  ( constC  ).                     .2  dvduvud  )( . 

.3  udvvduuvd )( .                                   .4  0,
2












v

v

udvvdu

v

u
d . 

Эти правила доказываются с помощью формулы (1.9). Например,  










 dy

y

Cv
dx

x

Cu
Cud

)()(
)( duCdy

y

u
dx

x

u
C 

















. 

 Рассмотрим условия, которые обеспечивают дифференцируемость функ-

ции в точке. 

Теорема 4.2 (достаточные условия дифференцируемости). Если функция 

),( yxfz   имеет частные производные в некоторой окрестности точки 

),( yxP  и эти производные в самой точке непрерывны, то функция в точке 

),( yxP  дифференцируема. 

Функции трѐх переменных. Все предыдущие понятия, теоремы, факты 

имеют место и для функций любого числа n переменных. Часто приходится 

иметь дело, например, с функциями трѐх переменных. 
 Рассмотрим функцию ),,( zyxfw  . Еѐ область определения есть некото-

рое множество )},,{( zyxE   точек трѐхмерного пространства Oxyz  и еѐ удобно 

трактовать как функцию )(Pfw   точек EzyxP ),,( . Для такой функции оп-

ределяются три частные производные 
x

w




, 

y

w




,

z

w




, например,  

0

),,(),,( 00000
xx

dx

zyxdw

x

zyxw






x

zyxfzyxxf

x 






),,(),,(
lim 000000

0
. 

Функция трѐх переменных является дифференцируемой в точке ),,( zyxP , ко-

гда еѐ приращение w  в этой точке представимо в виде 

),,(),,( zyxfzzyyxxfw  













 z

z

w
y

y

w
x

x

w
zyx  , 

где  ,,  бесконечно малые  функции от zyx  ,, , именно: 0,,   при 

0,,  zyx . Частные производные берутся в точке ),,( zyxP . (Так будет, в 

частности, когда они непрерывны). При этом выражение  

dz
z

w
dy

y

w
dx

x

w
zyxdfdw














 ),,(  

называется дифференциалом, или полным дифференциалом, функции. Под 

дифференциалами независимых переменных понимают, как и ранее их прира-

щения: zdzydyxdx  ,, . 

Производная по направлению. Градиент   

 Пусть дана функция, например, трѐх переменных ),,()( zyxuPuu  . Ча-
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стные производные xu , yu , zu  определяют «скорость изменения» функции по 

направлениям осей Ox , Oy , Oz . Как определить аналогичную величину по лю-

бому заданному направлению l


? 

Рассмотрим точку ),,( 0000 zyxP . 

Проведѐм из неѐ полупрямую (луч), 

зададим еѐ вектором l


. На ней возь-
мѐм точку ),,( zyxP  (рис.4.5) и соста-

вим отношение 
PP

PuPu

0

0 )()( 
 – это 

средняя скорость изменения функции 

на участке PP0 .  
Перейдѐм к пределу, когда 0PP   вдоль луча. Этот предел, если он су-

ществует, называется производной от функции u в точке 
0

P  по данному на-

правлению  и обозначается символом 
l

u




: 

  
l

u






PP

PuPu

PP 0

0)()(
lim

0



 PP

zyxuzyxu

PP 0

000 ),,(),,(
lim

0





.                 (4.3) 

Это и есть скорость изменения функции в точке 0P  по направлению l


. По са-

мому определению этот предел не зависит от выбора системы координат. 

 Найдѐм формулу для вычисления 
l

u




. Предполагаем, что функция 

),,( zyxu  дифференцируема в точке 0P . Обозначим  ,,  углы, образуемые 

вектором l


 с осями координат OzOyOx ,,  соответственно; и пусть l


 – единич-

ный вектор; тогда координаты его суть направляющие косинусы, т.е. 

l


kji

 coscoscos .  

 Обозначим расстояние tPP 0 . Вектор ltPP

0 ; с другой стороны 

kzzjyyixxPP


)()()( 0000  . Из равенства координат находим: 

 cos0 txx ,  cos0 tyy ,  cos0 tzz . 

Если t менять в пределах  t0 , то это будут параметрические уравнения 

полупрямой PP0 . В точках этой полупрямой имеем  

 ),,()( zyxuPu ,cos( 0  txu  cos0 ty ,  cos0 tz ) )(tF . 

И предел (4.3) запишется так: 
l

u




)0(

0

)0()(
lim

0
F

t

FtF

t








 – это есть производ-

ная функции )(tF  по переменному t в точке 0t . Раскрывая еѐ по правилу 

дифференцирования сложной функции, получим 

    
l

u









 cos

x

u





 cos

y

u





cos

z

u
.                             (4.4) 

l


 

Рис. 4.5 

P 
0P  

x 

y 

z 

O 
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Здесь производные берутся в исходной точке 
0

P  (полагали 0t ). 

Вывод. Если функция )(Pu  дифференцируема в точке 
0

P , то она имеет в 

этой точке производные по всем направлениям, и эти производные вычисляют-

ся по формуле (4.4). 

 Пусть, в частности, l


совпадает с положительным направлением оси Ox , 

так что 
2

,0  , ),,( 00 zyxP  (изменяется только первая координата) и 

000  xxxPP . Тогда, как из формулы (4.4) получаем 
x

u

i

u









 ; так же  

y

u

j

u









  и 

z

u

k

u









 . Таким образом, частные производные суть частные случаи 

производной по направлению. 

 Заметим, что производная по направлению ll


1 , обратному l


, отлича-

ется знаком: углы вектора 1l


 с осями координат есть 1 , 1 , 

1 , и тогда по формуле (1.24) найдѐм 
l

u

l

u










1

. 

Градиент. Пусть дана функция ),,()( zyxuPuu  , дифференцируемая в 

точке ),,( zyxP . Поставим функции u в соответствие вектор 

   k
z

u
j

y

u
i

x

u
u
















grad .    (4.5) 

Он называется градиентом функции u в данной точке P .  
  В точке P  зададим направление 

kjil

 coscoscos . 

Используя градиент, формулу для вычисления производной по направлению l


 

можно записать в виде скалярного произведения ),(grad lu
l

u 





. Если  - угол 

между l


 и  ugrad , то  

 ),(grad lu
l

u 





 cosgrad lu


 cosgradu ul grad.пр .   (4.6) 

 Итак, производная 
l

u




 функции u по направлению l


 равна проекции гра-

диента на это направление. В силу (4.6), наибольшее значение 
l

u




 имеет, когда 

1cos  , т. е. 0 . 

 Таким образом, производная по направлению принимает наибольшее 

значение в направлении градиента, и оно равно модулю градиента: 

 
l

Pu



 )(
max

u

u

grad


 ugrad

222









































z

u

y

u

x

u
.  (4.7) 
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 Из (4.6) и (4.7) следует, что градиент функции  u есть вектор, который на-

правлен в сторону быстрейшего возрастания этой функции, причѐм, его мо-

дель равен значению производной (т.е. скорости возрастания) величины u в 

указанном направлении.  

 Пример. yzyxu  23 , )4,1,0( P  и )2,1,1(
1

P . Найти 
1

)(

PP

Pu




. Имеем: 

ugrad kyjzxixy


 )3(6 2 , ugrad kjP


 4 . 

Этот вектор перпендикулярен оси Ox . 1PP }2,2,1{  , 31 PP ,  

l


1PP  
3
2,

3
2,

3
1  . Тогда 

l

Pu



 )(


3
10

3
2

3
24)(grad lu


ugrad 17 .  

Производная по направлению и градиент функции двух переменных. 

Линии уровня. Рассмотрим функцию двух переменных ),()( yxuPuu  . Для 

неѐ остаются в силе определения, свойства и формулы для функции трех пере-

менных; надо лишь положить 0




z

u
 и 

2


 . Только теперь точки ),( yxP , на-

правление l


, кривая C и градиент лежат в плоскости Oxy . Итак, имеем 

j
y

u
i

x

u
u











grad . 

Из точки ),( yxP  проводим единичный вектор l


. Пусть 

он образует с осями координат углы  и ; поскольку 


2

 (рис. 4.6), имеем 

jijil

 sincoscoscos . 

Из (4.4) получаем 

























sincoscoscos

y

u

x

u

y

u

x

u

l

u
),(grad lu


 . 
 

Геометрическое место точек ),( yx , в которых Cyxu ),( , образует так 

называемую линию уровня (уровня C) функции ),( yxuu  ; ugrad  направлен по 

нормали к линии уровня в сторону возрастания u, т.е. в сторону увеличения C. 

Часто, особенно в географии (поверхность – гора, высота над уровнем моря и 

т.п.), под линиями уровня понимают кривые, лежащие на поверхности ),( yxuu   

на заданной высоте C. Направление градиента на плоскости Oxy  даѐт направ-

ление наибольшего подъѐма поверхности, а противоположное – наибыстрейше-

го спуска. 
На рисунке 4.7 стрелки указывают направление градиента. В точке 

),( 000 yxP , в которой 0
0






x

u
, 0

0






y

u
 т.е. ,0)(grad 0 Pu  направление градиента 

не определено; на поверхности соответствующая точка A – седловина, точка 

Рис. 4.6 

y 

x O 

P 

 
β 

l


 

y 
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перевала. 

Известно, что ли-

нии уровня функции по-

лезности, зависящей от 
двух благ, в экономиче-

ской теории называются 

кривыми      безразличия; 

линии уровня двухфак-
торной производствен-

ной функции – изокван-

тами. Задачи оптимиза-
ции, рассматриваемые в 

экономике, широко ис-

пользуют понятия гради-

ента и антиградиента.  
По той же схеме, 

что и для функции одно-

го переменного )(xfy  , 

можем установить гео-
метрический смысл про-

изводной по направлению 
 

для функции ),( yxuu   двух переменных. На плоскости Oxy  берѐм точку 

),( yxP , из неѐ проводим направление .l


 Поверхность ),( yxuu   рассечѐм 

плоскостью, проходящей через направление l


 перпендикулярно плоскости 
Oxy . В сечении получим некоторую кривую. Угол наклона касательной к ней с 

направлением l

в соответствующей точке Q(x,y,u) поверхности обозначим через 

. Тогда 



tg

l

u
. Это равенство выражает собою геометрический смысл про-

изводной по направлению, в том числе и частных производных 
y

u

x

u








,  – когда 

направление l

совпадает с направлением соответствующей оси. 

Производные и дифференциалы высших порядков 

 1. Пусть дана, для простоты, функция двух переменных ),( yxfz  , и 

пусть она имеет частные производные ),(),,( yxf
y

z
yxf

x

z
yx










. Их будем на-

зывать производными первого порядка. Они, в свою очередь, также есть функ-

ции двух переменных. И можно рассматривать вопрос об их производных.  
Определение 4.3. Частные производные от производных первого порядка 

называются частными производными второго порядка и т.д. 

 Дифференцируя функции 
y

z

x

z








, , получаем четыре частные производные 

Рис. 4.7 

x 

u 

 yxuu ,  

A 

0P  

0Cu   

1Cu   
1Cu   
2Cu   2Cu   3Cu   

0Cu   1Cu   1Cu   

y 
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второго порядка. Приняты обозначения: 

2

2

x

z

x

z

x 



















xxxxx zfyxf  2),( ,

1
 

 





















yx

z

x

z

y

2

),( yxf xy ; 





















xy

z

y

z

x

2

),( yxf yx ; 




















2

2

y

z

y

z

y
),( yxf yy .  

Производные, берущиеся по разным переменным, называются смешанными. 
Таких производных второго порядка для функции двух переменных всего две. 

Пример. xxyyxz 52 23  , 56 22 



yyx

x

z
, xyx

y

z
22 3 




, xy

x

z
12

2

2





, 

yx
yx

z
26 2

2





, yx

xy

z
26 2

2





, x

y

z
2

2

2





. Замечаем, что здесь 





yx

z2

xy

z



 2

. 

Этот факт не случайный – справедлива теорема: 
Теорема 4.3 (о равенстве смешанных производных). Если функция 

),( yxfz   имеет в точке ),( yxP  непрерывные вторые смешанные производ-

ные, то они в этой точке равны: ),( yxf xy ),( yxf yx . 

Дифференциалы высших порядков. Для краткости выкладок снова возь-
мѐм функцию двух переменных  ),( yxfz  . Еѐ первый дифференциал 

dy
y

z
dx

x

z
dz









  при постоянных dx и dy есть тоже функция двух переменных 

x и y. Дифференциал )(dzd  называется дифференциалом второго порядка и 

обозначается zd 2
. Вообще, индуктивно, дифференциалом n-ого порядка  (или 

n-ым  дифференциалом) zd n
 называется дифференциал от дифференциала 

 )1(n ого порядка: zd n
)( 1zdd n . 

 Выразим его через частные производные функции z . Считая  dx и dy по-
стоянными, находим: 

zd 2
)(dzd  





































































 dy

y

z
ddx

x

z
ddy

y

z
ddx

x

z
ddy

y

z
dx

x

z
d  

dydy
y

z
dx

xy

z
dxdy

yx

z
dx

x

z





































2

222

2

2

2

2

22

2

2

2

2 dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z














   

(как обычно, 22 )(dxdx  , 22 )(dydy  ). Результат по форме напоминает квадрат 

суммы. Аналогично, zd 3
 похож на куб суммы, и zd n

– на разложение бинома 
Ньютона. 

Экстремумы функций двух переменных 

 Говорят, что функция ),()( yxfPfz  , непрерывная в точке ),( 000 yxP , 

                                      

1
 Примечание. Символ 

2

2

x

z




 читается: де два икс по де икс квадрат. 
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имеет в этой точке максимум, равный )( 0Pf , если существует окрестность точ-

ки 0P  такая, что для всех точек P этой окрестности выполняется неравенство 

)()( 0PfPf  , и имеет минимум, равный )( 0Pf , если )()( 0PfPf  . Если при 

0PP   имеют место строгие неравенства, то в точке 0P  имеется строгий (собст-

венный) максимум или минимум. Максимум и минимум объединяет общий 

термин – экстремум (см. рис. 4.8, 4.9.) Понятие экстремума носит локальный 

характер, ибо берутся лишь точки P, достаточно близкие к точке 0P .  

 
Теорема 4.4. (Необходимые условия экстремума). Пусть ),( 000 yxP  – 

точка экстремума функции ),( yxfz  . Тогда в этой точке каждая из част-

ных производных 
x

f




 и 

y

f




 в отдельности либо обращается в нуль, либо не су-

ществует. 

Геометрический смысл теоремы отражен на рис. 4.8.  

 Точки ),( 000 yxP , в которых каждая из производных 
x

f




 и 

y

f




 равна нулю 

или не существует, называются критическими или точками подозрительными 

на экстремум. Экстремум может быть только в таких точках – по теореме 4.4. В 

частности, точки, в которых обе производные равны нулю: 0),( 00  yxf x  и 

0),( 00  yxf y , называются также стационарными. В этом случае, согласно гео-

метрическому смыслу частных производных, касательные к кривым, получен-

ным в сечении поверхности ),( yxfz   плоскостями 0yy   и 0xx  , горизон-

тальны (параллельны плоскости Oxy , именно, осям Ox  и Oy ). Кроме того, за-

мечаем, что дифференциал функции ),( yxf  в стационарной точке ),( 000 yxP  

тождественно (при любых dydx, ) равен нулю: 0

00

0










 dy

y

f
dx

x

f
dz

PP
P

. 

Примечание. В отличие от функции одного переменного, здесь термин 

«критическая точка» употребляем в общепринятом смысле. 
 Согласно теореме 4.4, как и в соответствующей ситуации, для функции 

Рис. 4.8 x 

y 

z 

O 

P 

0P  

 0Pf   Pf  

0y  

0x  
x 

y 

z 

O 

P 

 0Pf  
 Pf  

Рис. 4.9 

0P  



 51 

одного переменного, экстремум может быть только в критических точках. 

Однако не в каждой критической точке экстремум существует. Например, для 

функции xyz   точка )0,0(O  критическая (именно, стационарная) и 0)0,0( z , 

но она не является точкой экстремума, так как в любой окрестности (какой бы 

малой она ни была) всегда есть точки, в которых 0z  и в которых 0z . 
 Достаточные условия экстремума функции двух переменных. 

Теорема 4.5. Пусть функция ),( yxf  в некоторой окрестности стацио-

нарной точки ),( 000 yxP  имеет непрерывные частные производные до второго 

порядка включительно. Обозначим их (обозначения Монжа): 
x

f
p




 , 

y

f
q




 , 

2

2

x

f
r




 , 

yx

f
s






2

, 
2

2

y

f
t




 . Пусть, соответственно, 00000 ,,,, tsrqp  –  значения 

частных производных в точке 0P . Тогда: 

1) Если определитель 
00

00

ts

sr
02

000  str , то в точке 0P  имеется экстре-

мум, именно: максимум, если 00 r , и минимум, если 00 r ; 

2) если 02
000  str , то экстремума нет; 

3) случай 02
000  str  является сомнительным. 

Примеры. 1) 5)1( 22  yxz  – параболоид вращения. Исследуем на 

экстремум. )1(2 



x

x

z
, y

y

z
2




. Точка подозрительная на экстремум одна – 

это стационарная точка )0,1(0P . Находим 2,0,2  tsr , 042
000  str , т.е. 

экстремум есть и 0P  точка минимума, т.к. 00 r ; 5)0,1(min  zz . Это можно 

утверждать, исходя из вида самой функции. 

2) 22 yxz   - гиперболический параболоид (седло). Здесь 02 



x

x

z
, 

02 



y

y

z
 в точке O(0,0), 2,0,2  tsr  и 042

000  str . Экстремума 

нет. 
Относительный (или условный, неабсолютный ) экстремум 

Ранее мы рассматривали экстремумы функции ),( yxfz   считая, что x и 

y никакими условиями не связаны, т.е. являются независимыми переменными; 

сравнивали экстремальные значения  )( 0Pf  со всеми значениями )(Pf  в точках 

P из некоторой полной окрестности точки 0P . В таких случаях экстремум назы-

вается абсолютным или безусловным. 
 Пусть теперь требуется найти экстремумы функции при условии, что пе-

ременные x и y связаны некоторым равенством 0),(  yx  – оно называется 

уравнением связи. Такие экстремумы называются относительными или услов-
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ными. Геометрически это означает, что сравниваются между собой значения 

функции ),( yxf  лишь в точках линии 0),(  yx . На рис. 1.26 точка 1P  - точка 

абсолютного, а точка 0P  - условного максимума. 

 Итак, говорят, что функция )(Pf  от n переменных имеет в точке 0P  ус-

ловный максимум (минимум) при условии 0)(  P , если для всех точек P, 

удовлетворяющих, вместе с 0P , уравнению связи 0)(  P  и достаточно близ-

ких к 0P , будет выполняться неравенство )(Pf )( 0Pf  (неравенство 

)(Pf )( 0Pf ). Как и ранее, при выполнении строгого неравенства, при 0PP  , 

получаем строгий условный максимум (минимум). (Если 3n , то  уравнений 

связи может быть несколько). 

 

Например, безусловный максимум функции 
222 yxRz   достигается в 

точке O(0,0) и его значение   Rz 0,0 ; ему соответствует точка Q (см. рис. 4.11). 

Если же дано условие Raay  , , то 222 axRz   и относительный экс-

тремум будет при 0x , т.е. в точке ),0(0 aP , и равен RaRz P  22

0
; на по-

верхности ему соответствует точка 0Q . 

Как найти точки условного экстремума функции ),( yxfz  ? Есть два 

способа.  

 Допустим, что уравнение связи 0),(  yx  можно разрешить в виде 

)(xyy  . Тогда в точках  ),( yxP , удовлетворяющих уравнению связи, функция 

z принимает значения )())(,( xFxyxfz  . В таком случае задача отыскания 

условного экстремума сводится к отысканию абсолютного экстремума сложной 

функции )(xF  одного переменного x. С такой задачей мы встречались при оты-

скании наибольшего и наименьшего значений функции на границе области. 
Однако на практике этот метод не всегда удобен, ибо он требует фактического 

решения уравнения  0),(  yx  относительно какой-либо из переменных  x или 

Рис. 4.10 Рис. 4.11 
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   0,  yx  
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  oaP ,0  

R -

R 



 53 

y, а это не всегда возможно, к тому же решение может быть многозначным. Ла-

гранж предложил другой метод – он даѐт необходимые условия относительного 

экстремума.  

2. Метод неопределѐнных множителей Лагранжа. 
 Пусть дана функция 

),( yxfz                                                    (4.8) 

 и дано уравнение связи 

    0),(  yx ,                                                (4.9) 

 и пусть функция ),( yxf  имеет условный экстремум в точке ),( 000 yxP ,  

    0),( 00  yx .                                              (4.10) 

Найдѐм уравнения, которым удовлетворяют координаты точки 0P . 

 Будем предполагать, что функции ),( yxf  и ),( yx  в окрестности точки 

0P  имеют непрерывные частные производные и точка 0P  не является особой 

для кривой (4.9), т.е. 0)(grad 0  P , например, пусть  

    0
0





P

y
.                                                (4.11) 

 Тогда в некоторой окрестности точки 0P  уравнение (4.9) определяет од-

нозначную дифференцируемую функцию )(xyy  . Будем считать, что еѐ под-

ставили в (4.8) и (4.9). При этом уравнение (4.9) становится тождеством (по x), а 

z – сложной функций от x, которая по условию имеет абсолютный экстремум в 

точке 0x . Тогда дифференциал этой функции в точке 0P  тождественно равен 

нулю dx  и значит, в силу инвариантности формы дифференциала, имеем 

    0
00










dy

y

f
dx

x

f
.     (4.12) 

И также из тождества (4.12) находим в частности  

   0))(,(
00










 dy

y
dx

x
xyxd .    (4.13) 

Умножим равенство (4.13) на некоторое число  и сложим с (4.12): 

   0
0000




































dy

yy

f
dx

xx

f
.   (4.14) 

Выберем  так, чтобы 

     0
00











yy

f
;                                              (4.15) 

такое число  существует в силу условия (4.11). Но тогда, поскольку dx  произ-

вольное (т.к. x – независимое переменное) при таком  получим 

     0
00











xx

f
.     (4.16) 

Эти же равенства получим, предполагая   00  Px . 
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 Равенства (4.10), (4.15) и (4.16) означают, что точка ),,( 00 yx  является 

обязательно стационарной точкой функции трѐх переменных 

    ),(),(),,( yxyxfyxF   –    (4.17)  

она называется функцией Лагранжа.   

 Итак, получили  

Правило 1. Чтобы найти точки ),( 000 yxP , в которых только и возможен 

условный экстремум функции ),( yxfz   при условии 0),(  yx , надо  

1) Составить функцию Лагранжа (4.17). 

2) Найти еѐ стационарные точки ),,( 00 yx , т.е. решить систему 

0




x

F
, 0




y

F
,  0),( 




yx

F
. 

3) Полученные точки ),( 00 yx  будут точками подозрительными на отно-

сительный экстремум. 

 Множитель  отбрасывается – он играет вспомогательную роль. 

Относительный экстремум возможен ещѐ и в точках, в которых заявлен-

ные выше условия не выполняются, например, в особых точках кривой (4.9), в 

еѐ угловых точках.  
Замечание. Достаточные условия сложны, их не рассматриваем – на прак-

тике о существовании условного экстремума в найденных стационарных точках 

часто догадываются из условий задачи геометрического, физического и т.п. ха-
рактера. Однако можно воспользоваться следующими соображениями (без про-

странных рассуждений).  

Пример. Найти условный экстремум функции xyz   при условии 

1 yx . Конечно, эта задача может быть решена и без использования метода 

Лагранжа. Для этого выражаем одну из переменных, например, y, из уравнения 

связи, подставляем в функцию xyz  . Полученную функцию одной перемен-

ной )1( xxz   исследуем на абсолютный экстремум: 021  xz
x

, 

02 z , откуда 
2

1
x  - точка максимума, а для исходной функции таковой 

является точка 








2

1
,

2

1
, при этом 

4

1
max z . Теперь проиллюстрируем на этом 

простом примере метод Лагранжа, воспользовавшись сделанным замечанием о 

достаточном условии относительного экстремума. 
Составим функцию Лагранжа: )1(),,(  yxxyyxF . Система для 

определения координат стационарной точки имеет вид 














 01

0

0

yxF

xF

yF

y

x

 , от-

куда 
2

1
 yx  - это координаты стационарной точки (при этом 

2

1
 ).  
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Находим dxdyFd 22  . Из уравнения связи: dxdy  , откуда следует, что 

второй дифференциал 02 22  dxFd , значит и 0F , т.е. полученная точка 
есть точка относительного максимума функции xyz   при условии 1 yx , и 

4

1
max

z . Как уже было сказано, наличие условных максимумов и минимумов 

иногда можно определить исходя из условий задачи. В данном случае это видно 
из геометрической интерпретации. А именно: в сечении поверхности  xyz   

плоскостью 1 yx  получаем параболу 
4

1

2

1
)1(

2

2 







 xxxxxz , 

ветви которой направлены вниз; координаты вершины 
4

1
,

2

1
 zx  и  при этом 

2

1
y .  

 
Задачи для самостоятельного решения [3]. 

 

1. Найти область определения функций: 1) yxyxz  ; 

2) 2216 yxz  ; 3) 
25

1

22 


yx
z ; 4)  9ln 22  yxz . 

2. Найти линии уровня функции двух переменных:  

1) xyz  ; 2) 4 xyu  ; 3) 
22

1

yx
z


 ; 4)  221ln yxz  .  

3. Найти частные производные первого порядка следующих функций: 

1) xyyxz 333  ;   2) 
 

2y

xyx
z


 ;   3) yxxz 2sin  ;  

4) 
y

x

x

y
z cossin ;      5)  yxyez x sincos  . 

4. Вычислить частные производные первого порядка функции f в данной 

точке:      1) 
2y

x
f  ,  1;1 ;       2) 










y

x
xf ln ,   2,1 . 

5. Найти частные производные первого порядка следующих функций: 

1) xzyzxyf  ;    2) 
222

1

zyx
f


  ;  3) 

y

z

z

x
f  . 

6. Найти дифференциал функции  yxf , , если: 1) yxyxxf 3224 32  ; 

2)  423 32  yxyf ;   3) 
y

x

x

y
f  ;   4) 

22 yx

x
f


 ; x

y

f


 2 . 
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7. Найти дифференциал функции  yxf ,  в данной точке, если:  

22

22

yx

yx
f




 ,    а)  1,1 ,    б)  1,0 . 

8. Найти производную функции f  по направлению вектора a


 в точке М, 

если: 

1) 22 53 xxf  . 









2

1
,

2

1
a


,  1;1M ;  

2)  yxxf  sin ,  0,1a


, 






 

4
,

4
M ; 

3) 223 32 yzxyxf  , 









3

1
,

3

2
,

3

2
a


,  1,3,3M . 

9. Найти градиент функции f  в точке M, если:  

1) 321 yxf  ,  1,1M ;   2) yyxf  ,  1,2M ;    

3) 
222

1

zyx
f


 ,  3,2,1M . 

10. Решить уравнение 0grad f , если xyzzyxf 3333  . 

11. Найти производную функции 52105 yyxxf   в точке  2,10M  по 

направлению вектора MM0 , где  1,5 M .  

12. Найти производную функции xyyxf  343  в точке  2,1M  по на-

правлению луча, образующего с осью Ox  угол 135. 

13. Найти угол между градиентами функции f в точках A и B, если: 

1) 
x

y
f ln , 









4

1
,

2

1
A ,  1,1 B ;    2) 












yx

x
f arcsin ,  1,1A ,  4,3B . 

14. Найти угол между градиентами функций 1f  и 2f  в точке М, если 

22
1 yxf   , xyyxf 333

2  ,  3,4M . 

15. Найти в указанной точке частные производные функции  yxz , , за-

данной неявно уравнением:  

1) 0133  xyzz ,   1,0  ;   2) 02  xyzez ,   0,1 ;  

3) 032 222  yyzzyx ,  








3

1
,1,1 ;  

4) 1coscoscos  xzzyyx    0,1,0 . 

16. Найти частные производные второго порядка функции  yxfz , , ес-

ли:    1)  433  yxxyz ;   2) 
xyez  ;   3) 

xy

yx
z






1
arctg ;   4) 

yxz  . 

17. Вычислить частные производные второго порядка функции  yxfz ,  
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в заданной точке:  1) 
yx

x
z

2
 ,    0,1 ;   2)  xeyz 213  ,    1,0 . 

18. Вычислить частную производную 
zyx

f



3

 функции  zyxfu ,, , если: 

1) 53zxyu  ;     2) xzzyxxu sinsinsin 444  ;     3) xyzeu  . 

 

19. Найти второй дифференциал функции  yxfz ,  в указанной точке: 

1)  xyez  ,    1,1  ;    2) y

x

ez

2

 ,    1,1 ;    3) 
2xe

y

x
z  ,    1,0 . 

20. Исследовать функцию  yxfz ,  на экстремум: 

1) yxyxyxz 31222  ;     2) 4222  yxyxyxz ; 

3) 26322  yxyxyxz      4) yxyxz 433 322  ; 

5) 115123 32  yxyyxz . 

21. Исследовать функцию  zyxfu ,,  на экстремум: 

1)    xzyxyxu 
222 1 ;    2) 3246222  zyxzyxu . 

22. Найти условные экстремумы функции  yxfz ,  относительно задан-

ного уравнения связи: 

1)  01,  yxxyz ;   2) 0623,22  yxyxz ;    

3)   032,22  yxyxz ;   4) 012,2  yxxyz ; 

5)   25,435 22  yxyxz ;    6) 88,841 22  yxyxz . 

23. Найти условные экстремумы функции  zyxfu ,,  при заданном 

уравнении связи: 

1)  013,432 222  zyxzyxu ; 

2)   0,0,0,012,32  zyxzyxzxyu . 

24. Найти наименьшее m и наибольшее M значения функции z на задан-

ном множестве: 

1) 42,22,  yxyxxyz ;  2)  3,2,2  yxyxyxz ; 

3)  2,44,6,32  yyxyxyz ; 

4)  0,0,1,322  yxxyyxz ; 

5)  1,23 22  yxxyz ;    6)  94,23 22  yxxyz . 
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 Глава 5. Интегральное исчисление функции одного переменного 

 

 

5.1.  Неопределенный интеграл 

 

Первообразная. 

 

Определение. Функция  )(xF  называется первообразной для функции 

)(xf  на промежутке Х, если для любого Хx  функция )(xF  дифференцируе-

ма и выполняется равенство )()( xfxF  . 

Задача отыскания по заданной функции )(xf  ее первообразной не одно-

значна: если )(xF  первообразная, то и функция СxF )( , где С – произвольное 

постоянное число, также первообразная для функции )(xf , так как 

)())(( xfСxF  . 

Определение. Совокупность всех первообразных функций для )(xf  на 

промежутке Х  называется неопределенным интегралом от функции )(xf  на 

этом промежутке и обозначается символом  

  CxFdxxf )()( . 

В этом обозначении знак  называется знаком интеграла; )(xf  - подын-

тегральной функцией; dxxf )(  - подынтегральным выражением, а переменная х 

– переменной интегрирования. 
Операция нахождения первообразной по ее производной или неопреде-

ленного интеграла по данной функции называется интегрированием этой 

функции. 

Свойства неопределенного интеграла. 

 

   

 


















.)()()()(.5

;где,)()(.4

;)()(.3

;)()(.2

);()(.1

dxxgdxxfdxxgxf

Rdxxfdxxf

CxFxdF

dxxfdxxfd

xfdxxf

 

 

Таблица основных интегралов. 

1.   Cdx0  10. Cxdx 1  
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2. 1,
1

1








 С

x
dxx  

3. Сdx
x

x 





ln
 

4. Сxdxx  cossin  

5. Сctgx
x

dx
 2sin

 

6. Сarctgx
x

dx



 21

 

7. Сxdxtgx  cosln  

8. Сxx
x

dx





22

22
ln  

9. Cxdx 1  

 

11. Сx
x

dx
 ln  

12. Сedxe xx   

13. Сxdxx  sincos  

14. Сtgx
x

dx
 2cos

 

15. Сx
x

dx



 arcsin

1 2
 

16. С
x

x

dx



 

arcsin
22

 

17. Сxdxctgx  sinln  

18. 0,ln
2

1
22








 aС

ax

ax

aax

dx
 

Методы интегрирования. 
 

Непосредственное интегрирование. Этот метод основан на вычислении 

интегралов с помощью таблицы простейших интегралов и основных свойств 

неопределенных интегралов. 
Пример 1. Вычислить интеграл: 

 









 dx

xx
xx

1

41
422cos2

2

3
. 

Решение: Применяя свойства 4 и 5, получим 

.arctg4ln22sin

1
4422cos2

1

41
422cos2

4

2

3

2

3

Cxxxxx

x

dx

x

dx
dxxdxxdxdx

xx
xx
















 

 

Пример 2. Вычислить интеграл 
 

.
1

21
22

2





dx

xx

x
 

Решение: Так как   ,121 222 xxx   то  

 
 

     

 

  
























.
1

1

11

1

1

1

1

21

22

22

2

22

2

22

22

22

2

Carctgx
xx

dx

x

dx

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

x

 

 

Замена переменной в неопределѐнном интеграле. Пусть функция 

х=(t) монотонна и имеет непрерывную производную на некотором промежут-
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ке изменения переменной t, функция f(x) непрерывна на интервале, принадле-

жащем области значений функции х=(t), так что определена сложная функция 

f((t)). Тогда справедливо равенство, 

   dtttfdxxf )())(()( . 

Часто используются следующие варианты замены переменной: 

1.  












1

;)( 11

k

dt
dxxtxзаменаdxxfx kkkk

  
).1( k  




 dttf
k

dxxfx kk )(
1

1
)( 1

 

2.     dtdxxtxсosзаменаdttfdxxfx sin;)()(cossin  

3.     dtdxeteзаменаdttfdxefe xxxx ;)()(  

4.   







 dt

x

dx
txзаменаdttf

x

dxxf
;ln)(

)(ln
 

5.   
















dt

x

dx
t

x
заменаdttf

x

dx

x
f

22
;

1
)(

1
 

6.   













dt

x

dx
txзаменаdttfdx

x

xf
22 1

;arctg)(
1

)(arctg
 

 

Пример 3. Вычислить интеграл   23x

dx
. 

Решение. Обозначим tx  23 . Дифференцируя обе части этого выраже-

ния, найдѐм, чему тогда равно dx:  
3

323
dt

dxdtdxdtxd  . Тогда 

CxCt
t

dt

t

dt

x

dx



 23ln

3

1
ln

3

1

3

1

323
. 

 

Пример 4. Вычислить интеграл: 


.
3 xx

dx
 

Решение: Имеем 
   





 26363
.

xx

dx

xx

dx
. Положим 

6 xt  , тогда 

dttdxtx 56 6,  . Находим 
   










dt
t

t

tt

dtt

xx

dx

1
6

6 3

23

5

3626
. Выделяя де-

лением целую часть дроби, получаем  

  .1ln
23

6
1

1
16

1
6

23
2

3

 





















Ctt

tt
dt

t
ttdt

t

t
 

Окончательно   .1ln6632 663

3
Cxxxx

xx

dx



  
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Пример 5. Вычислить интеграл: 
12xx

dx
. 

Решение: Преобразуем выражение 

2
2

2
2

2 11sgn

1

11

1

1

1

x
xx

x
xxxx 










 




. В результате получим 

 



 2

22 11sgn1
x

xx

dx

xx

dx
. Сделаем замену переменной t

x
1 , тогда - 

dt
x

dx


2 , откуда dt
x

dx


2 . В итоге имеем:  

  





C
x

x
t

dt
x

x
xx

dx 1
arcsinsgn

1
sgn

11sgn
2

2
2  

 
Метод интегрирования по частям.  

Пусть )(и)( xvvxuu   - непрерывно дифференцируемые функции. 

Тогда справедлива формула: 

  duvvudvu . 

Эта формула называется формулой интегрирования по частям. 

В интегралах типа    dxexPdxxxPdxxxP x
nnn )(,)sin()(,)(cos)( , где 

n
nn xaxaxaaxP  ...)( 2

210 ,  полагаем функцию u(x)=Pn(х), а оставшуюся 

часть подынтегрального выражения берем  за dv и находим функцию v.  

Если подынтегральное выражение содержит функции lnx, arccosx, arcsinx, 

arctgx, arcctgx,  то именно эти функции берем за функцию u. Иногда до приме-
нения формулы интегрирования по частям необходимо сделать замену пере-

менной. 

Пример 6.    Cexeedxevdxdudxedvxudxxe xxxxxx ],;,[ . 

Отметим, что если за u обозначить другую функцию, то решение не состоится: 

2

2

,;, xxx vdxeduxdxdveu  ; тогда   dxeedxxe xxxxx

22

22

; получили бо-

лее сложный интеграл.  

Пример 7.    Cxxxdxxxxxvdxdudxdvxuxdx
xx

lnln],;,ln[ln 11 .  

Пример 8. Вычислить интеграл   xdxex cos . 

Решение: Положим xdxdveu x cos,  . Тогда ,dxedu x   xdxv cos  

xv sin  (одна из первообразных); имеем   xdxexexdxe xxx sinsincos  (*). 

Интеграл   xdxe x sin  снова вычисляем по частям, положив xdxdveu x sin,  . 
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Тогда   xdxexexdxe xxx coscossin . Подставляя значение полученного 

интеграла в (*) находим  

    xdxexexexdxexexexdxe xxxxxxx coscossincoscossincos . 

Перенося интеграл из правой части равенства в левую, получаем 

Cxxexdxe xx  )cos(sincos2 , откуда окончательно имеем 

.)cos(sin
2

cos Cxx
e

xdxe
x

x   

 

 

5.2. Определенный интеграл 

 

Формула Ньютона-Лейбница. 

Если функция )(xf  непрерывна на отрезке  ba,  и функция )(xF  является 

некоторой ее первообразной на этом отрезке, то справедлива формула Ньюто-

на-Лейбница:  

)()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 . 

Свойства определенного интеграла. 

1. 0)(  dxxf
a

a

. 

2.  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

3. Для любых чисел a, b и  с имеет место равенство 

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

4. Постоянный множитель можно вынести за знак определенного интеграла: 

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( . 

5. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгеб-
раической сумме их определенных интегралов: 

    
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

Далее будем полагать, что a<b. 

6. Если функция 0)( xf  всюду на отрезке  ba, , то 0)(  dxxf
b

a

. 
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7. Если  )()( xgxf   всюду на отрезке  ba, , то  
b

a

b

a

xgdxxf )()( . 

8. Если функция )(xf  интегрируема на  ba, , то  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( . 

9. Если М и m– соответственно, максимум и минимум функции )(xf  на 

 ba, , то     
b

a

abMdxxfabm )( . 

 

Методы интегрирования. 
 

Замена переменной.  

Пусть: 1) )(xf  - непрерывная функция на отрезке  ba, ; 

 2) функция )(t  - дифференцируема на  , , причем )(t  непрерывна на 

 ,  и множеством значений функции )(t  является отрезок  ba, ; 

 3) ba  )(,)( . 

Тогда справедлива формула:  




 dtttfdxxf
b

a

)()()( . 

Заметим, что при подстановке следует сначала найти новые пределы интегри-

рования и выполнить необходимые преобразования подынтегрального выраже-
ния. 

Пример 9. Вычислить интеграл 


1

0
21

2
dx

x

x
. 

 Решение: Сделаем замену: 21 xt  . Тогда xdxdt 2 . Пределы интегриро-

вания: при 1,0  tx  и  при   2,1  tx . 

Получаем: 2ln1ln2lnln
1

2 2

1

2

1

1

0
2




 t
t

dt
dx

x

x
. 

 Интегрирование по частям.  
 

 Пусть функции )(xu  и  )(xv  имеют непрерывные производные на отрезке 

 ba, . Тогда справедлива формула:  
b

a

b

a

b

a

vduuvudv . 

Пример 10. Вычислить интеграл 


1

0

dxex x
. 

 Решение: Пусть dxedvxu x , ; тогда 
xev  ;  по формуле получим 
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eee
eedxeexdxex xxxx 2

11
111

0

1
1

0

1

0

1

0

 
 . 

 

Площадь плоской фигуры. 

 

Пусть )(xfy   неотрицательная и непрерывная функция на отрезке  ba,
 

На плоскости 0xy рассматривается фигура, ограниченная графиком функ-

ции )(xfy  , отрезком  ba,
 и вертикальными прямыми bxax  и . Эта 

фигура называется криволинейной трапецией. Площадь криволинейной трапе-

ции равна определенному интегралу от функции )(xf  на отрезке  ba, :  


b

a

dxxfS )( . 

Если фигура ограничена сверху и снизу функциями )(xf  и )(xg соответствен-

но, непрерывными на отрезке  ba,
, причем  )()( xgxf  ,  то площадь S криво-

линейной фигуры равна разности площадей криволинейных трапеций, ограни-

ченных сверху графиками )(xf  и )(xg : 

  
b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgdxxfS )()()()( . 

 

Пример 11. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

3, xyxy  . 

Решение: Вычислим абсциссы точек пересечения указанных кривых, для 

чего приравняем правые части этих уравнений: 
3xx  . Корни уравнения 

1,0 21  xx . Следовательно, площадь фигуры вычисляетсякак определен-

ный интеграл на отрезке  1,0
:  

12

5

4

1

3

2 1

0

42
31

0

3 







  xxdxxxS . 

 

 

5.3. Несобственные интегралы 

 

Определение. Пусть функция )(xf  определена на промежутке  ,a  и 

интегрируема на любом отрезке     ,, aa . Интеграл вида 


a

dxxf )(  - назы-

вается несобственным интегралом 1-го рода от функции )(xf  на промежутке 

 ,a . 
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Определение. Несобственный интеграл 


a

dxxf )(  называется сходящим-

ся, если существует конечный предел вида 



a

dxxf )(lim . В противном случае 

этот несобственный интеграл называется расходящимся. 

Сходящийся несобственный интеграл 1-го рода определяется равенством  









aa

dxxfdxxf )(lim)( . 

Аналогично интегралу 


a

dxxf )(   определяются следующие интегралы: 

 
 




a a

dxxfdxxf )(lim)( , 

  


 




b

b

Rbdxxfdxxfdxxf ,)()()( . 

Определение. Пусть функция )(xf  определена на конечном промежутке 

 ba, , интегрируема на любом отрезке    baa ,,  . Интеграл вида 
b

a

dxxf )(  - 

называется несобственным интегралом 2-го рода от функции )(xf  на проме-

жутке  ba, . 

Определение. Несобственный интеграл )()(  badxxf
b

a

 называет-

ся сходящимся, если существует конечный предел вида 



a

b
dxxf )(lim

0
, в про-

тивном случае этот интеграл называется расходящимся. 
Сходящийся несобственный интеграл 2-го рода определяется равенством 







a

b

a
b

dxxfdxxf )(lim)(
0

. 

 

Пример 12 Используя определение, вычислить несобственный интеграл 

или установить его расходимость,        



1

3

arctg
dx

x

x
I . 

Решение. Интеграл I  является несобственным интегралом 1-го рода. По-

этому 
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)(lim
arctg

lim
1

3







 Idx

x

x
I  

Для вычисления интеграла )(I  применяем формулу интегрирования по 

частям: 



















 



























































arctg
2

1

2

1
arctg

2

1

2

1

44
1arctg

1

2

1
arctg

2

1

8
|arctg

1

2

1
arctg

2

1

81

11

2

1

8
arctg

2

1

)1(2

1
|arctg

2

1
)(

2

2

12
1

22

2
1

2212

x
x

dx
xx

xx

dx
x

x
I

. 

Таким образом,       
2

1
arctg

2

1

2

1
arctg

2

1

2

1

4
lim

2


























I . 

Пример 13. Используя определение, вычислить интеграл или установить 

его расходимость,   





1

1
3 5

1
dx

x

x
I . 

Решение. Интеграл I  является несобственным интегралом 2-го рода, осо-

бая точка 0x  - находится внутри отрезка интегрирования. Тогда 

21

1

0
3 5

0

1
3 5

11
IIdx

x

x
dx

x

x
I 





 



. 

Для сходимости интеграла I  необходимо и достаточно, чтобы сходились 

оба интеграла 1I  и 2I . 

Рассмотрим интеграл 1I . Имеем 



























































2

3
3

2

3
3lim

|
2

3
3limlim

1
lim

3
2

3
1

0

1
3

2
3

1

0
1

3
5

3
2

0
1

3 50
1 xxdxxxdx

x

x
I

. 

Отсюда получаем, что интеграл 1I  расходится. Итак, независимо от пове-

дения интеграла 2I  интеграл I  расходится. 

Пример 14. Используя определение, вычислить интеграл или установить 

его расходимость,     





1 1xx

dx
I . 



 68 

Решение. В интеграле I  область интегрирования - бесконечный проме-

жуток  ,1 ; кроме того, подынтегральная функция имеет особую точку 1x . 

Поэтому интеграл I  разбиваем на сумму несобственных интегралов 1-го и 2-го 

рода: 

21

2

2

1 11
II

xx

dx

xx

dx
I 





 



. 

Имеем 

   
 

 112|12

11

1
2

1
2

1 2















aarctgbarctgxarctg

x

xd

x

xd

xx

dx

b
a

b

a

b

a

b

a . 

Таким образом, используя полученный интеграл: 

2
1

4
2lim

1
lim

1 01

2

01

2

1

1


























 arctg

xx

dx

xx

dx
I . 

24
12lim

1
lim

1 22

2










 
















 arctg
xx

dx

xx

dx
I . 

Таким образом, получим, что  21 III . 

 

 

5.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Задание 1. Используя свойства и таблицу, вычислить интегралы: 

1    dxxxx 63 32
 2  








 dx

x
xxx

2
54 1

23  

3  







 dx

x
ex

x

x

2
cos427

5

4 36,0

4  4  
















dx
x

e
e

x
x

3
2  

5  

















dx

xx 5

1

25

1

22  6  

















dx

xx 24
1

3

1

2
 

7  
















dx
x

e
e

x
x

2cos
1  8 




dx

x

xx

1

133
2

24

 

9 dx
x

xx






1

1
2

5

 10 


dx
x

xtg
2

2

sin

43
 

11 


dx
x

xctg
2

2

cos

23

 
  

 

Задание 2. Применяя метод замены переменной, вычислить интегралы: 
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1    dxx 53sin  2 
3

sin 2 x

dx
 3 


dx

e

e
x

x

1

4

 

4 
 x

dx

32
 5 


dx

x

x

13
 6 




dx

x

x

31

65
 

7 



dx

x

x

11

11
 8 


dx

x

x

cos31

sin
 9   xdxx sincos3  

10   dxxe x 23

 11   xdxe x sincos  12  dx
x

e x

 

13  dx
x

x
3sin

cos
 14  dx

x

x
5cos

sin
 15 

 
 xx

dx

ln1
 

16 


dx
x

xln1
 17 


dx

x

arctgx
2

100

1

)(
 18  dx

x

x

2

1

3
 

19  dx
x

xcos
 20 




dx

x

xx

21

arcsin
 21 


dx

x

x
2cos

sin21
 

 

 

 

Задание 3. Методом интегрирования по частям вычислить интегралы: 

1   xdxx arctg  

 
2   xdxx ln  

 
3   xdxxx ln)2( 2

 

 

4  dx
x

xln
 

 

5 
 dxex x

 6   dxex x5
 

7   dxxx 15arctg  

 
8  dx

x

x
2cos

 

 

9  dx
x

xarctg
 

 

10  xdx2ln  

 
11 

   dxx 1ln 2
 

 
12  dxe x

 

 

13  dx
x

ex

2
sin  

 

14   xdxx cos)1( 3
 15   dxxlncos  

 

 

Задание 4. Вычислить определенный интеграл: 
 

 

1   
2

0

2 13 dxx  
 

2   
1

0

2 dxxx  
 

3 


1

0
6

2

1 x

dxx
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4 


3

0
21 x

dx
 

 

5  
dx

xx

x






1

2
1

1
 

 

6  









2

1
4

2 1
dx

x
x  

 

7 





3

2

sin xdxx  
 

8 


2

0

3cos dxx  

 

9 
 

1

1 45 x

dxx
 

 

10  
3

0

dxarctgx  

 

11 


0

2sin dxxx  

 

12 


4

1

2

2

16
dx

x

x
 

 

13 





2

0
cos2 x

dx
 

 

14 
3

0

dxxarctgx  

 

15   
1

0

1224 dxxx  

 

16  


e

xx

dx

1
2ln1

 
 

17 


2

0

3sinsin dxxx  

 

18 


3

0

3sin dxx  

 

19 


2
1

0
1

1
dx

x

x
 

 

20 
 

1

1
2 22xx

dxx
 

 

21 dxxx 
1

0

3 32 1  

 

22 




4

0

4sin dxx  

 

23 


3

ln

0

cos dxee xx
 

 

24 


6

0

3cos dxx  

 

 

Задание 5. Найти площадь фигуры, ограниченной заданными линиями: 

 
 

1 
2

2
10;

8
xy

x
y   

 

2 

232 8;2 xyxy   

 

3 4
0;cos;sin


 xxyxy  

 

4 
1;2;2   xeyey xx

 

 

5 
2;42  xyxy   

6 
0;sin

2
; 


 xxyxy  

 

7 

 

8;4;22  xyxxy  

 

8 

 

1;1;1 2  xxyxy  

 

9 

 

xyxy 2;2 22   

 

10 

 

0;2  yxxxy  

 

11 

 

xxyxxy  1;2
 

 

12 

 

42; 22  xxyxy  

 

13 

 

  0;0;ln2;2ln  xyxyxy

 

 

14 
2;;

5

6



 xxy

x
y  
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15 
1;

3

8
;

2
;  xxy

x
yxy  

 

16 
4824;168 22  xyxy  

 

17 2

2

1

1
;

2 x
y

x
y


  

 

18 
eyeyey xx   ;;  

 

19 

 

0;2;  xxyxy  

 

20 xy
x

y
2

3
2;

2

2

  

 

Задание 6. Используя определение, вычислить несобственный интеграл или ус-

тановить его расходимость. 

1 



3

2

ln
dx

x

x
I  2 






1
31 x

dx
I  

3 



0

2 3cos xdxeI x
 4 



 


22

2

)9(x

dxx
I  

5 


 


22

2

)16(x

dxx
I  6 



2
3

0
)32)(2( xx

dx
 

7 


0
2 158xx

xdx
 8 



5,0
22 )1( xx

dx
 

9 





0
22 )1(

ln
dx

x

xx
I  10 



4

2
22 )4)(1( xx

xdx
 

11 


25

0 xx

dx
 12 dx

x

x




2

1 1

2
 

13 


  22

2

)16(x

dxx
 14 



1

0
32 arcsin1 xx

dx
 

15 


1

0 1)2( xx

dx
 16 

 

1

1
22

4

1)1( xx

dxx
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 Глава 6. Дифференциальные уравнения 

 
Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее 

независимые переменные, искомую функцию этих переменных и производные 

различных порядков данной функции. Вместо производных могут входить 
дифференциалы. 

 Если неизвестная функция  у зависит от одного независимого переменно-

го х, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. Если у явля-

ется функцией нескольких независимых переменных, то уравнение называется  
дифференциальным уравнением с частными производными. В данной главе бу-

дем рассматривать только обыкновенные дифференциальные уравнения.  

Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивыс-
шей из производных, входящих в это уравнение.  

Дифференциальное уравнение вида 

    y΄= f(х, у)                                                     (6.1)  

называется  уравнением первого порядка, разрешенным относительно произ-
водной  y΄.  

Основная задача теории дифференциальных уравнений – нахождение 

всех решений данного дифференциального уравнения. В простейших случаях 

эта задача сводится к вычислению интеграла, поэтому процесс разыскания всех 
решений называют интегрированием дифференциального уравнения.  

Решением дифференциального уравнения называется всякая функция у = 

φ(х), обращающая уравнение в тождество. Если эта функция задана в неявном 
виде, то решение называют интегралом. График решения дифференциального 

уравнения называется интегральной кривой.  

Для дифференциального уравнения первого порядка  

y΄= f(х, у)                                                       (6.2) 
общее решение имеет вид: 

у = φ(х, С),                                                     (6.3) 

где С – произвольная постоянная, а общий интеграл записывается в виде 
Ф(х, у, С) = 0.                                                  (6.4) 

 Геометрически общее решение (6.3) и общий интеграл (5.4) представля-

ют собой семейство интегральных кривых на плоскости, зависящее от одного 

параметра С.  
 Частным решением дифференциального уравнения (6.2) называется ре-

шение, полученное из общего решения при фиксированном значении С: 

у = φ(х, С0),                                                     (6.5) 
где С0 – число. Аналогично определяется частный интеграл: 

 Ф(х, у, С0) = 0.                                                  (6.6) 

 Задача Коши. Найти решение у = f(х) дифференциального уравнения пер-

вого порядка, удовлетворяющее начальному условию у = у0 при х = х0. Это оз-
начает, что нужно найти интегральную кривую, которая проходит через точку 

М0(х0, у0).  



 73 

 

 

6.1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

 
 Рассмотрим различные типы дифференциальных уравнений первого по-

рядка.  

 

 
6.1.1. Дифференциальные уравнения с разделенными переменными 

 

Определение. Дифференциальное уравнение типа  

    0 dyyNdxxM                                              (6.7) 

где коэффициент М зависит только от х, а коэффициент N – только от y, назы-

вается уравнением с разделенными переменными. 

Общий интеграл уравнения (5.8) имеет вид: 

      CdxxNdxxM ,                                       (6.8) 

где С – произвольная постоянная. 
Пример 6.1. Решить уравнение с разделенными переменными: 

0 ydyxdx . 

Решение: Интегрируем это уравнение, получим общий интеграл 

1Cydyxdx    или 1

22

22
C

yx
 . Так как левая часть неотрицательна, то 

правая часть тоже неотрицательна. Обозначим 2
12 CC  , будем иметь общий 

интеграл в виде: 
222 Cyx  . 

Геометрически общий интеграл – это  семейство концентрических окружностей 

на плоскости с центром О(0, 0) и радиусом С. 

 
 

6.1.2. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменны-

ми 

 

Определение. Уравнение вида  

        021211  dxyNxMdxyNxM                         (6.9) 

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 

При    02 yN  и   02 yM  разделив обе части уравнения (5.9) на [N1(y)∙ 

M2(x)], получаем уравнение с разделенными переменными  

 
 

 
 

0
1

2

2

1 
xN

xN
dx

xM

xM
.                                       (6.10) 

Пример 6.2. Решить уравнение с разделяющимися переменными: 
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    011  xdyyydxx . 

Решение: Здесь M1(x) = 1+ х, N1(y) = y, M2(x) = х, N2(y) =1 – у.  Разделив 

обе части уравнения на ху, получаем уравнение с разделенными переменными: 

01
1

1
1


















 dy

y
dx

x
, 

общий интеграл которого равен Cyyxx  lnln  или Cyxxy ln . 

 

6.1.3. Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 

 

 Определение. Уравнение 

    0,,  dyyxQdxyxP ,                                    (6.11) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если  yxP ,  и  yxQ ,  – не-

прерывные дифференцируемые функции, которые удовлетворяют условию 

 
x

Q

y

P









,                                                   (6.12) 

причем 
y

P




 и  

x

Q




  непрерывны в некоторой области. В этом случае левая часть 

уравнения (6.11) есть полный дифференциал некоторой функции u(x, y). Общий 

интеграл уравнения (6.11) будет:  

u(x, y) = С.                                                (6.13) 

Пример 6.3. Решить дифференциальное уравнение [10]: 

0
32

4

22

3



 dy

y

xy
dx

y

x
. 

Решение: Обозначим 
3

2

y

x
P  , 

4

22 3

y

xy
Q


 . Тогда 

4

6

y

x

x

Q

y

P










. Усло-

вие (6.12) при у ≠ 0 выполняется, находим неизвестную функцию u(x, y). По-

скольку  
3

2

y

x
P

x

u





, имеем:  ydy

y

x
dx

y

x
u   3

2

3

2
, где φ(у) – не опреде-

ленная пока функция от у. Дифференцируем последнее соотношение по у, учи-

тывая, что  
4

22 3

y

xy
Q

y

u 





.  получаем:  

4

22

4

2 33

y

xy
y

y

x 
 ,  

2

1

y
y  , 

  1

1
C

y
y  ,   13

2 1
, C

yy

x
yxu  . Таким образом, общий интеграл исходного 

уравнения равен: C
yy

x


1
3

2

. 
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 6.1.4. Линейные дифференциальные уравнения и уравнения Бернул-

ли 

 

Определение. Линейным уравнением первого порядка называется уравне-
ние, линейное относительно неизвестной функции и ее производной:  

   xQyxP
x

y





,                                              (6.14) 

где P(x) и Q(x) – заданные непрерывные функции от х. 

Один из методов решения уравнения (6.14) – так называемый метод 

Бернулли, когда решение линейного уравнения ищется в виде произведения 
двух функций:  

   xvxuy  .                                                 (6.15) 

Одна из этих функций выбирается специальным образом, а другая определяется 

на основании уравнения (6.14). Покажем решение уравнения на примере. 
Пример 6.4. Решить линейное дифференциальное уравнение методом 

Бернулли:  

1
1

2 2

2



 xy

x

x
y . 

Решение: Решение будем искать в виде (6.15). Поскольку uvy  ,  а 

vuvuy  , то уравнение запишется в виде:  

1
1

2 2

2











 x

dx

du
vv

x

x

dx

dv
u .                                (6.16) 

Выбираем функцию v такой, чтобы она обращала в нуль коэффициент 

при u. Тогда второй множитель u «подстроится» таким образом, чтобы функция 
y являлась решением исходного уравнения. Тогда имеем уравнение относи-

тельно функции v:  

0
1

2
2




 v
x

x

dx

dv
. 

Разделив переменные v и х, получим 
1

2
2 


x

xdx

v

dv
, откуда )1( 2  xCv . Нам тре-

буется какая-нибудь одна функция v, удовлетворяющая указанному условию, 

поэтому полагаем С =1, тогда  12  xv . Подставим эту функцию в уравнение 

(6.16), получим 12  x
dx

du
v . Решив это уравнение, найдѐм Cxu  . Общее 

решение исходного дифференциального уравнения будет   12  xCxy . 

Определение. Уравнением Бернулли называется дифференциальное урав-

нение вида  

    nyxQyxP
x

y





,            
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где P(x) и Q(x) – непрерывные функции от х (или постоянные); n в общем слу-

чае действительное число, n ≠ 0 и n ≠ 1 (в противном случае получаем линейное 

уравнение и уравнение с разделяющимися переменными соответственно).

 Уравнение Бернулли также может быть решено методом Бернулли. 
 

 

6.2. Линейные дифференциальные уравнения с постоянными  

       коэффициентами 

 

Определение. Обыкновенное дифференциальное уравнение n-го порядка 

называется линейным, если оно имеет вид: 
     xfyayaya n

nn   1
10                            (6.17) 

Коэффициенты уравнения а0, а1, … , аn в общем случае являются функциями, 
зависящими от x. Мы будем рассматривать только случай, когда а0, а1, … , аn  

некоторые действительные числа, а f(х) – заданная функция от х.  

Пусть   0xf . Тогда уравнение (6.17) будет называться линейным неод-

нородным обыкновенным дифференциальным уравнением n-ого порядка с по-

стоянными коэффициентами. Если   0xf , то уравнение имеет вид: 
    01

10   yayaya n
nn                                 (6.18) 

и называется линейным однородным обыкновенным дифференциальным урав-

нением n-ого порядка с постоянными коэффициентами. 

В дальнейшем будем предполагать, что а0 =1. 

 
 

6.2.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения  

          второго порядка с постоянными коэффициентами 
 

 Линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка с 

постоянными коэффициентами имеет вид:  

0 qyypy ,                                        (6.19) 

где p и q – постоянные действительные числа.  
Определение. Два частных решения у1 и у2 уравнения (6.19) называются 

линейно независимыми на отрезке [а, b], если их отношение на этом отрезке не 

является постоянным, т.е. если const
y

y


2

1 . В противном случае решения назы-

ваются линейно зависимыми на отрезке [а, b].  

Теорема 1. Если у1 и у2 – два линейно независимых решения уравнения 

(5.19), то  

2211 yCyCy  , 

где С1 и С2 – произвольные постоянные, есть его общее решение. 

Будем искать частные решения в виде: 
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kxey  , где constk .  

Подставляя y, kxkey  , kxeky 2  в уравнение (5.19) и учитывая, что 0kxe , 

получаем уравнение: 

02  qpkk ,                                             (6.20) 

которое  называется характеристическим уравнением по отношению к уравне-
нию (6.19).  

 Возможны следующие три случая для корней характеристического урав-

нения q
pp

k 









2

2,1
22

. 

Случай 1. 0
2

2









q

p
. Корни 1k  и 2k  действительные, причем 21 kk  . 

Частные решения уравнения (5.19): xkxk
eyey 21

21 ,   являются линейно неза-

висимыми. Общим решением будет xkxk
eCeCy 21

21  . 

Случай 2. 0
2

2









q

p
. Характеристическое уравнение (6.20) имеет два 

равных действительных корня 
2

21

p
kk  . Общее решение уравнения (6.19) 

имеет вид 
x

p
x

p

xeCeCy 2
2

2
1



 . 

Случай 3. 0
2

2









q

p
. Характеристическое уравнение (6.20) имеет ком-

плексно сопряжѐнные корни: ik 2,1 , где 
2

p
 , 

4

2p
q  . Общим 

решением дифференциального уравнения (5.19) будет 

xeCxeCy xx   sincos 21 . 

Пример 6.5. Найти общее решение уравнения 0102  yyy . 

Решение: Характеристическое уравнение 01022  kk  имеет корни: 

ik 312,1  . Следовательно, общее решение есть 

xeCxeCy xx 3sin3cos 21
  . 

 

 
6.2.2. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второ-

го порядка с постоянными коэффициентами 

 
Линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка 

имеет вид:  
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 xfqyypy  ,                                         (6.21) 

где p и q – постоянные действительные числа,   0xf  – непрерывная функция.  

Теорема 2. Общее решение неоднородного уравнения (6.21) представля-

ется как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения уч и общего 

решения уо соответствующего однородного уравнения: 

0 qyypy .                                           (6.22) 

Согласно теореме 2, общее решение уравнения (6.21) находится следую-
щим образом:  

I. Решается соответствующее однородное дифференциальное уравнение 

(5.22) и находим его общее решение уо (см. раздел 6.2.1).  
II. Находится частное решение уравнения (6.21).  

Для отыскания частного решения рассмотрим несколько возможностей, 

когда можно найти уч, не прибегая к интегрированию.   

1. Функция f(x) имеет вид:     x
n exPxf  , где  xPn  – многочлен n-ой 

степени. Возможны следующие частные случаи: 

а) если  не является корнем характеристического уравнения  

02  qpkk ,                                             (6.23) 

то уч нужно искать в виде:   ax
n exQy ч , где  xQn  – некоторый многочлен той 

же степени n с неопределѐнными коэффициентами.  

б) если  является корнем характеристического уравнения (6.23) кратности  

(1 либо 2), то уч следует искать в виде   x
n exQxy ч . 

Замечание 1. Если  xPn  является постоянной величиной (многочленом 

нулевой степени), то  xQn  тоже постоянная величина. 

Замечание 2. Если  xf  – многочлен, то есть 0, то уч тоже многочлен. 

2. Функция f(x) имеет вид: 

      xexQxexPxf x
m

x
n   sincos ,    

где    xQxP mn ,  многочлены.  

а) Пусть  i  не являются корнями характеристического уравнения (6.23). 

Тогда уч следует искать в виде:  

    xexVxexUy xx   sincosч , 

где    xVxU ,  многочлены, степень которых равна наивысшей степени много-

членов    xQxP mn , .  

б) Пусть i  являются корнями характеристического уравнения (6.23) крат-

ности 1. Тогда уч следует искать в виде:  

    xexVxexUxy xx   sincosч . 

3. Пусть в обозначениях предыдущего пункта 0 , тогда функция f(x) 
имеет вид: 

      xexQxexPxf x
m

x
n   sincos . 
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а) Пусть i  не являются корнями характеристического уравнения (6.23) Тогда 

уч следует искать в виде:     xxVxxUy  sincosч . 

б) Пусть i  являются корнями характеристического уравнения (6.23) Тогда уч 

следует искать в виде:     xxVxxUxy  sincosч . 

Пример 6.6. Найти общее решение уравнения [2]: xxyy sin4 . 

Решение: Здесь 0 , 1 ,   0xPn ,   xxQm 4 . Решаем однородное 

уравнение 0 yy . Характеристическое уравнение 012 k  имеет комплекс-

но сопряжѐнные корни ik 2,1 . Таким образом, общее решение однородного 

уравнения есть xCxCy sincos 21o  . 

Комплексные корни ii   являются корнями характеристического 

уравнения, поэтому частное решение неоднородного уравнения будем искать в 

виде     xDCxxBAxxy sincosч  . Подставляя уч в неоднородное урав-

нение, получаем систему алгебраических уравнений, которая дает: 1A , 

0B , 0C , 1D . 

Общее решение неоднородного уравнения имеет вид: 

 xxxxxCxCyyy sincossincos 21чo  . 

4. Функция f(x) имеет вид      xfxfxf 21  . Тогда частное решение 

уравнения (6.21) ищется в виде суммы частных решений уравнений: 

 xfqyypy 1 ,  xfqyypy 2 . 

Пример 6.7. Дано уравнение [11] xxeyyy x cos22  . Найти общее 

решение.   

Решение: Однородное уравнение 022  yyy . Его характеристиче-

ское уравнение 0222  kk  имеет корни: ik 12,1 . Общее решение одно-

родного уравнения: xeCxeCy xx sincos 21o  . 

Частное решение уравнения xeyyy  22 ищем в виде xAey 1ч . Ча-

стное решение уравнения xxyyy cos22   ищем в виде  

    xEDxxCBxy  sincos2ч . 

Непосредственной подстановкой в соответствующие уравнения определяются 
коэффициенты EDCBA ,,., . Общее решение неоднородного уравнения запи-

шется как сумма oy , xAey 1ч  и 2чy . 

 
 

6.3. Задачи для самостоятельного решения 

 
Решить уравнения с разделяющимися переменными. 

1. 011 22  dxydyx . 

2. 0122 22  dyxydxyx . 

5. 0515522 22  dyxydxyx . 

6.     045 22  dyyxydxxyx . 
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3. 0212223 22  dyxydxyx . 

4. 066 22  dyxydxyx . 

7.     045 222  dyxdxxyx . 

 

Найти общий интеграл уравнений в полных дифференциалах. 

1.     0sincossin  dyyyxdxyx . 

2.     0sin3cos2sin2  dyyyxdxyx . 

3.     02sincossin3  dyyyxdxyx . 

4.     0sin3cos33sin  dyyyxdxyx . 

5.     07sincos2sin27  dyyyxdxyx . 

6. 023 322  dxxydyyx . 

7. 03sin3cos3  yydyx . 

 
 

Проинтегрировать линейные уравнения первого порядка. 

1. 3xxyy  . 

2. x
x

y
y 

3
. 

3.   11 2  xyyx . 

4.   xyyx 12 . 

5. xyyy  2 . 

 

Проинтегрировать уравнения Бернулли. 

1. 
11

2







x

y

x

y
y . 

2. 
x

y

x

y
y

2cos

22
 . 

 

3. 42 yx
x

y
y  . 

4. x
x

y

x

xy
y arctg

1

4

1

2

22





 . 

5. 2xyyyx  . 

 

Найти общие решения однородных уравнений второго порядка с посто-
янными коэффициентами. 

1. 02  yyy . 

2. 03  yyy . 

3. 095  yyy . 

 

4. 078  yyy . 

5. 046  yyy . 

6. 044  yyy . 

7. 06  yy . 

 

Составить общие решения неоднородных уравнений второго порядка с 
постоянными коэффициентами. 

1. 234  xyyy  

2.  xeyyy x 4323  . 

3.  2332 2  xxeyyy x . 

4. 12386 2  xxyyy . 

5.  7378  xeyyy x . 

6. 86cos4  xyy . 

7. 68sin6  xxyy . 

8. xxyyy 34sin65  . 

9. 2128 4  xeyyy . 

10. xxyy 2cossin5  . 
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Глава 7. Ряды 

 

Объявленную тему рассмотрим, следуя [1] (соответствующее электрон-

ное издание [2]). Задачи рекомендуется брать из [3].  
 

 

7.1. Числовые ряды 

 

Рассмотрим бесконечную последовательность чисел 

    ,...,...,, 21 nuuu .                                                    (7.1) 

Соединим их знаком  +; полученное символическое выражение 

    ......21  nuuu .                                             (7.2)  

называется числовым рядом. Числа (7.1) называются членами ряда: 1u  первый 

член, 2u  второй,…, nu  n – ый или общий член ряда ( ,...2,1n ). Что пони-

мать под символом (7.2), т.е. под «бесконечной суммой» чисел? Составим сум-
му n первых членов ряда 

    nn uuuS  ...21                                                 (7.3)  

– она называется частичной или частной суммой ряда порядка n. Получили чи-

словую последовательность }{ nS  ( ,...2,1n ). 

 Если существует (конечный) предел последовательности частичных сумм 

SSn
n




lim , то ряд называется сходящимся, а сам предел, т.е. число S, называет-

ся суммой ряда, и пишут  

   





1

21
......

n
nn

uuuuS .                                  (7.4)  

Если же конечного предела частичных сумм не существует, то ряд называется 

расходящимся, он суммы (конечной) не имеет. Однако, если nS  (или 

nS ), то говорят, что ряд расходится к сумме S  (или S ). Нуме-

рацию членов ряда иногда удобнее начинать не с 1, а с некоторого целого числа 

m: ......1   nmmm uuu . 

 Рассмотрение числовых рядов есть новая форма исследования числовых 

последовательностей, ибо: 1) каждому ряду (7.2) однозначно соответствует по-

следовательность (7.3) (его частичных сумм) и 2) каждой заданной последова-

тельности }{
n

S  однозначно соответствует ряд 

...)(...)( 1121  nn SSSSS  

с частичной суммой nS . 

Ряд геометрической прогрессии. Рядом бесконечной геометрической про-

грессии ,...,...,,, 2 naqaqaqa  называется ряд 

     ...... 1 nn aqaqaqa 


0n

naq .   (7.5) 
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Частичная сумма порядка n при 1q  есть  

1...  n
n aqaqaS

n
n

q
q

a

q

a

q

qaqa















111

1

.               (7.6) 

1) Пусть 1q  (в этом случае соответствующая геометрическая прогрес-

сия называется убывающей). Тогда 0nq  при n , поэтому  




n
n

Slim
q

a

1
, значит, ряд сходится и имеет сумму 

q

a
S




1
. 

2) Пусть 1q , то nq  при n  и 


n
n

Slim : конечного предела 

нет – ряд расходится. 

3) При 1q  формулой (7.6) суммы пользоваться нельзя. В этом случае 

имеем ряд ......

раз

 
n

aaa  с частной суммой  naS
n

 при n  (если 

0a ), ряд расходится. 

4) При 1q  ряд (7.5) имеет вид ...)1(... 1   aaaa n . У него 






,  ,0

,,

чѐтноеnесли

нечѐтноеnеслиa
Sn  и, следовательно, 

n
n

S


lim  не существует (если 0a ). 

 Таким образом, доказана  

Теорема 7.1. Ряд геометрической прогрессии (7.5) 1) в случае 1q  схо-

дится и имеет сумму 
q

a

1
: 

  





0n

naq  ...... naqaqa
q

a

1
, 1q ;   (7.7)  

2) а при 1q  расходится (если 0a ). 

(Например, для 1a  и 1x , имеем 
 x1

1
......1 2  nxxx . Этот 

результат можно получить формально  делением «уголком» 1 на ( x1 ).) 

Теорема 7.2. Отбрасывание, добавление или изменение конечного числа 
членов ряда не влияет на его сходимость или расходимость (а только на его 

сумму). 

Доказательство. Это следует из того, что при достаточно больших  n час-

тичная сумма нового ряда отличается от соответствующей частичной суммы 
исходного ряда (7.2) на некоторое постоянное число A, поэтому эти частичные 

суммы одновременно имеют или нет предел при n . Например, отбросим k 

первых членов ряда (7.2). Получим ряд 

......21   nkkk uuu .                                        (7.8) 

Его частичную сумму порядка n обозначим n . Очевидно 

     knk SS n .                                                    (7.9) 
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Поскольку kSA   - фиксированное число, то последовательность mS , где 

knm  , и n  одновременно имеют предел при n  или нет. Доказательст-

во окончено. 

 Ряд (7.8) называется k-ым остатком ряда (7.2) или остатком ряда после 

k-ого члена. Допустим, что ряд (7.2) сходится, то ряд (7.8) тоже сходится, и 

сумму его обозначим kr  - она зависит от k. Из равенства (7.9) при n  полу-

чим  

     kk rSS  .                                                   (7.10) 

Этот факт естественно записывать так 

  
kk r

k

S

k uuuuS ...... 121   . 

Из (7.10) при k : 0 SSSSr kk , т.е. если ряд (7.2) сходится, то 

сумма kr  его остатка после k-ого члена стремится к нулю при k : 

0lim 


k
k

r .  

В этом – значение рядов для приближѐнных вычислений: сумму S нахо-

дят примерно как kS .  

Арифметические действия над рядами. Сходящиеся ряды во многом ве-

дут себя как конечные суммы чисел. 
Теорема 7.3. Если ряд (7.2) сходится и имеет сумму S, то при всяком 

constC   сходится также ряд 

   ......21  nCuCuCu                                        (7.11)  

и его сумма равна SC  . 
Теорема 7.4. Если ряды (7.2) и 

......
21


n

vvv                                            (7.12)  

сходятся и имеют суммы S и  соответственно, то сходятся также ряды 

...)(...)()(
2211


nn

vuvuvu ,                            (7.13) 

...)(...)()(
2211


nn

vuvuvu                              (7.14)  

и их суммы соответственно равны S  и S  (т.е. сходящиеся ряды можно 
почленно складывать и вычитать). 

 Подчеркнѐм, что для расходящихся рядов сказанное теряет смысл. На-

пример, рассмотрим символы ......321  nS , 

2...2...642  n ...)...321(  n S2 . Казалось бы, что S , а 

с другой стороны S  в два раза.  

Понятно, что одна из первых и главных задач – установить признаки схо-

димости (и расходимости) рядов. 

Теорема 7.5. (Необходимое условие сходимости ряда.) Если ряд (7.2) схо-

дится, то его общий член стремится к нулю при n : 0lim 


n
n

u . 

Следствие. Если общий член ряда не стремится к нулю, то ряд расхо-
дится. 
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Это следствие позволяет доказывать расходимость ряда - когда 
n

u  к нулю 

не стремится. Например, ряд 


 1 1n n

n
 расходится, т.к. 01

1
 




nn
n

n
u . 

 Согласно теореме 7.5, для сходимости ряда необходимо, обязательно вы-

полнение условия  0nu . Однако, одного этого требования не достаточно 

для сходимости: в случае, когда 0nu  есть ряды сходящиеся (например, ряд 

(7.5) при 1q ) и есть расходящиеся. Подтвердим последнее на двух примерах. 

1) ...
1

...
2

1

1

1


n
; 0

1


n
un . Оценим частичную сумму nS  

снизу, заменив все n слагаемых наименьшим – это 
n

1
. Имеем: 

n
S  nn

n

1
 (при n ), ряд расходится. 

2) Возьмѐм так называемый «гармонический ряд»: 

...
1

...
3

1

2

1
1 

n
.                                         (7.15)  

Здесь тоже 0
1


n
un , и докажем, что ряд расходится. Из графических пред-

ставлений очевидно, что 0),1ln(  xxx , то есть  

nS 
n

1
...

2

1
1 )

1
1ln(...)

2

1
1ln()11ln(

n
  )]

1
1)...(

2

1
1(2ln[

n
 )1ln(n ,  

следовательно, ряд расходится. 

Ряды с положительными членами (положительные ряды).  
Будем рассматривать ряды, члены которых неотрицательны: 

  





1

21 ......
n

nn uuuu , 0nu ,                            (7.16)    

  





1

21 ......
n

nn vvvv , 0nv .                            (7.17) 

Теорема 7.6. 1. Пусть члены ряда (7.16) не превосходят соответствую-

щих членов ряда (7.17), т.е. nn vu   ( ,...2,1n ). Тогда  

1) если сходится ряд (7.17), то ряд (7.16) тем более сходится, причѐм 

S , где S и  – суммы рядов (7.16) и (7.17) соответственно. 

2) если расходится ряд (7.16), то расходится и ряд (7.17).  

2. (Предельная форма теоремы сравнения). Если существует конечный 

или бесконечный предел K
v

u

n

n

n



lim ,  K0  ( 0,0 nnvn  ), то:  

1) при  K0  из сходимости ряда (7.17) следует сходимость ряда (7.16); 
2) при  K0  из расходимости ряда (7.17) вытекает расходимость ряда 
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(7.16). Таким образом, если  K0 , т.е. когда nn vKu ~  при n , оба 

ряда сходятся или расходятся одновременно. 

Пример. ...
2

1
...

23

1

22

1
1

12











nn
. Поскольку 

12

1
 nn


12

1
n

, то 

члены этого ряда не превосходят соответствующих членов ряда  





1
12

1

n
n

  –  а 

это есть ряд геометрической прогрессии со знаменателем 1
2

1
q , он сходит-

ся. Поэтому и первый ряд сходится. 

Признак Даламбера. Пусть для ряда (7.16) существует конечный или 

бесконечный предел 

L
u

u

n

n

n




1lim ,  L0  ( 0,0 nnun  ). 

Тогда:  
1) если 1L , то ряд сходится; 

2) если 1L  – ряд расходится; 

3) в случае 1L  признак ответа не даѐт: здесь существуют ряды как сходя-
щиеся, так и расходящиеся. (Это «сомнительный случай».)  

Примеры. 1) 0...,
!

...
!2!1

1
2

 x
n

xxx n

.  

!n

x
u

n

n  ,  
)!1(

1

1






n

x
u

n

n ,  10
)1(

1  





 L
n

x

u

u
n

n

n  – ряд сходится 0x . 

(Позднее покажем, что сумма этого ряда равна 
xe .) 

2) 


1

2)3(

n

n

n

x
. Очевидно, при 0x  ряд сходится. Пусть 0x . 

n

x
u

n

n

2)3(
 ,   

1

)3( 22

1






n

x
u

n

n ,   Lx
n

nx

u

u
n

n

n  







 2
2

1 )3(
1

)3(
. Отсюда:  

 если 1)3( 2 x , т.е. 
3

1
x , то ряд сходится;  

 если 1)3( 2 x , т.е. 
3

1
x , то ряд расходится;  

 в случае 1)3( 2  xL  (т.е. 
3

1
x )  ряд имеет вид 



1

1

n n
 – он рас-

ходится. 

Признак Даламбера, как наиболее простой, при исследовании рядов на 
сходимость и расходимость употребляется чаще всего. 

Признак Коши (радикальный). Пусть для ряда (7.16) существует ко-

нечный или бесконечный предел 
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Lun
n

n



lim , (  L0 ). 

Тогда:  

1) если 1L , то ряд сходится; 
2) если 1L  – ряд расходится; 

3) в случае 1L  исследуемый ряд может оказаться сходящимся или расходя-

щимся (это сомнительный случай). 

Интегральный признак Маклорена-Коши. Если члены ряда (7.16) 
представляют собой значения в целых точках nx   некоторой положитель-

ной и убывающей функции )(xf : )(nfun  , то: 

1) если несобственный интеграл 

  


1

)( dxxf                                                        (7.18) 

сходится, то и ряд (7.16) тоже сходится; 
2) если же этот интеграл (7.18) расходится, то и ряд (7.16) тоже расходит-

ся, 

Пример – обобщѐнный гармонический ряд: 

)( pS 


 ...
)1(

11
...

3

1

2

1

1

1
ppppp nn




1

1

n
pn

, ( 0p ).      (7.19) 

Здесь )(nfun  pn

1
 , и можем взять 

px
xf

1
)(   – это непрерывная положи-

тельная убывающая при 1x  функция. Известно, что  











.1

11

1
расходитсяpпри

сходитсяpпри
dx

x p
 

Поэтому ряд (7.19) при 1p  сходится, а при 1p  расходится. Ранее было по-

казано, что для сходимости ряда (7.2) одного требования 0nu  не достаточно. 

Из приведѐнного примера следует, что если 0nu  медленно, то ряд может 

расходиться (случай 10  p ), если же 0nu  достаточно быстро, то сходи-

мость может иметь место (случай 1p ). 

  Для ряда (7.19) признаки Даламбера и Коши бессильны: легко проверить, 
что 1L . Интегральный признак является универсальным, однако здесь возни-

кает проблема исследования сходимости интеграла (7.18) . 

 Оценим n-ый остаток ряда (7.19): 






n

n
p

rdx
x1

1
11 )1(

1

)1)(1(

11








 pnp

n
p np

r
np

dx
x

. 

В частности, при 2p : 
n

r
n

n

1

1

1



; поэтому полагая 

222 4

1

3

1

2

1
1)2( S , 

делаем ошибку 
4

1
4 r . А если надо найти )2(S  с точностью 0,01, то должны 
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взять сумму 100 членов. Понятно, что обобщѐнный гармонический ряд медлен-

но сходящийся (при 1p ), однако, наряду с рядом геометрической прогрессии, 

он часто используется для доказательства сходимости или расходимости дру-

гих рядов. Например, ряд 


 1 )5)(1(

1

n nnn
 сходится, ибо члены его меньше со-

ответствующих членов ряда 


1
3

1

n n
 ( 13 p ). Отметим, что гармонический ряд 

(7.15) есть частный случай ряда (7.19): при 1p . 

Знакочередующиеся ряды. Так называются ряды, знаки членов которого 
чередуются. Их удобно записывать в виде 

  ...)1(... 1
321 n

n uuuu 





1

1)1(
n

n
n u ,                   (7.20)  

где ,...0...,,0,0 21  nuuu . Сами члены ряда имеют вид nu , а nu  – их абсо-

лютные величины. 

Признак Лейбница (сходимости знакочередующихся рядов). Пусть в 
знакочередующемся ряде (7.20): 1) абсолютные величины членов убывают, т.е. 

...321  uuu  и  2) 0lim 


n
n

u . Тогда ряд сходится, его сумма положительна 

и меньше первого члена: 10 uS  .  

Пример. Ряд Лейбница 






 
1

11 1
)1(...

1
)1(...

3

1

2

1
1

n

nn

nn
                          (7.21)  

сходится – по признаку Лейбница. Пусть S  – его сумма (позже установим, что 

2lnS ). Если взять S
n

n 1
)1(...

3

1

2

1
1 1 , то ошибка этого равенства бу-

дет 
1

1




n
rn .  

В знакочередующихся рядах первый член не обязательно должен быть 

положительным: их можно записывать в виде 

...))1(...( 1
321  

n
n uuuu , 0nu  ,...)2,1( n . 

Ряды с произвольными членами («произвольные» или знакопеременные 

ряды). Абсолютная сходимость. 
 Рассмотрим ряды, члены которых могут иметь любой знак. В них количе-

ство как положительных, так и отрицательных членов можно считать беско-

нечным. Исследуем вопрос о сходимости таких рядов. 
Теорема 7.7 (Коши). Если знакопеременный ряд 

......321  nuuuu                                        (7.22)  

таков, что ряд, составленный из абсолютных величин его членов 

......21  nuuu                                          (7.23)  

сходится, то и данный ряд тоже сходится. При этом, если S – сумма ряда 
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(7.22), а  – сумма ряда (7.23), то S . 

Определение 1. Ряд (7.22) называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд, составленный из абсолютных величин его членов – т.е. ряд (7.23). 
 Пользуясь этим определением, теорему 7.8 можно сформулировать так: 

абсолютно сходящийся ряд сходится, или: если ряд сходится абсолютно, то 

он тем более и просто сходится. 

Определение 2. Если ряд (7.22) сходится, а ряд (7.23) расходится, то дан-
ный ряд (7.22) называется неабсолютно или условно сходящимся.  

Например, ряд 





1

1 1
)1(

n
p

n

n
 при 1p  сходится абсолютно, так как схо-

дится ряд 


1

1

n
pn

, и при 10  p  тоже сходится (по признаку Лейбница), но не 

абсолютно (т.к. ряд 


1

1

n
pn

 при 10  p  расходится). В частности, ряд Лейбни-

ца (7.21) (случай 1p ) – условно сходящийся. 

Между абсолютно и условно сходящимися рядами существует глубокая 
разница: абсолютно сходящиеся ряды ведут себя как конечные суммы чисел, а 

условно сходящиеся – нет. Абсолютно сходящиеся ряды сходятся благодаря 

достаточно высокой скорости стремления к нулю их членов, а условно сходя-

щиеся – за счѐт взаимного погашения членов ряда. Ещѐ глубже указанную раз-
ницу выявляют следующие теоремы Дирихле и Римана. 

Теорема Дирихле (переместительное свойство абсолютно сходящегося 

ряда). Для абсолютно сходящегося ряда характер сходимости и его сумма не 
меняются при любой перестановке его членов.  

Теорема Римана (для условно сходящихся рядов). Если ряд сходится ус-

ловно, то каково бы ни было число A (включая A ), можно так переста-

вить члены ряда, что сумма нового ряда будет в точности равна A. (Без дока-
зательства.) 

Признаки Даламбера и Коши для произвольных рядов. 

 Пусть для ряда (7.22) существует конечный или бесконечный предел 

L
u

u

n

n 1lim  или Lun
n lim , )0(  L . 

Тогда:  

1) если 1L , то ряд сходится и притом абсолютно, так как при этом сходит-
ся ряд (7.23); 

2) если 1L , то ряд (7.22) расходится, так как при 1L  у ряда (7.23) 0nu  

и потому 0nu ; 

3) случай 1L  остаѐтся сомнительным, ибо он сомнительный уже для поло-

жительных рядов. 
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Примеры. 1) ...
!

...
!2!1

1
2


n

xxx n

; 
!n

x
u

n

n  , 
)!1(

1

1






n

x
u

n

n , 

10
1

limlim 1 







 n

x

u

u
L

nn

n

n
, следовательно, данный ряд сходится абсолютно 

при любых ),( x .  

2) ......
2

2


n

xx
x

n

; 
n

x
u

n

n  , x
n

nx

u

u
L

nn

n

n











 1
limlim 1 . 

При 1x , т.е. 11  x , ряд сходится абсолютно; при 1x  расходится.  

В сомнительном случае 1 xL : при 1x  ряд имеет вид 

...
1

...
2

1
1 

n
 - это гармонический ряд, он расходится; при 1x  имеем ряд 

...
)1(

...
3

1

2

1
1 




n

n

 –  это ряд Лейбница (с точностью до знака), он сходит-

ся условно. Ответ: данный ряд сходится при 11  x . 
 

 

7.7. Функциональные ряды 
 

Пусть все функции )(xfn  ( ,...)2,1n  определены на одном и том же мно-

жестве E. Тогда на этом множестве определѐн, имеет смысл, функциональный 

ряд  

    ...)()( 21 xfxf ...)( xfn .                              (7.24) 

Придавая x различные конкретные числовые значения, будем получать разные 
числовые ряды. Одни из них могут сходиться, другие расходиться. 

Определение 3. Множество 1E  всех значений x, для которых ряд (7.24) 

сходится, называется областью сходимости этого функционального ряда (по-

нятно, что EE 1 ).  

Примеры. 1) Ряд бесконечной геометрической прогрессии ,...,,1 2xx  схо-

дится только при 1x  и имеет сумму 
x

xS



1

1
)( : 

 ......1 2 nxxx  
x1

1
, 11  x . 

2) Ряд 


1n

n

n

x
 имеет область сходимости 11  x . 

3) Ряд 


0 !n

n

n

x
 сходится на всей оси:  x . 
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4)  


1
2

n

n

n

x
; 

2n

x
u

n

n  , x
n

nx

u

u
L

nn

n

n











 2

2
1

)1(
limlim . Поэтому: при 1x  

ряд сходится абсолютно, при 1x  – расходится. Если  1x , то 
2

1

n
un  , а ряд 




1
2

1

n n
 сходится. Итак, область сходимости 1E }11{  x . 

  

 

7.3 Степенные ряды. Ряды Тейлора 

 

Важным и простейшим примером функциональных рядов являются сте-

пенные ряды, именно, ряды вида 

 





0

2
210 )(...)(...)()(

n

n
n

n
n axcaxcaxcaxcc   (7.25)  

– это ряд по степеням )( ax  ; точка ax   называется центром ряда, в ней ряд 

всегда сходится. Имея это в виду, в дальнейшем при исследовании ряда в слу-
чае необходимости будем считать, что ax  , не оговаривая этого специально 

каждый раз. 

 В частности, при 0a  имеем ряд по степеням x: 

   ......2
210

n
nxcxcxcc 



0n

n
n xc .                        (7.26) 

Числа ,...,..., 10 nccc  называются коэффициентами степенного ряда. Ряд (7.25) 

сводится к ряду (7.26) заменой ax   на x, поэтому будем заниматься, для про-

стоты, рядом (7.26). Выясним вопрос об области его сходимости. 

Первая лемма Абеля. Если ряд (7.26) сходится в точке 01 x , то он 

сходится, и притом абсолютно, при всех x, удовлетворяющих условию 1xx  , 

т.е. в открытом интервале 11 xxx  .  

Следствие. Если ряд (7.26) расходится в точке 2x , то он расходится во 

всех точках  x, для которых 2xx  . 

 Теперь можно определить вид области сходимости степенного ряда. Воз-
можны три случая. 

I. Имеются точки 01 x , в которых ряд (7.26) сходится (точки сходимо-

сти) и точки 2x , в которых ряд расходится (точки расходимости); понятно, что  

21 xx  . Определим число R как границу между множеством точек 1x , в кото-

рых ряд сходится, и множеством точек 2x , в которых ряд расходится. Исполь-

зуя первую лемму Абеля, нетрудно установить, что ряд сходится абсолютно в 

каждой точке x с Rx   и расходится в каждой точке x с Rx  . Интервал 

RxR   называется интервалом сходимости степенного ряда (7.26), а чис-
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ло R – радиусом сходимости. Что касается концов Rx   и Rx   интервала, то 

в них может быть всѐ, что угодно: расходимость, сходимость абсолютная или 

условная.  

II. Ряд всюду сходится; тогда считают R . Например,  


0 !n

n

n

x
, 

 x . 

III. Ряд сходится только в своѐм центре 0x , то считают 0R  . Напри-

мер, 


0

!
n

nxn ; n
n xnu ! , 






xn

u

u
L

nn

n

n
)1(limlim 1 , при 0x . 

Итак, справедлива  

Теорема 7.8 (об области сходимости степенного ряда). Для всякого сте-

пенного ряда (7.26) существует число R,  R0 , такое, что в интервале 

Rx   (при 0R ) ряд сходится абсолютно, а вне его, когда Rx   (при R ), 

расходится. (В концах Rx   может быть всѐ, что угодно.) 
Вычисление радиуса сходимости в частных случаях. Пусть в ряде (7.26) 

все 0nc , начиная хотя бы с некоторого номера 0nn   (ряд без пропусков, при 

0nn  ). Допустим, что существует предел (конечный или бесконечный) 

    A
c

c

n

n

n




1lim ,  A0 .     (7.27) 

Тогда существует предел ( n
nn xcu  ) 

xA
c

c
x

xc

xc

u

u
L

n

n

nn
n

n
n

nn

n

n
 












1
1

11 limlimlim . 

Следовательно, по признаку Даламбера, 1) если 
A

x
1

 , т.е. 1L , то ряд схо-

дится абсолютно, 2) если 
A

x
1

 , т.е. 1L , то ряд расходится. Отсюда 
A

R
1

 .  

 Аналогично, по признаку Коши, если существует предел  

    Acn
n

n



lim ,                                                (7.28)  

то 
A

R
1

 . 

Вывод. Если существует предел (7.27) или (7.28), то радиус сходимости 

A
R

1
 . (Считается 0R  при A  и  R  при 0A .)  Здесь фактически до-

казали теорему (7.8) в частных случаях: когда существует предел (7.27) или 

(7.28). 
Следствие. Если оба указанных предела существуют, то они равны: 
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n
n

n
c


lim

n

n

n c

c 1lim 


 . 

Примеры. 1) ...
)!12(

)1(...
!5!3

1253







n

xxx
x

n
n . Это ряд с пропусками, 

формула (7.27) непосредственно не применима. Применим непосредственно 
признак Даламбера. Здесь  

)!12(
)1(

12






n

x
u

n
n

n , 10
)32)(22()!32(

)!12(
)(

22
1  











 L
nn

x

n

nx

u

u
n

n

n . 

Ряд сходится для всех x, R . (Сумма этого ряда равна )sin x . 

3) 


 



1
2

2

3

)1(

n
n

nn

n

x
 – тоже ряд с пропусками; 

n

n
n

n
n

x
u

2

2

3
)1(


 , 

L
xx

n
u

nn
n

n 







 












2

)(

2

33

1
. При 1

3

2








 x
, т.е. 3x , ряд сходится, при 

1
3

2








 x
, т.е. 3x , ряд расходится. Отсюда 3R , интервал сходимости 

33  x . В обоих концах 3x  ряд имеет вид 






1

)1(

n

n

n
, он сходится (причѐм 

условно). Область сходимости 33  x . 

Функциональные свойства степенных рядов.  

Все члены n
nn xcxf )(  ( ,...2,1,0n ) степенного ряда (7.26) непрерывны и 

имеют непрерывные производные любого порядка на всей оси, тем более в лю-

бом интервале ),( RR . Справедливы следующие свойства степенных рядов (с 

радиусом сходимости R, R>0): 

1 . Сумма )(xf  степенного ряда (7.26) есть функция непрерывная во 

всѐм интервале сходимости  ),( RR  - так как )(xf  непрерывна на любом от-

резке ),(],[ RRba   (из-за равномерной сходимости ряда на ),(],[ RRba  ), а 

любую точку ),( RRx   можно поместить внутрь соответственно подобранно-

го отрезка ),(],[ RRba  . 

2 . Степенной ряд можно почленно интегрировать по любому проме-

жутку ],[ ba , лежащему в интервале сходимости (однако, нельзя, вообще го-

воря, по всему интервалу ),( RR , или ),0[ R ). 

3 . Степенной ряд можно почленно дифференцировать в любом проме-

жутке ],[ ba , лежащем в интервале сходимости, и, следовательно, можно по-

членно дифференцировать во всѐм интервале сходимости, причѐм, сколь угод-

но раз, так что сумма степенного ряда имеет непрерывные производные лю-

бого порядка (бесконечно дифференцируема) в интервале сходимости. 
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 Можно сказать, что степенные ряды являются естественным обобщением 

многочленов (полиномов) и наиболее близки к ним по свойствам – в пределах 

интервала сходимости. 

Ряды по степеням (xa). Пусть функция )(xf  задана как сумма степенно-

го ряда (7.25): 

)(xf 





0

2
210 )(...)(...)()(

n

n
n

n
n axcaxcaxcaxcc .     (7.29) 

Заменив )( ax   на x, получим ряд (7.26). Тогда все предыдущие результаты 

вместо интервала Rx   справедливы для ряда (7.29) в интервале Rax  , т.е. 

RaxRa   с центром в точке ax   (полагаем, что радиус сходимости 

0R ). 

 Найдѐм формулы, связывающие коэффициенты с суммой ряда. По свой-
ству 3  ряд (7.29) можно почленно дифференцировать в интервале сходимости 

),( RaRa   любое число раз. Имеем 

...)(...)(2)( 1
21  n

n axncaxccxf , 

...)()1(...)(2312)( 2
32  n

n axcnnaxccxf , 

--------------------------------------------------------------- 

...)(2...)1(!)(
1

)( 


axcnncnxf
nn

n , 

--------------------------------------------------------------- 
Здесь и в (7.29) положим ax  , тогда справа все слагаемые, кроме первого 

(свободного члена), обратятся в нуль и получим равенства: 

 0)( caf  , 1)( caf  , 2!2)( сaf  ,…, n
n сnaf !)()(  ,….Отсюда 

    
!

)()(

n

af
c

n

n   ( ,...2,1,0n ).    (7.30) 

Итак, справедлива  

Теорема 7.9. Если функция )(xf  представляет собой сумму степенного 

ряда (7.29) с радиусом сходимости 0R , то его коэффициенты 
n

с  однозначно 

определяются через сумму по формулам (7.30). 

Теорема 7.10 (о единственности разложения функции в степенной ряд). 

Существуют не более одного ряда по степеням )( ax  , имеющего своей сум-

мой данную функцию )(xf . 

Ряды Тейлора. Пусть )(xf  некоторая заданная функция, имеющая в 

точке ax   производные любого порядка. Тогда ей можно поставить в соответ-

ствие бесконечную последовательность чисел nc , определяемых формулами 

(7.30), и степенной ряд (соответствие отмечается знаком ~): 

...)(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)(~)(

)(
2 





 n

n

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf . 
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Коэффициенты nc  называют коэффициентами Тейлора функции )(xf  в точке 

ax  , а ряд – рядом Тейлора функции )(xf  по степеням )( ax  , или в окрест-

ности точки a (или в точке a). 

 Согласно теореме 7.9, любой степенной ряд с радиусом сходимости 

0R  является рядом Тейлора для своей суммы. В этом смысле степенные ря-

ды и ряды Тейлора можно не различать (если 0R ). 
 Говорят, что функция )(xf  представима рядом Тейлора или разлагается 

в ряд Тейлора в области D, содержащей точку a, если знак соответствия можно 

заменить знаком равенства: 

...)(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)(
2 





 n

n

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf , Dx .   (7.31) 

Замечание. Поскольку степенной ряд (7.31) сходится в некотором интер-

вале ),( RaRa   (считаем 0R ), то можно полагать, что 

}:{ RaxRaxD  , и функцию )(xf  обычно отождествляют с суммой еѐ 

сходящегося ряда Тейлора (в интервале D). 

Определение 4. Функция )(xf , которая в некотором интервале может 

быть представлена своим сходящимся рядом Тейлора, называется аналитиче-
ской функцией в этом интервале. 

Разложение в ряд Тейлора с центром 0a  функций 
xe , xsin , xcos . 

Наиболее употребительный случай, – когда 0a , т.е. когда ряд Тейлора имеет 

вид 

...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 





 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf , RxR  .      (7.32) 

Такой ряд называют также рядом Маклорена. 

1) xexf )(  разлагается в ряд Тейлора на всей оси. Поскольку xn exf )()(  и 

1)0( 0)(  ef n , ,...)2,1,0( n , то  

  
xe 






0

2

!
...

!
...

!2
1

n

nn

n

x

n

xx
x ,   x .  (7.33) 

2) xxf sin)(   также разлагается в ряд Тейлора на всей оси. Имеем: 

xxf sin)(  , xxf cos)(  , xxf sin)(  , xxf cos)(  , xxf IV sin)(  ,…; далее 

производные повторяются. Вычисляем при 0x : 0)0( f , 1)0( f , 0)0( f , 

1)0( f , 0)0( IVf ,… –  закономерность: все чѐтные производные равны 

нулю, а нечѐтные, чередуясь, 1  или 1 . Итак, 

 xsin 





...
)!12(

)1(...
!5!3

1253

n

xxx
x

n

n











0

12

)!12(
)1(

n

n
n

n

x
,  x .   (7.34) 

3) Разложение для xcos  можно получить аналогично или дифференцируя 

почленно ряд (7.34): 
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xcos  ...
)!2(

)1(...
!4!2

1
242

n

xxx n
n







0

2

)!2(
)1(

n

n
n

n

x
,  x . 

Замечание. Пусть функция )(xf  представима степенным рядом (7.32) с 

0R . Доказать: 1) если )(xf  чѐтная функция, т.е.  )( xf )(xf , то она разла-

гается в ряд только по чѐтным степеням  x, 2) если )(xf  нечѐтная функция, т.е. 

 )( xf )(xf  (здесь автоматически 0)0( f ) – то только по нечѐтным степе-

ням x.  

Биномиальный ряд. Если m натуральное число, то по формуле бинома 
Ньютона 

  mx)1(
mx

m

mm
x

mm
xm

!

12)...1(
...

!2

)1(
1 2 




              (7.35)  

– это есть разложение в ряд Тейлора функции mx)1(  . 

Теперь возьмѐм функцию )(xf  )1( x , где  - любое число, отличное 

от 0,1,2,…. Находим все производные: 1)1()(  xxf , 
2)1)(1()(  xxf , …, nn xnxf  )1)(1)...(1()()( , 

1)1( )1)()...(1()(   nn xnxf ,… Вычислим их при 0x , и получим ряд 

Тейлора для данной функции: 

  )1( x ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
1 2 





 nx

n

n
xx . (7.36) 

Данное разложение справедливо в интервале 11  x .  

Коэффициент при 
nx  обозначается 









n


. В случае ,...2,1,0 m , т.е. ко-

гда  








n

m m
nC  ( nm  ) есть  число сочетаний из n элементов по m,  ряд (7.36) 

обрывается и становится конечной суммой (7.35). Можно доказать, что равен-

ство (7.36) сохраняется в точке 1x  при 1  и в точке 1x  при 0 . 

Разложение в ряд Тейлора других элементарных функций.   

Правило. Если каким-то образом найдено разложение функции в степен-
ной ряд, то это и есть еѐ ряд Тейлора. 

 При отыскании этих разложений широко используются действия над ря-

дами, ранее найденные разложения, почленное интегрирование и дифференци-
рование. 

Примеры. 1) Ряд геометрической прогрессии со знаменателем xq  : 

 ...)1(...1
1

1 32 


nn xxxx
x

,  11  x .                 (7.37) 

Дифференцируя этот ряд, найдѐм: 

 ...)1()1()1(...321
)1(

1 112

2




 nnnn xnxnxx
x

, 11  x . 
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(Перепишите его, заменяя x на ( x ).) 

2) В интервале )1;1( берѐм любую точку x и ряд (7.37) почленно проин-

тегрируем по промежутку ],0[ x . Замечая, что  


x

xdx
x

0

)1ln(
1

1
, получим лога-

рифмический ряд:  

 )1ln( x ...
1

)1(...
32

132







n

xxx
x

n
n , 11  x . 

Этот ряд сходится и в точке 1x , и можно доказать, что равенство в таком 
случае сохранится, – так получим сумму ряда Лейбница:  

2ln ...
)1(

...
3

1

2

1
1

1







n

n

. 

Приближѐнные вычисления с помощью рядов. Рядами удобно пользо-
ваться для приближѐнного вычисления значений функций, интегралов, реше-

ния всевозможных функциональных уравнений и т.д. На практике обычно ис-

пользуются ряды по степеням x  

......)( 1
1

2
210  


n

n
n

n xcxcxcxccxf )()( xrxT nn  , RxR  ;  

  n
nn xcxcxccxT  ...)( 2

210 , ...)( 2
2

1
1  





n

n
n

nn xcxcxr . 

Пример. Найдѐм 10sin . Перейдѐм к радианной мере: 
18~10

~180 





x

x
. 

По формуле (7.34): 10sin ...
18120

1

186

1

1818
sin

53








 








 






 . Обрывая по-

лучившийся числовой ряд на любом месте, получаем значение 10sin  с той или 

иной точностью. 
2) Иногда удаѐтся найти разложение неэлементарных функций, заданных 

с помощью интеграла. 

a) Заменим в ряде (7.33) x на (
2x ), затем проинтегрируем почленно по 

промежутку ],0[ x . Получим 

 
 dxex

x
x

0

2

)Erf(   













x

n

nn dxx
n

0 0

2)1(
!

1











0

12

)12(!

)1(

n

n
n

x
nn

,  x . 

б) dteexF
x

tx



0

22

)( . Легко проверить, что эта функция удовлетворяет 

дифференциальному уравнению 1)(2)(  xFxxF  и 0)0( F ; тогда 1)0( F . 

Используя метод неопределѐнных коэффициентов, решение уравнения ищем 

формально в виде ряда пока с неизвестными коэффициентами 
n

c :  







0

)(
n

n

n
xcxF , где 0

0
c , 1

1
c . 

Подставляя в уравнение, найдѐм для определения 
n

c  рекуррентное соотноше-
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ние  02)2( 2   nn ccn  (относится к разряду так называемых разностных 

уравнений). Так как 00 c , то отсюда следует, что все чѐтные коэффициенты 

равны нулю: 02 kc , а поскольку 11 c , найдѐм нечѐтные коэффициенты 12 kc  

,...)2,1,0( k . Получим для )(xF  ряд: 

!)!12(

2
)1()(

12

0 







n

x
xF

nn

n

n ,  x . 

в) Пользуясь разложением (7.34), найдѐм 
t

tsin

)!12(
)1(

2

0 




 n

t n

n

n  (включая 

0t ) и )si(x  dt
t

tx

0

sin

















 





dt
n

t
x n

n

n

0

2

0 )!12(
)1(

)12()!12(
)1(

12

0 







nn

x n

n

n ,  x . 

3) Решение дифференциальных уравнений.  

а) Решим задачу Коши: 02  xyy , 0)0( y , 0)0( y . Решение ищем 

в виде ряда ...3
3

2
2  xcxcy , т.к. здесь 0)0(0  yc  и 0)0(1  yc . Под-

ставляем в уравнение: 

   ...)3462( 2
432 xcxcc 0...)( 23

3
2

2  xxcxc . 

Отсюда 02 2 c , 
6

1
016 33  cc , 0056;0 6

2
2654  ccccc , 

00267 7327  cccc , 
876

1
0278

2842
2
38


 ccccc . Тогда 

...
2016

1

6

1 83  xxy . Данное уравнение нелинейное и вопрос об области схо-

димости ряда открыт. 
 б) Применение метода неопределѐнных коэффициентов особенно удобно 

для линейных уравнений. Например, найдѐм решение задачи Коши 

  yyxy 42  , 0)0( y , 1)0( y .                            (7.39) 

Учитывая начальные условия, полагаем ......2
2  n

nxcxcxy . Подставляя 

в уравнение (7.39) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, 

можно найти 02 c , 13 c , 04 c , и, вообще, при степени 
nx  имеем:  

22 42)2()1(   nnn ccncnn , откуда 
1

2 2


 

n

c
c n

n , и получим 02 kc , 

!2

1

4

12
5 


c , 

!3

1

6

2

1
2

7 



c , 
!4

1
9 c , …, 

!

1

2

)!1(

1
2

12
kk

k
c k 




 . Таким образом, 









0

12
12

k

k
k xcy 








0

12

!k

k

k

x 2xex ,  x . 
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7.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Исследовать на сходимость числовые знакоположительные ряды:  

1) 


 



1 13

1

n n

n
;   2) 
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 
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
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

 



1
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4
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n
;  5) 


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n
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
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n

n

n
;   

7)

12

1 13

2




 











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n
;   8) 







1 2

16

n n

n
;   9) 



1
2

2

n

n

n
; 10) 







1
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3
sin

n
n

; 11) 


 



1
2

2

93

93

n nn

nn
. 

2. Исследовать на сходимость (абсолютную или условную) знакочередующие-

ся ряды: 

1) 





1

1
)1(

n

n

n
;   2) 






1

1 2
)1(

n

n

n
;   3) 










1
2

1

)14(

1
)1(

n

n

n
; 

4)









1

1

4

1
)1(

n
n

n

n
; 5) 






1

3

1

1

1
)1(

n

n

n

;   6) 









1

1

14

8
)1(

n

n

n

n
. 

3. Найти интервал сходимости степенного ряда: 

17) 


1 !n

n

n

x
;   18) 






1

!
n

nxn ;   19) 


1n

n

n

x
;   20) 



1n
n

n

n

x
; 

21) 


 1 3)1(n
n

n

n

x
;   22) 



 1 )1(n

n

nn

x
;   23) 



1
2

n

n

n

x
. 

4. Дан степенной ряд 
a x

b n

n n

n
n 





13
1

. При заданных значениях а и b написать три 

первых члена ряда и иcследовать его сходимость на концах интервала.  

1)  a =2,    b=3.          2)  a = 3,   b= 5.          3)  a =4,    b=7             4)  a = 5,   b= 9. 

5. Получить числовой ряд в качестве ответа на вопрос о вычислении интеграла: 

а) dxx
1

0

cos ;   б) dxex x

9

1

0

. 

6. Разложите в степенной ряд функцию y x arctg . Как можно разложить эту-

функцию в ряд Маклорена, пользуясь биномиальным разложением? 

7. Пользуясь известными разложениями, разложить в степенной ряд функцию 

y x x  ln( )1 . Найти область сходимости этого ряда. 

8. Найти два первых (отличных от нуля) члена разложения в степенной ряд ре-

шения уравнения 23yxy  , y(0) = 0;   

9. Найти четыре первых (отличных от нуля) члена разложения в степенной ряд 

решения уравнения 02 2  xyy  − 2xy = 0,     100  yy .  
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