
 

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ  

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 
 

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение 

высшего образования «Нижегородский  государственный  университет   

им. Н.И. Лобачевского» 

 

 

 

 

 

 

В. И. Сумин 
 

 

 

 

 

НАЧАЛА ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА  

Часть 1  

Выпуклые множества  

 
 

Учебно-методическое пособие 
 

 

Рекомендовано методической комиссией механико-математического 

факультета для студентов ННГУ, обучающихся по направлениям подготовки  

«Математика», «Математика и компьютерные науки», «Прикладная 

математика и информатика»,  «Механика и математическое моделирование» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Нижний Новгород 

2015 



УДК 519.6 

ББК  22.193 

         С-89 
                  

С-89 Сумин В.И. НАЧАЛА ВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА. Часть 1. 

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА: Учебно-методическое пособие.  –  Нижний Нов-

город: Нижегородский государственный университет,  2015. –  32 с. 

 

  

 

 Рецензент:    д.ф.-м.н., профессор М.А. Федоткин 

 

  

 

 

 Учебно-методическое пособие по общему курсу «Методы оптимизации» 

для студентов бакалавриата ННГУ, обучающихся по направлениям подготовки 

«Математика», «Математика и компьютерные науки», «Прикладная математи-

ка и информатика», «Механика и математическое моделирование». Пособие 

содержит материал нескольких первых аудиторных занятий по теме «Элемен-

тарный выпуклый анализ», а также материал для самостоятельного изучения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ответственный за выпуск: 

председатель методической комиссии 

механико-математического факультета ННГУ, 

к.ф.-м.н., доцент  Н.А. Денисова 

                                                                                                                    УДК 519.6 

                                                                                                                    ББК 22.193 

 

© Нижегородский государственный 

университет им. Н.И. Лобачевского, 2015 



� � � � � � � � � �

	
��
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� �������� ��������� ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "
#� �$%�&�'�� �  $%��(�)* � ���)�(�� ��$+,'�- .��/��(� � � � � � � � � "
0� 1%�� ���� (��, ��$+,'�- .��/��(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2
3� 4%��,5 ! (��, �� .��/��(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6
7� 8�.� ��5  (���,  ���'��, .��/��(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9:
;� �(&�' .��(< � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 92
=� >��%�.� �(&�' .��( ��$+,'�- .��/��(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9?
@� 8%�)� � A+B'����C (��, ��$+,'�B� .��/��(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ::
D� E�$+,'�� .��B�B%����� .��/��(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :�

�F� G�$%!/����) ,��+�� >��%�.� H�%,�*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :I
��� G �(�.� ' ��)��- +%����� )  ��%�����(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :2
�#� �&��.�%��� ����� ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :6
�0� E��.�/��� A&�$+�( .��C ��$%��'�� ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :6

J
K

��LMMLN �
K�
LKO
L � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � P9

P



	
��
����
�
E�$+,'�) ���' � � %��&�' .�(�.�( , � � ,�(�%�.  �+���(�! ��$+,'��

.��/��(��  ��$+,'�� �+�,5  � �.���� �� ���,�.�(�� � ��$+,'�. ���' �
��.  .��( �.��' ��� ��(<  �+��� � .�(�.�( ���,�B� $%�B%�.. %���� ! �
& �5 $' ��� $���!�����) (��%   .�(�&�. %�*�� ! ��&�� ,������.�%��)
�$( . ��5  �� ��'� � (�.� �(�� ���$�%��-� � ��.�- %��' ���- ��'��(!-
��(��(������ !� (�-� , � 	,���. , ���(� ���� ,��( ��&�� ��-�/&�� !
	,�(%�.+.��  .���� ��$+,'�- �+�,5 )� 4�	(�.+ ��/��) ���(����) ���(<�
.�(�.�( ���,�B� $%�B%�.. %���� ! !�'!�(�! ��$+,'�� $%�B%�.. %���� �� �+������ (�, � ��&�� �

E���(�%�-� �(� �� .���� ��/��� ������ ��$+,'��(< (�,  '  ���� $% �+(��(�+�(  � �� �(���!� -�! , ��$+,'�.+ $%�B%�.. %���� � ��&���- �� 	,��(%�.+.� 4% ��&�. $%��(�) $% .�%� 4+�(< (%��+�(�! �(��,�(< (��, '�,�'<�
��B� . � .+.� ��,�(�%�) &��/&� ��$%�%���� & ���%��5 %+�.�) �+�,5  
f (.) : R → R. E ,�/&�) (�,�) (��,� x ��$�'�!�(�! +�'�� ! f ′ (x) = 0,
f ′′ (x) ≥ 0. 
�' /�� ,�, 	(� ���(� �����(� f ′′ (x) > 0 Ax � ����%�/&����!
(��,� . � .+.�C� (� �(�%�! $%� ���&��! f ′′ (.) $� ��$%�%�����( $�'�/ �
(�'<�� � ��,�(�%�) �,%��(���( x  � �'�&���(�'<��� � 	(�) �,%��(���( �+�,�
5 ! f (.) ��$+,'�� ��!���� $% �+(�(� � ��$+,'�B� ����,(� A�+�,5  � .���/��(��C � ��&��� �� 	,�(%�.+. ���(� �� (�, ���� &��� ,�, � &����. �'+����
>�. �� .����� ��$+,'��(< � 
��+(%����� ���)�(��
 ��'<* ��(�� ��&�� �$( �
. ��5  � 4�	(�.+ ,���(%+,5  ��$+,'�B� ���' �� � ��/��)* �  ��(%+.���
(� .�(�.�( ���,�B� $%�B%�.. %���� !� 4% ��. $% &�,���(�'<�(�� .��B -
������- +(��%/&�� ) .�(�.�( ���,�B� $%�B%�.. %���� ! .�/�� ���)( �<
	'�.��(�%��. �%�&�(��. ��$+,'�B� ���' ��� ������ $���� � ��&�%/ (
��,�(�%�) . � .+. ���&�� )  � ��$+,'�B� ���' ��� ����-�& .�- &'! $�%�
������'<��B� ���,�.�(�� � .�(�.�( ���, . $%�B%�.. %���� �. � �

�(� $���� � � ������ �(%�&�,( %������) ��% ��( +������.�(�& ���,�B�
$���� ! �0�� +�$�*��  �$�'<�+���B��! �� .�-�.�(� ��1� � +�����. $%��
5����� 4���� � �0� ���&��� �� ������ .�(�& ���,�) %��%���(, �3�� ,�(�%�!��'�  �&��� ��� (�B&�� ,�B&� %+,�$ � $���(�' �< �� $ *+��) .�* �,��
��%.+'� � ��$���(����) (�,�( ��(��'!' �< *�% ,���) %+�,�)� � % �+�, 
� � $�.��<� 5 %,+'!� ' ��),  '�,�'�� ��(�% �'�B�&�%�� ��E���%���+����&��*�.+ �������,+� ��%� � %��%���(, �3�� $����' �*+�� � ���(���( �(���� ���$%� ����( � �0� ��� .��B�� �'����� % �+�, �3��

������ $���� � ���(� (  � &�+- ���(�)� 4�%��! $���!���� ��$+,'�. .���
/��(��.� �(�%�! � ��$+,'�. �+�,5 !.� �+.�%�5 ! %��&�'�� A$+�,(��C �
,�/&�) ���( ���!� �+.�%�5 ! (��%�.� '�..� % �+�,��� $% .�%��  +$%�/�
��� ) � $����  �& ��%��!  �,�����!� �+.�%�5 ! ��%.+' &��)��!� ��$% �
.�%� (%�(<! $� $�%!&,+ ��%.+'� $�%��) ���(  .��( ��.�% A��0C�

��� ����  !"!# $!%�&"�$'( )*��+�,-,�. /-$*0'1 $! ,$�&���.!% *�$�#$�,�+$2% 3+���+!$��.456 7�8�� �8�&$2,' *�$��+-*0'(,' .23-*8�9� !$!8' !: '�3�8� -�,2,' . ,!��,!�'#��*�, 3+�9+!,;,'+�.!$'': ,�&$� 3� $!*�,'���(: $!3+',�+: 3� <�=: <�=4 6,4 �!*&� �3'��* "�3�8$'��8�$�1 8'��+!�-+24
�



�� ��M��M�� ����ML��M
N� �+&�.  �$�'<����(< �(��&�%(��� ���������
� !�

R
n � n�.�%��� &�)�(� (�'<��� $%��(%���(�� ��,(�%����(�'�5���

x = 	
�{x1, . . . , xn} ≡ {x1, . . . , xn}T ≡







x1���
xn







�� �,�'!%��. $%� ���&�� �. (x, y) ≡
n
∑

i=1

xiyi, ��%.�) ‖x‖ ≡
√

(x, x)  .�(�
% ,�) ρ(x, y) ≡ ‖x − y‖; 0n ≡ 	
�{0, . . . , 0} � �+'< �

R
n; ��' X ⊂ R

n � (�
◦

X ≡ intX � ��+(%�����(< .��/��(�� X, X � ��.�,�� � X, ∂X � B%�� 5�
X, λX ≡ {y : y = λx, x ∈ X} ∀λ ∈ R; X ± Y ≡ {z : z = x ± y, x ∈ X,
y ∈ Y } � �'B��%� ���, � �+..�  %�����(< .��/��(� X ⊂ R

n, Y ⊂ R
n;

Uε(x0) ≡ {x : ‖x − x0‖ < ε} � ε��,%��(���(< (��, x0
�

R
n, ε > 0; [x0, x1]

�
�(%���, $%!.�)� ���& �!�� ) (��, x0

 x1
�

R
n,

[x0, x1] ≡ {x : x = λx1 + (1 − λ)x0, 0 ≤ λ ≤ 1}.
4% .�. (�,/� �
��������� ������������ xλ ≡ λx1 + (1 − λ)x0 (x0 ∈
R

n, x1 ∈ R
n, 0 ≤ λ ≤ 1); Γc,α ≡ {x : (c, x) = α} � B $�%$'��,��(< �

R
n (α ∈ R, c ∈ R

n, c 6= 0n); Γ−
c,α ≡ {x : (c, x) < α}, Γ+

c,α ≡ {x : (c, x) > α} �
�(,%�(�� $�'+$%��(%���(��� �$%�&�'!�.�� � R

n B $�%$'��,��(<� Γc,α
�

E�,(�%��� ��%�����(�� x ≤ y &'! x, y ∈ R
n �������(� xi ≤ yi, i = 1, n;���'�B ��� $�� .��(�! ��%�����(�� x ≥ y. R
n
+ ≡ {x ∈ R

n : x ≥ 0n}
�

���(% 5�(�'<��) �%(��( �
R

n.�� ��
�����M
� 
 �
��K���
� �����K�L ���O��� !M�"��K�� ���
$+�(�� .��/��(�� X ⊂ R

n �������(�! #�
$%��&� ��' ��� ��&�%/ ( ��!, )
�(%���,� ���& �!�� ) (��, 	(�B� .��/��(��� 4+�(�� .��/��(��

∅
�� (��

�(�! ��$+,'�.�
'()*+,-,.- /� �C ��,�/ (� ��$+,'��(< �'�&+�� - .��/��(� $%��(%���

�(��
R

n : �&��(������� .��/��(�� {x0};
B $�%$'��,��(< Γc,α;

$�'+$%��(%���
�(�� Γ−

c,α, Γ+
c,α, Γ−

c,α, Γ+
c,α;

�,%��(���(< Uε(x0)
 �� ��.�,�� � Uε(x0).

#C ��,�/ �
(�� �(� ��!, ) (%�+B�'<� ,0 !�'!�(�! ��$+,'�. .��/��(��. A�.� % �� @1C�
0C ��,�/ (�� �(� ,'��� ���- ��$+,'�- .��/��(� &�)�(� (�'<��) $%!.�)

R���$�&��( � ,'����. ���- $%�.�/+(,��2�
34"��� ' "!8�� '�3�8� -5��( �8�"-56'�  $!#*' ��*+!6�$$�1  !3'�'7 ≡ 8 9��&"���.�$$� +!.$�9'8'

9+!.$� 3� �3+�"�8�$'59: ∀ 8 9"8( 857�9�9: 9"8( *!&"�9�9 '8' 9"8( .��%9: ∃ 8 9�-6���.-��9: ∈ 8 93+';$!"8�&'�9: 93+'$!"8�&!6'19: 93+'$!"8�&!6'�9: /∈ 8 9$� 3+'$!"8�&'�9:⊂ 8 9.8�&�$� .9: 9��"�+&'��(
.94;4"��� ' $'&� �+�-9�8�$'*�, $! 2.!���( *�,3!*�$�� 38��*�� ,$�&���.�: (.8(56���( �7<�"'$�$'�,
8'$'': �����(6�1 ' �+�% ���"'$(56'% .�+='$2 �+�-9�8�$'*! ��+� *�. 3+(,2% >���+�$ �+�-9�8�$'*!?:
' #!��' 38��*���': �9+!$'#�$$�1 )��1 8'$'�14@A 3+�,�&-�*!, ��$��', ��+� *': '$��+.!82 ' 3�8-'$��+.!82: . ��, #'�8� 7��*�$�#$�1 "8'$2: !
�!*&� 3-���� ,$�&���.�4

"



 x
0
  xλ  x

1
 

 x
0
+y  x

λ+y  x
1
+y 

 Uε(x0
)  Uε(xλ)  Uε(x1

) 

 θ
n
 

 y 

 Uε(θn
) 

���� �
��!!L �� ����������� ����	� ����� #�
$%��
 &������# #�
$%���
'()*+,-,.- 
� ��,�/ (� '�..+ ��
��!!L �� ���� X #�
$%��� �� X #�
$%���
�� 
�' X = ∅, (� X = ∅. 4+�(< X 6= ∅. H ,� %+�. &�� '���� (��, 

x0, x1 ∈ X �� 4�,�/�.� �(� [x0, x1] ⊂ X. �'! 	(�B� ����%�. $%� ���'<��
��,�(�%+� (��,+ xλ

�(%��,� [x0, x1]
 &�,�/�.� �(� xλ ∈ X. 4+�(< {x0,k}

∞
k=1,

{x1,k}
∞
k=1

� (�, � $��'�&���(�'<���( (���, .��/��(�� X, �(� x0,k → x0,
x1,k → x1

$% k → ∞. E � '+ ��$+,'��( X '���)  � �(%��,�� [x0,k, x1,k]��&�%/ (�! � X, k = 1, 2, . . . . ���� (  '���! (��,� xλ,k = λx1,k +(1− λ)x0,k,
k = 1, 2, . . . $% ��&'�/ ( X. �� xλ,k → xλ

$% k → ∞  $�(�.+ xλ ∈ X. �

��!!L �� ���� X #�
$%��� �� ◦

X #�
$%���
�

G'+��) ◦

X = ∅
(% � �'��� 4+�(< ◦

X 6= ∅. H ,� %+�. '���� (��, x0,

x1 ∈
◦

X. 4�,�/�.� �(� [x0, x1] ⊂
◦

X. �'! 	(�B� ����%�. $%� ���'<�� ��,��
(�%+� (��,+ xλ

�(%��,� [x0, x1]
 &�,�/�.� �(� xλ ∈

◦

X, (� ��(< �+���(�+�(
�,%��(���(< (��, xλ,

'�/���! � X. >�, ,�, x0, x1
� ��+(%��� � (��, X,(� ��)&�(�! ε > 0 (�,��� �(� Uε(x0) ⊂ X, Uε(x1) ⊂ X. 4�,�/�.� �(� Uε(xλ) ��(<  �,�.�! �,%��(���(< xλ.

E��<.�. '��+� (��,+ x ∈ Uε(xλ).
>�, ,�,

Uε(xλ) = {xλ}+ Uε(0n) � (� �+���(�+�( (��,� y ∈ Uε(0n)
(�,�!� �(� x = xλ + y.���� &��� �(� (x0 + y) ∈ Uε(x0), (x1 + y) ∈ Uε(x1)

 $�(�.+� � � '+ ��$+,�
'��( X, ���< �(%���, [x0 + y, x1 + y] $% ��&'�/ ( X A�.� % �� �C� �� (��,�
λ(x1 + y) + (1 − λ)(x0 + y) 	(�B� �(%��,� ���$�&��( � xλ + y = x. ���� (�
x ∈ X. >�, . ��%���.� Uε(xλ) ⊂ X. �'()*+,-,.- �� 4�,�/ (�� �(�� �C  � ��$+,'��( X �'�&+�( ��$+,'��(<
λX, ,�,��� �� � ��'� λ ∈ R;

#C  � ��$+,'��( X  Y �'�&+�( ��$+,'��(<
�'B��%� ���,�) �+..� X + Y  %�����( X − Y.���/��(�� K ⊂ R

n ������. %��$��& A� #������� 0n
C� ��' ∀x0 ∈ K  

�4$!#�*
�

��*+2.!�� "�*! !��8���.�:  $!#�*
�

� $!#!��: #�� �$�  !*�$#�$�4��� ���� ".� 8572� ��#*' x0, x1,
3+'$!"8�&!6'� X.

I



∀λ > 0 ��$�'�!�(�! +�'�� � λx0 ∈ K. ����� B���%!� ,��+� A� ��%* ��) 0n
C

� 	(� .��/��(��� ,�(�%�� �.��(� � '���) ����) (��,�) x0
��&�%/ (  ���<

'+� {x : x = λx0, λ > 0}, ��-�&!� )  � 0n
 $%�-�&!� ) ��%�� x0 �

� � 8��+�
.�/�( ��&�%/�(< ���� ��%* �+� � .�/�(  �� ��&�%/�(< ���

��!!L �� ���$� K �#������ #�
$%��& ��	�� � ����%� ��	��� %�	����� ����
 x0, x1 ∈ K �&��& (x0 + x1) ∈ K.
� �-����	.
���
� 4+�(< K � ��$+,'�) ,��+�� H ,� %+�. x0, x1 ∈ K. E� '+ ��$+,'��( K �(%���, [x0, x1] ⊂ K.>��,� x1/2 = 1

2
x0 + 1

2
x1

� ��%�& ��
�(%��,� [x0, x1]

 $�(�.+ x1/2 ∈ K. >�, ,�, K � ,��+�� (� (2 · x1/2) ∈ K � ��
2 · x1/2 = x0 + x1. ���� (� x0 + x1 ∈ K.����*���,���
� 4+�(< K � ,��+�  $% ���- x0, x1 ∈ K  .��. (x0 + x1) ∈
K. H ,� %+�. '���� (��, x0, x1 ∈ K  $�,�/�.� �(� [x0, x1] ⊂ K. �'!
	(�B� ����%�. $%� ���'<�� ��,�(�%+� (��,+ xλ ≡ λx1 +(1− λ)x0

 � [x0, x1],
0 < λ < 1,  &�,�/�.� �(� xλ ∈ K. >�, ,�, K � ,��+�� (� λx1 ∈ K  
(1− λ)x0 ∈ K. G'�&���(�'<��� $� $%�&$�'�/�� ��  (λx1 + (1− λ)x0) ∈ K.
� '()*+,-,.- �� 4%� ''��(% %+)(� &�,���(�'<�(�� '�..� 3 % �+�,�. ���!� n = 2.�� �
LM
�M�� K���
 ���O��� !M�"��K�� 4+�(< X ⊂ R

n. >��,�
x0 ∈ R

n �������(�! 	�������� ���%�� &'! .��/��(�� X �
R

n, ��' � '���)
�,%��(���( (��, x0

 .��(�! ,�, (��, � $% ��&'�/�� � X, (�,  (��, ��� $% ��&'�/�� � X � �������� .��/��(�� X �
R

n �������(�! .��/��(��
∂X ���- B%�� ���- &'! X (���,� ��B,� &�,���(<� �(� ���B&�

∂X ⊂ ∂X. A���C
'()*+,-,.- �� ��,�/ (� ��%.+'+ A���C�
E �'+���� ,�B&� X ��$+,'�� .��/��(��� �$%���&' �� �'�&+���� ��'��

� '<��� +(��%/&�� ����!!L �� ���� X ⊂ R
n � #�
$%��� &������#�� ��

∂X = ∂X. A��#C

�
�B%�� � .�! &�,���(�'<�(��. &'! n = 2. E � '+ A���C &��(�(���� $��

,���(<� �(� &'! ��$+,'�B� X �$%���&' �� �'�/�� � ∂X ⊂ ∂X.
�' X = ∅,(� X = ∅
 ∂X = ∅ = ∂X. 4+�(< X 6= ∅

 x0
� ��,�(�%�! (��,� ∂X �

4�,�/�.� �(� x0 ∈ ∂X. 4%�&$�'�/ . $%�( ����� x0 /∈ ∂X. >�, ,�, � '��
��) �,%��(���( (��, x0

 .��(�! (��,  � X Ax0 ∈ ∂X C� � X ⊂ X � (�+�'�� � x0 /∈ ∂X �������(� �(� �+���(�+�( �,%��(���(< Uε(x0) � � ,�(�%�) ��(
���8' x0 = 0n, �� 8-# {x : x = λx0, λ > 0} = {0n} .��!8�� +!��,!�+'.!5��( ��8�*� *�$-�2 � .�+='$�1 0n.

2



 X
0
  X

1
 

 X
2
 

 X
3
 

 y
1
 

 y
2
 

 y
3
 

 S 

 Uδ(X1
) 

 Uδ(X2
) 

 Uδ(X3
) 

 Uε(X0
) 

���� �

(���,� �� $% ��&'�/�� - X. >� ��(<� Uε(x0) ⊂ X. 4+�(< x1, x2, x3
� ��%�

* �� ��,�(�%�B� %�����(�%����B� (%�+B�'<� ,�� '�/�� � �� �,%+/���( 
S ≡ {x : ‖x − x0‖ = ε/2}. E���%�. � �'� δ ∈ (0, ε/2) ���(�'<,� .�'�.��(� &'! '���- (%�- (���, yi ∈ Uδ(xi), i = 1, 2, 3, (%�+B�'<� , � ��%* ��. 
y1, y2, y3

��&�%/ ( (��,+ x0
�(%�B� ��+(% ���! A�.� % �� #C� E ,�/&�)  �

�,%��(���(�) Uδ(xi)
����%�. (��,+ yi ∈ X A(�, � (��, ��)&+(�!� (�, ,�,

xi ∈ X, i = 1, 2, 3C� >�, ,�,X ��$+,'�� (� (%�+B�'<� , � ��%* ��. y1, y2, y3$% ��&'�/ ( .��/��(�+ X.>��,� x0
'�/ ( �(%�B� ��+(% 	(�B� (%�+B�'<� �

,�  � �'�&���(�'<��� !�'!�(�! (��,�) .��/��(�� ◦

X. 4��'�&��� $%�( ��%�� ((�.+� �(� x0 ∈ ∂X. �'()*+,-,.- ����,�/ (� '�..+ 7 &'! n = 3. 4%�&+.�)(� &�,���(�'<�(��
	(�) '�..� &'! $%� ���'<��B� n.'()*+,-,.- �� 4% ��& (� $% .�%� $�,������� )� �(� &'! ����$+,'�B�
.��/��(�� X ��%.+'� A��#C� ������ B���%!� ���$%���&' ���

�� 	
����
N K���
 ML !M�"��K��� 4+�(< X ⊂ R
n, z ∈ R

n. >��,+
x0 ∈ X ������. 
���%���� ���%� z �� &������#� X, ��' 

ρ(x0, z) = ���
x∈X

ρ(x, z).

E�� &������#� 
���%��� ���%� z �� X �+&�. ��������(< PX(z). E �'+�
���� ,�B&� .��/��(�� $%��,5 ) PX(z) ���(� (  � �&��) (��, � 	(+ (��,+�
$%��,5 � (�,/� �+&�. ��������(< PX(z). ���� &��� ��' z ∈ X, (� $%��,�
5 ! (��, z �� .��/��(�� X �& ��(�����  %���� z, (� ��(< � 	(�. �'+���
PX(z) = {z}  .�/�� $ ��(< z = PX (z) . ����.�(% . &%+B � $% .�%��
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 x
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 x
0
=P

X
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 z 
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 x
0
=P

X
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 z 

 c 

 Γ
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 X=Γ
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 a) 
���� �

 X=Uε(x1
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 x
1
 

 z 

 a) 

 x2 

 x1 

 x1=x2 
 z  x

0
 

 x
0
  X 

 b) 

 X={||x||=1} 

 z=θ
2
  x1 

 x2 

 c) 
���� �

�).
-) /� X = Γc,α
� B $�%$'��,��(< �

R
n. 4% '���. z ∈ R

n $%��,5 !
z �� X, ���� &��� �& ��(�����  ���$�&��( � �%(�B���'<��) $%��,5 �) z ��
X A�.� % �� 0�C� >�, . ��%���.� ���&����� �$%�&�'�� � $%��,5  �������(
 ����(���  � ���' ( ���,�) B��.�(%  $��!( � �%(�B���'<��) $%��,5  �

�).
-) 
�X = Uε(x1)
� ��.,�+(�) *�% �

R
n. 4% '���. z ∈ R

n $%��,5 !
z ��X �& ��(������
�' z /∈ X, (� ��� ��&��(�! ��%.+'�) x1+ε(z−x1)/‖z−
x1‖

A�.� % �� 0�C�
��B,� $��(%� (< $% .�%�� � ,�(�%�- $%��,5 ! ' �� �� �+���(�+�(� ' ���� �& ��(������
�).
-) ��X = Uε(x1)

� �(,%�(�) *�% �
R

n. 4% '���. z /∈ X $%��,5  
z �� X �� �+���(�+�(� PX(z) = ∅

A�.� % �� 3�C�

?



 a) 

 z  x
0
 

 Y 
 X 

 Uε(z) 

 b) 

 x
1
 

 x
3
 

 x
2
 

 z 

���� �
�).
-) �� X = R

2 \ {x ∈ R
2 : x1 > 0, x2 > 0}. 
�' z1 = z2 > 0 � (��+���(�+�( %���� &�� $%��,5  z �� X A�.� % �� 3�C�

�).
-) �� X = {x ∈ R
n : ‖x‖ = 1}. 
�' z = 0n,

(� '���! (��,� x ∈ X��(< $%��,5 ! z �� X  PX(z) = X A�.� % �� 3�C�
G��%.+' %+�. $%��(�� &��(�(����� +�'�� ! �+���(����� !  �& ��(����

���( $%��,5  ���!!L � �� �$����#�#���� 
���%����� ���� &������#� X ⊂ R
n ��
$�

��� � ��&%�$��� �� ��� ����� ���%� z ∈ R
n �$����#$�� 
���%��� ��

X.
� ��� ,� %+�. ��,�(�%�� ε > 0 (�,��� �(� ��.,�+(�) *�% Uε(z)  .��(

��$+�(�� $�%������ � � X A�.� % �� 7�C� ���/��(�� Y ≡ X ∩ Uε(z) ��(<
,�.$�,(� 4�  ����(��) (��%�.� E�)�%*(%����� ��$%�%����! �+�,5 ! g(x) ≡
ρ(x, z), x ∈ R

n &��( B��( �� ,�.$�,(� Y ����B� . � .�'<��B� ������ !�(� ��(< �+���(�+�( x0 ∈ Y (�,��� �(� ρ(x0, z) = ���
x∈Y

ρ(x, z) � ���� &��� �(�
ρ(x, z) > ε ≥ ρ(z, x0) ∀x ∈ X \ Y. >�, . ��%���.� ρ(x0, z) = ���

x∈X
ρ(x, z), (�

��(< x0 ∈ PX(z). ���!!L � �� ������#������� 
���%����� �$��� &������#� X ⊂ R
n

#�
$%��� 	�	�� ����� ���%� z ∈ R
n �� &���� �&��� ����� ����� 
���%���

�� X.
�

���(�(���� %���.�(%�(< �'+��)� ,�B&� .��/��(�� X ��$+�(�  ���(� (
��'��� ��.  � �&��) (��, � 4%�&$�'�/ .� �(� ��,�(�%�! (��,� z  .��( &��
%����- $%��,5  ��X � (��, x1

 x2
� >�, ,�,X ��$+,'�� (� �(%���, [x1, x2]
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$% ��&'�/ ( X. 4+�(< x3
� ��%�& �� 	(�B� �(%��,�� x3 = 1

2(x1+x2)
� E�,(�%�

(x3 − z)  (x2 − x1)
�%(�B���'<�� A$%���%<(�� �(� (x3 − z, x2 − x1) = 0C� 4�(��%�.� 4 ��B�%� A% �� 7�C�

ρ2(x3, z) + ρ2(x3, x1) = ρ2(x1, z). A��0C
>�, ,�, ρ(x3, x1) = 1

2 ρ(x2, x1) > 0, (�  � A��0C �'�&+�( ��%�����(�� ρ(x3, z) <
ρ(x1, z), $%�( ��%������ (�.+� �(� x1 ∈ PX(z). �����& � . '�..� ;  =�

��!!L � �� �$����#�#���� � ������#������� 
���%����� ���� &�����
��#�X ⊂ R

n ��
$���� ��&%�$�� � #�
$%��� �� ����� ���%� z ∈ R
n �&���

��#�� ���$ 
���%��� �� X.���(� �����( �+/�� �$%�&�' (<� !�'!�(�! ' &����! (��,� x0
��,�(�%�B�

.��/��(�� X ⊂ R
n $%��,5 �) �� X � ,� %������) (��, z ∈ R

n. E �'+���
��$+,'�- .��/��(� �$%���&' � �'�&+�� ) ,% (�% ) $%��,5  ���!!L � �%������� 
���%��� �� #�
$%��� &������#����$��� &�����
��#� X ⊂ R

n ��
$��� � #�
$%��� 	��%� x0 ∈ X �#������ 
���%���� �� X���%� z ∈ R
n ��	�� � ����%� ��	��� %�	��

(z − x0, x − x0) ≤ 0 ∀x ∈ X. A��3C

� �-����	.
���
� 4+�(< x0 ∈ PX(z). E �'+��� �&��(������B� .��/��(��
X ��%�����(�� A��3C� ���� &��� ��$�'�!�(�!� 4%�&$�'�/ .� X ���(� ( ��'��
��.  � �&��) (��, � ���(�(���� $�,���(<� �(� A��3C ��$�'�!�(�! $% x 6= x0.H ,� %+�. $%� ���'<�� � X (��,+ x1 6= x0.

>�, ,�, X ��$+,'�� (� &'!
'���B� λ ∈ [0, 1] (��,� xλ ≡ λx1+(1− λ)x0

$% ��&'�/ ( X. >�, . ��%���.� .��. ρ(xλ, z) ≥ ρ(x0, z) ∀λ ∈ [0, 1]. 4��'�&��� ��%�����(�� ��. +&�����
$�%�$ ��(< � 	,� ��'��(��) ��%.�

ρ2(xλ, z) ≥ ρ2(x0, z), λ ∈ [0, 1]

 ' � �(� �&��  (� /�� � ��%.�

‖xλ − z‖2 ≥ ‖x0 − z‖2, λ ∈ [0, 1]. A��7C
��

‖xλ − z‖2 = (xλ − z, xλ − z) = λ2‖x1 − x0‖
2 + 2λ(x1 − x0, x0 − z) + ‖x0 − z‖2

  � A��7C �'�&+�(

λ2‖x1 − x0‖
2 + 2λ(x1 − x0, x0 − z) ≥ 0, λ ∈ [0, 1].

�(��&� $% λ ∈ (0, 1] $�'+���.

λ‖x1 − x0‖
2 + 2(x1 − x0, x0 − z) ≥ 0. A��;C

99



��%�����(�� A��;C $��'� $�%�-�&� , $%�&�'+ $% λ → 0 $%��%����(�! � ��%��
����(�� (x1 − x0, x0 − z) ≥ 0,�(� 	,� ��'��(�� (x1 − x0, z − x0) ≤ 0.����*���,���
� 4+�(< x0 ∈ X  ��$�'�!�(�! A��3C� �'! x ∈ X

ρ2(x, z) = ‖x−x0 +x0− z‖2 = ‖x−x0‖
2 +2(x−x0, x0− z)+‖x0 − z‖2. A��=C

>�, ,�, � � '+ A��3C  .��. (x − x0, x0 − z) ≥ 0, (�  � A��=C $�'+���.

ρ2(x, z) ≥ ‖x0 − z‖2 ≡ ρ2(x0, z),

(� ��(< ρ(x, z) ≥ ρ(x0, z) ∀x ∈ X  � �'�&���(�'<��� x0 ∈ PX(z). �'()*+,-,.- �� 4+�(< .��/��(�� X ⊂ R
n ��$+,'�  ��.,�+(�� 4�,�/ (���(�� �C ρ(x, PX(z)) ≤ ρ(x, z) ∀x ∈ X, ∀z ∈ R

n;
#C ρ(PX(y), PX(z)) ≤ ρ(y, z)

∀y ∈ R
n, ∀z ∈ R

n.�� ��!�
ML�

 K���� 
 �������
 !M�"��K�� � ��)��! ,�.� ��5 !
m
∑

i=1

λ ixi
(���, x1, . . . , xm

$%��(%���(��
R

n (λ i, i = 1, m � &�)�(� (�'<���
� �'�C �������(�! ��������������� %�&�������� (���, x1, . . . , xm, ��' ���
� �'� λ i, i = 1, m ���(% 5�(�'<��� ���(% 5�(�'<��! ,�.� ��5 ! m

∑

i=1

λ ixi

�������(�! #�
$%��� %�&�������� (���, x1, . . . , xm, ��' 
m
∑

i=1

λ i = 1.
�).
-) �� ����! (��,� x0

���(% 5�(�'<��B� ,��&%��(�
R

2
+
��(< ���(% �

5�(�'<��! ,�.� ��5 ! (���, x1 = 	
�{1, 0}  x2 = 	
�{0, 1} : x0 = x1
0x1+x2

0x2A�.� % �� ;�C� �����%�(� ���(% 5�(�'<��! ,�.� ��5 ! λ1x1+ λ2x2
+,������-

(���, ��(< (��,� x = 	
�{λ1, λ2}
 �

R
2
+.�).
-) �� 4+�(< x0, x1 ∈ R

2, x0 6= x1, x0 6= 02, x1 6= 02.
���/��(��

���- (���, $%��(%���(��
R

2, $%�&�(�� .�- ���(% 5�(�'<��. ,�.� ��5 !�
. λ0x0 + λ1x1,

��(< ��$+,'�) ��.,�+(�) ,��+� A�.� % �� ;���
�).
-) �� ����! (��,� �(%��,� [x0, x1]

��(< ��$+,'�! ,�.� ��5 ! �B�
,��5��� xλ = λx1 +(1− λ)x0

� �����%�(� '���! ��$+,'�! ,�.� ��5 ! λ0x0 +
λ1x1

(���, x0, x1 ∈ R
n ���$�&��( � ��,�(�%�) (��,�) �(%��,� [x0, x1],

(�, ,�,
λ0 + λ1 = 1  λ0x0 + λ1x1 = (1 − λ1)x0 + λ1x1,

B&� 0 ≤ λ1 ≤ 1.��!!L ��� ��
$%��� &������#� �#�
$%��� %��$�� �������� #��#���
&����� #�
$%��� ����(��� ���������������� %�&������� �#��
 ����%�

�
�� ��,�/�. +(��%/&�� � '�..� &'! ��$+,'�B� .��/��(�� A&�,����

(�'<�(�� +(��%/&�� ! &'! ��$+,'�B� ,��+�� ��(��'!�. � (�(�'� � ,����(��
��.��(�!(�'<��B� +$%�/��� !C� 4+�(< X � ��$+�(�� ��$+,'�� .��/��(��
A�'+��) X = ∅

(% � �'��C� >%��+�(�! &�,���(< �$%���&' ���(< �'�&+���B�
����*! !��8���.! -�.�+&"�$'1 )��9� 3-$*�! . (�2 ' 34� �� 98!.2 � *$'9' <�=4
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 x1 

 x2 

 x1 

 x2 

 1 

 1 

 x
0
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 x
0
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 0 

 x
0
={x

0
1,x

0
2}T 

 a) 

 0  x1 

 x2 

 x
1
 

 λ
1
x

1
 

 x
0
 

 λ
0
x

0
 

 λ
0
x

0
+λ

1
x

1
 

 b) 
���� �

���,������ !� &'! '���B� m = 1, 2, . . .  � +�'�� )

x =
m

∑

i=1

λ ixi; xi ∈ X, λ i ≥ 0
(

i = 1, m
)

;
m

∑

i=1

λ i = 1 A��@C

�'�&+�( x ∈ X. 4%���&�.  �&+,5 � $� m. 4% m = 1 ���,������ � (% �
� �'<��� 4%�&$�'�/ .� �(� ��� +/� &�,����� &'! m = k. 4+�(< A��@C ���
$�'�!�(�! $% m = k + 1. 
�' λk+1 = 1, (� λ1 = . . . = λk = 0  � ���� (�
x = xk+1 ∈ X. 
�' /� λk+1 < 1, (� .� .�/�. ��$ ��(<

x = (1 − λk+1)x + λk+1xk+1,
B&� x =

k
∑

i=1

λ i

1 − λk+1
xi.

A��DC

>�, ,�, x � ��$+,'�! ,�.� ��5 ! (���, x1, . . . , xk,
(�� $�  �&+,5 ����.+

$%�&$�'�/�� �� x ∈ X. 4�	(�.+  � A��DC� � +��(�. ��$+,'��( X, �'�&+�(��(� x ∈ X.
�(��%/&�� � '�..� �F &'! ��$+,'�B� .��/��(�� &�,������

�'()*+,-,.- �� ��,�/ (� +(��%/&�� � '�..� �F &'! ��$+,'�B� ,��+���
4+�(< X ⊂ R

n. 4�%������ � ���- ��$+,'�- .��/��(� A��$+,'�- ,��+�
���C  �

R
n, ��&�%/�� - X, �������(�! #�
$%��� A���(��� %������%��C ����

���%�� &������#� X  ���������(�! 	
��X A���(��� 	
��X C A�.� % �� =C�

�' X = ∅, (�� ���� &��� 	
��X = ∅

 	
��X = ∅. E � '+ '�..� �
��$+,'�! ���'��,� '���B� .��/��(�� ��$+,'�� 4% 	(�.� ��' .��/��(��
Y ��$+,'�  ��&�%/ ( X � (� $� �$%�&�'�� �� 	
��X ⊂ Y � ����� B���%!�
	
��X ��(< �� .��<*�� $� �'�/�� � ��$+,'�� .��/��(��� ��&�%/���� X �
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 x1 

 x2 

 0 

 X 

 X 

 conv(X) 

 a) 

 X 
 X 

 cone(X) 

 0  x1 

 x2 

 b) 
���� �

>�, ,�, X ⊂ 	
��X, (� !���� �(� X ��$+,'� (�B&�  (�'<,� (�B&�� ,�B&�
	
��X = X.'()*+,-,.- /�� ��,�/ (�� �(�� �C 	
��X ��(< ��$+,'�) ,��+�� #C 	
��X� �� .��<* ) $� �'�/�� � ��$+,'�) ,��+�� ��&�%/�� ) X.�,�/�. �'�&+�� � 	,� ��'��(��� ���&����. �$%�&�'�� ! ��$+,'�)  
,�� ���,�) ���'���,� #�
$%��� A%������%��C ������%�� &������#� X ���
�����(�! ����,+$���(< ������.�/��- ��$+,'�- A���(��� ���(% 5�(�'<��-C,�.� ��5 ) (���,  � X. ��)�(� (�'<��� �$%���&' �� (�,�! '�..����!!L ��� ��
$%��� �%������%��� ������%� 
����#�����	� &������#�
X ��#
����� � &������#�& #��#��&����
 #�
$%��
 ����(��� ���������������
� %�&������� ����% �� X.

� ����.�(% . ' *< �'+��) ��$+,'�) ���'��, A&'! ,�� ���,�) ���'��
�, %���+/&�� ! ���'�B ���C� 4+�(< Z � .��/��(�� ������.�/��- ��$+,�
'�- ,�.� ��5 ) (���,  � X. >%��+�(�! $�,���(<� �(� 	
��X = Z � 4%���% .��(� Z ��$+,'�� 4+�(< x0, x1 ∈ Z. 4� �$%�&�'�� � Z  .��.�

x0 =

m
∑

i=1

µ ixi,
B&� xi ∈ X, µ i ≥ 0 (i = 1, m),

m
∑

i=1

µ i = 1;

x1 =
s

∑

i=1

η iyi,
B&� yi ∈ X, η i ≥ 0 (i = 1, s),

s
∑

i=1

η i = 1.

4% 	(�. (��,� xλ = λx1 + (1 − λ)x0, 0 ≤ λ ≤ 1 !�'!�(�! ' ��)��) ,�.�
� ��5 �) (���, y1, . . . , ys, x1, . . . , xm

� ���(% 5�(�'<��. ,�	�� 5 ��(�. 
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 a) 

 x
0
 

 x
1
 

 x
2
 

 xλ 
 x 

 conv{x
0
,x

1
,x

2
} 

 b) 

 x
0
 

 x
1
 

 x
2
 

 x
3
 

 c) 

 x
0
 

 x
1
 

 x
2
 

 x
3
  x

4
 

 M 

���� �

λ η1, . . . , λ ηs, (1 − λ)µ1, . . . , (1 − λ)µm, � �+..� %����. �& � 5�� �����
B���%!� xλ

� ��$+,'�! ,�.� ��5 ! +,������- (���,  � X  � ���� (� xλ ∈ Z.G'�&���(�'<��� Z ��$+,'�� � (�, ,�, X ⊂ Z, (�  	
��X ⊂ Z. E (� /�
�%�.!� � � '+ '�..� �F� '���� ��$+,'�� .��/��(�� Y, ��&�%/���� X, ���&�%/ (  Z. 4�	(�.+  $�%������ � ���- (�, - Y, (� ��(< 	
��X, ��&�%/ (
Z. >�, . ��%���.� 	
��X ⊃ Z  � ���� (� 	
��X = Z. �'()*+,-,.- //� ��,�/ (� +(��%/&�� � '�..� �� � �'+��� ,�� ���,�)
���'��, �

�).
-) �� 4+�(< x0, x1 ∈ R
n. 4� '�..� �� 	
��{x0, x1} = [x0, x1]

A�.�
$% .�% @C�

'()*+,-,.- /
� 4+�(< x0, x1, x2
� �� '�/�� � �� �&��) $%!.�) (��, 

$'��,��( 
R

2. ��,�/ (�� �(� 	
��{x0, x1, x2}
��(< (%�+B�'<� , � ��%* ��. 

x0, x1, x2
A�.� % �� @�C�

'()*+,-,.- /�� 4+�(< x0, x1, x2, x3
� �� '�/�� � � �&��) $'��,��( (��, 

$%��(%���(��
R

3. ��,�/ (�� �(� 	
��{x0, x1, x2, x3}
��(< (�(%�	&% � ��%* �

��. x0, x1, x2, x3
A�.� % �� @�C�

��..� �� +(��%/&��(� �(� '���! (��,�  � 	
��X $%�&�(�� .� � � &�
��$+,'�) ,�.� ��5  ,������B� � �'� (���,  � X. �,������(�!� �(� &'!
X ⊂ R

n 	(� � �'� ���B&� .�/�� �B%�� � (< ��' � ��) (n + 1).
�(�( ��,(� ����(��) ,�, (��%�.� 8�%�(��&�% A�.� � /� (��%�.+ �C�  B%��( � ,�������.�%��. ��$+,'�. ���' �� ��/�+� %�'<� �'! &�,���(�'<�(�� 	(�) (��%�.�

��. $�(%��+�(�! �'�&+���� +(��%/&�� �� $%�&�(��'!����  ��.��(�!(�'<�
��)  �(�%�����!!L ��� ���� ���%� x �#������ ��������������� %�&�������� ���
��% x1, . . . , xm, 
��� �� ���� �� %�����
 �� ��#�� �$��� �� x &���� 
����
���#��� # #��� ��������������� %�&������� ������� ����#���&�� 
�����
���&� �����&� x1, . . . , xm.
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�
4� +�'�� � x =

m
∑

i=1

λ ixi
$% ��,�(�%�- λ i ≥ 0, i = 1, m.

��/��
�� (�(<� �(� x1 6= 0n, . . . , xm 6= 0n

A� $%�( ���. �'+��� �+'���� (��, ���
&�  �,'�� (<  � %���.�(%�� !C� 
�' (��, x1, . . . , xm

' ��)�� ����� � �
.�� (� ��  ���(��!(  �,�.+� ' ��)�� ����� � .+� $�&� �(�.+ � �(�.�
x1, . . . , xm. 
�' /� �� ' ��)�� ��� � .�� (�� $� �$%�&�'�� �� ��)&+(�!
� �'� µ1, . . . , µm, �� %����� �+'� �&���%�.����  (�, �� �(�

m
∑

i=1

µ ixi = 0n.
�+&�. �� (�(<� �(� �%�& 	( - � ��' ��(< $�'�/ (�'<��� A ���� ��.�� .
 - �� � �'� −µ1, . . . ,−µm). E��&�. α ≡ min

i:µ
i
>0

(λ i/µ i).
4+�(< 	(�( . � .+.

&��( B��(�! ��  �&�,�� s. >�B&� γ i ≡ λ i − α µ i ≥ 0 ∀i = 1, m  γs = 0. 4% 
	(�.

x =
m

∑

i=1

λ ixi − α
m

∑

i=1

µ ixi =
m

∑

i=1

γ ixi =
m

∑

i=1
(i 6=s)

γ ixi.

>�, . ��%���.� .� $%�&�(�� ' x � � &� ���(% 5�(�'<��) ,�.� ��5  ��
��'�� ��. (m − 1) (���,  � � �'�  �-�&��-� 
�' �� ' ��)�� ����� � �
.�� (� ��  ���(��!(  �,�.+� ' ��)�� ����� � .+� $�&� �(�.+ � �(�.�
x1, . . . , xm. E $%�( ���. �'+��� �'�&+�( $��(�% (< �$ ����+� $%�5�&+%+  ��
,'���� ! (���, �+/��� � �'� %��� E 
-+&*�.
��% ��(� ��(���(�! �&�� (���
,�  � � �'�  �-�&��-� ���� �+&+� ���+'���)� ���(�� ( $%��(�)*+� ' ��)��
����� � .+� � �(�.+�

���$��%�&�(�����  � '�.. ��  �# $�'+���. (�,�� +(��%/&�� ����!!L ����$���X ⊂ R
n. ���$� ���%$ �� 	
��X &���� 
������#���

# #��� ��������������� %�&������� �� ����� n ����% �� X.>�$�%< '�B,� &�,���(< (��%�.+ 8�%�(��&�% �
���
�!L � A�����&� �����������C� �$��� X ⊂ R

n. ���$� ���%$ ��
	
��X &���� 
������#��� # #��� #�
$%��� %�&������� �� ����� (n + 1)����% �� X.

�
4+�(< x ∈ 	
��X. >��,� x $%�&�(�� .� � � &� ��$+,'�) ,�.� ��5  �

x =
m

∑

i=1

λ ixi,
B&� xi ∈ X, λ i ≥ 0 (i = 1, m),

m
∑

i=1

λ i = 1. A���FC

��$�'<�+! .��/��(�� A ≡ X ×{1} ⊂ R
n+1, $�%�$ *�. $%�&�(��'�� � A���FC

� 	,� ��'��(��. � &�
{

x
1

}

=
m

∑

i=1

λ i

{

xi

1

}

, B&�
{

xi

1

}

∈ A, λ i ≥ 0 (i = 1, m). A����C
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H�%.+'� A����C �������(� �(� (��,�
{

x
1

}

'�/ ( � 	
��A. 4� '�..� �0 �+�
���(�+�( (�,�� $%�&�(��'�� � A����C 	(�) (��, � � ,�(�%�. � �'� �'�B��.�-
m �� $%����-�& ( n + 1. >� /� � �'� �'�B��.�-  .��(  ���(��(�(�+����
$%�&�(��'�� � A���FC (��, x. ��).
-) /�� ��*(% -������) �� % �� @� ��$+,'�) .��B�+B�'<� , M !��
'!�(�! ��$+,'�) ���'��,�) ��� - ��%* � x0, x1, . . . , x4.

����! (��,�M ��(<
��$+,'�! ,�.� ��5 ! ' �� x0, x1, x2,

' �� x0, x2, x4,
' �� x2, x3, x4.'()*+,-,.- /�� 4%���%<(�� �(� '���! (��,� (%�-.�%��B� ,+�� ��(< ���

$+,'�! ,�.� ��5 ! �� ��'�� ��. ��(�%�- �B� ��%* ��
�� �K���
!��K�� 4+�(< X, Y � .��/��(��  �

R
n � 1���%!(� �(� &�����

��#� X � Y �����������  ' ������������ � R
n 	�
��
���%����� Γc,α �

��' X $% ��&'�/ ( �&��.+  � ��.,�+(�- $�'+$%��(%���(� Γ−
c,α � Γ+

c,α � � Y� &%+B�.+� 
�' $% 	(�. -�(! �� �&��  � .��/��(� X, Y �� $�%���,��(�! �
Γc,α � (� $% �!(� B���% (<� �(� X  Y ����	� ���������� 	�
��
���%�����
Γc,α

� 
�' &'! $�%� .��/��(� X � Y �+���(�+�( B $�%$'��,��(< Γc,α � ,�(�%�)
X  Y �(&�'!�(�! A�(%�B� �(&�'!�(�!C �

R
n � (� B���%!(� �(� X  Y �������

&� A���(�� ����	� ������&�C� � B $�%$'��,��(< Γc,α
�������( ����������

A���(�� ����	� ����������C 	�
��
���%������ >�( ��,(� �(� .��/��(�� X Y �(&�'!�(�! �
R

n B $�%$'��,��(<� Γc,α � �������(� �(� ' ��

(c, x) ≤ α ≤ (c, y), x ∈ X, y ∈ Y

A	(� ���(��(�(�+�( �'+��� X ⊂ Γ−
c,α � Y ⊂ Γ+

c,α
C� ' ��

(c, x) ≥ α ≥ (c, y), x ∈ X, y ∈ Y

A�'+��)� ,�B&� X ⊂ Γ+
c,α � Y ⊂ Γ−

c,α
C� G��(��(�(����� $% �(%�B�) �(&�' .��( 

X  Y B $�%$'��,��(<� Γc,α
�+&�( ' ��

(c, x) < (c, y), x ∈ X, y ∈ Y

A�'+��)� ,�B&� X ⊂ Γ−
c,α

 ' Y ⊂ Γ+
c,α
C� ' ��

(c, x) > (c, y), x ∈ X, y ∈ Y

A�'+��)� ,�B&� X ⊂ Γ+
c,α

 ' Y ⊂ Γ−
c,α
C�

�$%�&�'�� � �(&�' .��( $%� ''��(% %����� �� % �� D� E �'+��!-� $%�&�
�(��'����- �� % �� D� � D�� .��/��(�� X  Y �(&�' .�� � �� % �� D�� D�� D�
� ,%�.� (�B��  �(%�B� �(&�' .�� � �'+��� % �� D� � ���(&�' .�� 4% �� �
.�(�'<��. %���.�(%��  % �� D .�/�� $%�&$�'�/ (<� �(� &'! �(&�' .��( 
��$+,'�- .��/��(�� � & .�� &��(�(���� +�'�� !  - ��$�%������ !� >�, ���
 ��(< �� ��.�. &�'� A�.� (��%�.+ 3 � $�=C�
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 a) 

 c 

 Γ
c,α 

 Γ
c,α
+  

 Γ
c,α
−  

 x
0
 

 x
1
 

 X=U
ε

0

(x
0
) 

 Y=Uε
1

(x
1
) 

 ε
1
 + ε

0
 < ρ(x

0
,x

1
) 

 b) 

 c  Γ
c,α 

 Γ
c,α
−  

 Γ
c,α
+  

 x
0
 

 x
1
  X=U

ε
0

(x
0
) 

 Y=Uε
1

(x
1
) 

 ε
1
 + ε

0
 = ρ(x

0
,x

1
) 

 c) 

 c 

 Γ
c,α 

 Γ
c,α
+   Γ

c,α
−  

 x
0
 

 x
1
 

 X=U
ε

0

(x
0
)  Y=Uε

1

(x
1
) 

 ε
1
 + ε

0
 = ρ(x

0
,x

1
) 

 d) 

 x 1
x 2

=1 

 X={x∈R2: 
       x1≤0} 

 Y={x∈R2:x1>0, 
         x1x2≥1} 

 Γ
c,α

={x∈R2: x1=0} 
 x1 

 x2 

 0 

 e) 

 X={x∈R2: 
 x1≤0,x2≤0} 

 Y=R2
+
≡{x∈R2: 

 x1≥0,x2≥0} 

 Γ
c,α 

 Γ
c,α
+  

 Γ
c,α
−  

 c 

 x1 

 x2 

 0 

 f) 

 X=R2\R2
+
 

 Y=R2
+
+{1;1}T 

 1 

 1  x1 

 x2 

 0 

���� �
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 a) 

 x
0
 

 c 

 Γ c,α
 

 x
1
 

 c
1
  Γ

c
1 ,α

1
 

 y 

 X=U
ε
(y) 

 b) 

 X=R2\U
ε
(y) 

 y 
 x

0
 

 c) 

 X 

 X=U
1
(θ

2
) \ int(R

+
2) 

 x1 

 x2 

c �
������� �����	�

c1 �
��
������� �����	�

���� ��

E�/��. ���(��. �'+���. �(&�'!�� - B $�%$'��,��(�) !�'!�(�! (�,
�������.�� �
����� 	�
��
���%����� 4+�(< X ⊂ R

n � x0 ∈ ∂X � 1 $�%�
$'��,��(< Γc,α

�������(�! �$�%��) , .��/��(�+ X � (��,� x0 � ��' (��,�
x0 ∈ Γc,α � � .��/��(�� X $% ��&'�/ ( ' �� Γ−

c,α � ' �� Γ+
c,α
� 
�' X ⊂ Γ−

c,αAX ⊂ Γ+
c,α
C� (� ��,(�% c �������(�! #�����& A���(�� #�$������&C �
����&

#�%����& % &������#$ X # ���%� x0.
4% ��&����� �$%�&�'�� � $%� ''��

�(% %����� �� % �� �F� E �'+���� ,�B&� B%�� 5� ∂X ��(< B'�&,�� .��B����
%�� �� �$�%��! , X � (��,� x0

B $�%$'��,��(< A��' ��� �+���(�+�(C ����
$�&��( � ,���(�'<��) B $�%$'��,��(<� , ∂X � (��,� x0

A�.� % �� �F�C� E
(� /� �%�.! ,���(�'<��! B $�%$'��,��(< .�/�( �+���(����(<� � �$�%��! �
��( A�.� % �� �F�C� �� % �� �F� $�,����� .��/��(�� X � � ��,�(�%�- B%�� ��
��- (��,�- ,�(�%�B� �+���(�+�( �& ��(�����! �$�%��! B $�%$'��,��(< , XA
$+�,( %��! ���(<
B%�� 5�C� � ��,�(�%�- �$�%��! B $�%$'��,��(< �� �+�
���(�+�( A
�$'�*��! ���(<
B%�� 5�C� � � &�+- �(.������- (��,�- B%�� 5�
�+���(�+�( ���,������� � �'� �$�%��- B $�%$'��,��(�)�

'()*+,-,.- /�� ��,�/ (�� �(�� �C ��!,�! �$�%��! , X � (��,� x0
B �

$�%$'��,��(< !�'!�(�! �$�%��)  , ��.�,�� � X � (��,� x0
� #C .��/��(��

���*� - �$�%��- ��,(�%�� , &����.+ .��/��(�+ � &����) (��,� ��(< ��$+,�
'�) ,��+�� 0C ��' .��/��(�� X  Y �(&�' .�   .��( ���+� B%�� ��+�
(��,+ x0 � (� '���! B $�%$'��,��(<� �(&�'!���! X �( Y, ��&�%/ ( x0.�� ���
�!� �K���
!��K
 ���O��� !M�"��K�� >��%�.�. �(&�' �
.��( �������(�! (��%�.� � &��(�(����- +�'�� !- �(&�' .��( .��/��(��
E (��%  ��&�� �� 	,�(%�.+.  �,'�� (�'<�+� %�'<  B%��( (��%�.� �(&��
' .��( ��$+,'�- .��/��(�� E 	(�. $+�,(� �+&�( ���%.+' %�����  &��

9?



 X 

 x 

 y 
 c 

 x
0
 

 Γ
c,α 

���� ��

,����� ����! (��%�.� �� �(&�' .��( ��$+,'�- .��/��(�� �(� (��%�.� 3�
�� �����'� .� %���.�(% . &�� �� ���(��- �'+��!� ,�(�%�� $%�&�(��'!�(
 ��.��(�!(�'<��)  �(�%��� � (��%�.� #  0� E (��%�.�- #  0  &�( %��< ��
�(&�' .��( ��$+,'�- .��/��(� �( �&��(������-� ��$�.� .� �(� .��/��
�(�� $%��,5 ) PX(x0)

(��, x0
�� ��$+�(�� ��$+,'�� ��.,�+(�� .��/��(��

X ���(� ( %����  � �&��) (��, A'�..� @C�
���
�!L � A� ����	�� ������&���� ���%� �� &������#�C� �$��� X

� ��
$���� #�
$%��� ��&%�$��� &������#� #
R

n, x0 ∈ R
n � ���%�� ��


������������ X. 	�	�� ������������ &������#� Y = {x0}
����	� ���

����&� �� &������#� X.
����� �� ����	� ���������
 	�
��
���%�����

�#������ 	�
��
���%���� Γc,α
� 
���&����&� c = x0 −PX(x0)

 α = (c, x0),
��
������ ����� ���%$ x0.
��� ���& X ⊂ Γ−

c,α.
�

4�'�/ . y ≡ PX(x0) � c ≡ x0 − y � α ≡ (c, x0)
A�.� % �� ��C� ���� &���

x0 ∈ Γc,α
� 4�,�/�.� �(� X ⊂ Γ−

c,α
� E � '+ '�..� D� ,% (�% ! $%��,5  �  .��.

∀x ∈ X : (x, c) − (y, c) = (x − y, c) ≡ (x − y, x0 − y) ≤ 0, (� ��(<

∀x ∈ X : (x, c) ≤ (y, c). A���#C
G &%+B�) �(�%���� (�, ,�, x0 /∈ X, (� y 6= x0, c ≡ x0 − y 6= 0n

 

(y, c) − α ≡ (y, c) − (x0, c) = (y − x0, c) = −(c, c) < 0,

(� ��(<
(y, c) < α. A���0C

�� A���#C  A���0C $�'+���.� �(� ∀x ∈ X � (x, c) < α � (� ��(< X ⊂ Γ−
c,α
�
����
�!L � A� �$����#�#���� �
����� 	�
��
���%����C� �$��� X � #��


$%��� &������#� #
R

n � � ����� 	�������� ���%� &������#� X �$���
��#$�� �
����� % X 	�
��
���%�����

:




 Γ
c

0
,α

0

 

 c
0
 

 Γ
c

k
,α

k

 

 c
k
 

 X 

 x
0
  x

k
 

���� ��

�
4+�(< x0 ∈ ∂X � >�, ,�, ∂X = ∂X A�.� '�..+ 7C� (� x0 ∈ ∂X � G+���

�(�+�( $��'�&���(�'<���(< {xk}
∞
k=1

(���,� �� $% ��&'�/�� - X � �-�&!��!�!
, x0

� 4� (��%�.� # &'! ,�/&�) (��, xk
�+���(�+�( B $�%$'��,��(< Γck,αk(�,�!� �(� xk ∈ Γck,αk

� X ⊂ Γ−
ck,αk

� k = 1, 2, . . . A�.� % �� �#C� ��� �B%�� ���
� ! ������( .�/�� �� (�(<� �(� ‖ck‖ = 1 � k = 1, 2, . . . � >�, ,�, ���%�
� ,�.$�,(��� .��/��(�� �

R
n, (� + $��'�&���(�'<���( {ck}

∞
k=1,

'�/���)
�� �& � ���) ���%�� �+���(�+�( $�&$��'�&���(�'<���(< {ck′} � �-�&!��!�! ,
��,�(�%�) (��,� c0

(�) /� ���%�� ck′ → c0
$% k′ → ∞, ‖c0‖ = 1. 4�'�/ .

α0 ≡ (c0, x0).
>�B&� x0 ∈ Γc0,α0

. 1 $�%$'��,��(< Γc0,α0

!�'!�(�! �$�%��) ,
.��/��(�+ X � (��,� x0

� ��)�(� (�'<��� (�, ,�, ∀k′ .��/��(�� X ⊂ Γ−
ck′ ,αk′

,(�
(x, ck′) < αk′, x ∈ X.

4�%�-�&! � $��'�&��. ��%�����(�� , $%�&�'+ $% k′ → ∞, $�'+���. (αk′ ≡
(ck′, xk′) → (c0, x0) ≡ α0

$% k′ → ∞) :

(x, c0) ≤ α0, x ∈ X,

(� ��(< X ⊂ Γ−
c0,α0

. ����
�!L � A�� ������&���� #�
$%��
 &������#C� �$��� X � Y �
��
$���� ��
�����%������� #�
$%��� &������#� #

R
n. 	�	���

�C X ������&� �� Y � #C X ������&� �� Y .
� ����.�(% . .��/��(�� A ≡ X − Y. >�, ,�, X ∩ Y = ∅ � (� 0n /∈ A.�.��( .��(� �&��  � &�+-�

' �� �C 0n /∈ ∂A, ' �� �C 0n ∈ ∂A.

>�, ,�, A ��$+,'�  � �'�&���(�'<��� ∂A = ∂A A�.� '�..+ 7C� (� � �'+��� �C
(��,� 0n /∈ A, � � �'+��� �C (��,� 0n ∈ A. >�, . ��%���.� � '���. �'+���

:9



�+���(�+�( B $�%$'��,��(< Γc,α ≡ {x : (c, x) = α}, �(&�'!���! (��,+ 0n�( .��/��(�� A A� �'+��� �C � $� (��%�.� #� � �'+��� �C � $� (��%�.� 0C�
��� �B%�� ��� ! ������( �+&�. �� (�(<� �(� 0n ∈ Γc,α, A ⊂ Γ−

c,α.
>�, ,�,

0n ∈ Γc,α,
(� α = (c, 0n) = 0. >� ��(< (c, a) ≤ 0 ∀a ∈ A. 4�	(�.+ ∀x ∈ X,

∀y ∈ Y  .��. (c, x) ≤ (c, y). ���� (� ,������ ��' � �� α1 ≡ sup
x∈X

(c, x)  

α2 ≡ inf
y∈Y

(c, y), $% ��. α1 ≤ α2.
E��<.�. '���� � �'� α0

 � �(%��,� [α1, α2].
����� �(�

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y : (c, x) ≤ α0 ≤ (c, y),
(� ��(< X ⊂ Γ−

c,α0
, Y ⊂ Γ+

c,α0

 Γc,α0

� B $�%$'��,��(<� �(&�'!���! X �( Y.
>� /� B $�%$'��,��(< Γc,α0

�(&�'!�( X �( Y . ��)�(� (�'<��� &�,�/�.��(�
∀x ∈ X, ∀y ∈ Y : (c, x) ≤ α0 ≤ (c, y). A���3C

H ,� %+�. $%� ���'<�� x ∈ X, y ∈ Y . G+���(�+�( $��'�&���(�'<���( 
{xk}

∞
k=1 ⊂ X, {yk}

∞
k=1 ⊂ Y (�, �� �(� xk → x, yk → y $% k → ∞;  .��.

(c, xk) ≤ α0 ≤ (c, yk) ∀k = 1, 2, . . . . 4�%�-�&! � $��'�&��. ��%�����(�� ,
$%�&�'+ $% k → ∞, $�'+���. ��%�����(�� A���3C�

�'()*+,-,.- /�� 4+�(<K � ��$+,'�) ,��+� �
R

n � ��%* ��) 0n,
 .��� )

$+�(�� $�%������ � � �(,%�(�. ������������& �������& ◦

R
n
− ≡ {x ∈ R

n :
xi < 0, i = 1, n}. ��,�/ (�� �(� �+���(�+�( ���+'���) ��,(�% c ∈ R

n �
���(% 5�(�'<��. ,�.$����(�. (�,�)� �(� (c, x) ≥ 0 ∀x ∈ K.

�� �
L�M
� �O������� K���
 ���O����� !M�"��K�L� >��,� x ���
$+,'�B� .��/��(�� X �������(�! %�������  ' $	��#��� ���%�� 	(�B� &�������#�� ��' �� ��'<�! $%�&�(�� (< � � &� x = λx1 + (1 − λ)x0 � B&� x0 �
x1 ∈ X � x0 6= x1 � 0 < λ < 1 � G���,+$���(< ���- ,%�)� - (���, .��/��(�� X������� . E(X) ��).
-) //� �'! X = Uε(y) .��/��(�� E(X) = ∂X � &'! X = Uε(y) .���
/��(�� E(X) = ∅

�
�).
-) /
� 
�' X � $'��, ) ��$+,'�) .��B�+B�'<� ,� (� E(X) ��(<

.��/��(�� �B� ��%* � A�.� % �� @�C� >� /� ��.�� �$%���&' �� &'! (%�-.�%�
��B� ��$+,'�B� .��B�B%��� ,� A�.� % �� @�C�
���
�!L � A� 
������#����� #�
$%��	� %�&
�%��C� �$��� X � #�
$%�

��� %�&
�%� #
R

n. 	�	�� X = 	
��E(X), �� ���� ����� ���%� x0 ∈ X&���� ���� 
������#���� # #��� #�
$%��� %�&������� %������	� �����
%�����
 ����% X.

�
��,���(�'<�(�� $%���&�.  �&+,5 �) $� %��.�%���( n A�.� �;�� G�#@�#DC� 
�' n = 1 � (� X !�'!�(�! �(%��,�.�  +(��%/&�� � (��%�.� ���� &���

4%�&$�'�/ .� �(� (��%�.� �$%���&' �� &'! n = k � 4+�(< (�$�%< X ⊂ R
k+1 �

::



����.�(% . &�� �'+��!� �C x0 ∈ ∂X,
#C x0 ∈

◦

X.�C G'+��) x0 ∈ ∂X. 4��(%� . B $�%$'��,��(< Γc,α � �$�%�+� , X � (��,�
x0 � x0 ∈ Γc,α � X ⊂ Γ−

c,α
� ���/��(�� Y ≡ X ∩ Γc,α

��(< ��$+,'�) ,�.$�,(�$% ��&'�/�� ) B $�%$'��,��( Γc,α �  .����) %��.�%���(< k � 4� $%�&$��
'�/�� �  �&+,5  &'! x0 ∈ Y ��)&+(�! (��, y1 � . . .� ym

� ,%�)� � (��, 
.��/��(�� Y (�, �� �(�

x0 =
m

∑

i=1

λ iyi, λ i ≥ 0 (i = 1, m),
m

∑

i=1

λ i = 1.

4�,�/�.� �(� y1 � . . .�ym
!�'!�(�! ,%�)� . (��,�.  &'!X � 4%�&$�'�/ .

$%�( ����� (��� �(� &'! ��,�(�%�) (��, yi
��)&+(�! x1 � x2 ∈ X � x1 6= x2 �  

λ ∈ (0, 1) (�, �� �(� yi = λx1 + (1 − λ)x2
� >�, ,�, yi ∈ Y ⊂ Γc,α � (�

(c, yi) = α = (c, x0)
 $��,�'<,+ X ⊂ Γ−

c,α � (� (c, x1) ≤ α � (c, x2) ≤ α � E � '+
(�B�� �(� λ ∈ (0, 1) �  .��.

(c, x1) =
1

λ
[(c, yi) − (1 − λ)(c, x2)] ≥

1

λ
[(c, x0) − (1 − λ)(c, x0)] = (c, x0).

>�, . ��%���.� (c, x1) = (c, x0) = α  (��,� x1 ∈ Γc,α
� >�, ,�, x1 ∈ X � (�

x1 ∈ Y ≡ X ∩Γc,α
� ���'�B ��� &�,������(�!� �(� x2 ∈ Y ≡ X ∩Γc,α

� � (�B&�
��*� $%�&$�'�/�� � $%�( ��%�� ( (�.+� �(� yi

,%�)�!! (��,� Y �
#C G'+��) x0 ∈

◦

X. 4%���&�. ��%�� ��+(%����� (��,+ x0
.��/��(�� X$%!.+� ` � 4�%������ � `∩X !�'!�(�! �(%��,�. � ,��5�. x1 � x2 � $% ��&'��/�� . ∂X � ���� &��� �+���(�+�( λ ∈ (0, 1) (�,��� �(� x0 = λx1+(1−λ)x2

�
4��,�'<,+ &'! B%�� ���- (���, (��%�.� ��%��� (� ��� ��%��  &'! x0

� ��)�
�(� (�'<��� &'! B%�� ���- (���, x1 � x2

 .��( .��(� $%�&�(��'�� !

x1 =
m

∑

i=1

λ iyi, λ i ≥ 0,
m

∑

i=1

λ i = 1, yi ∈ E(X) (i = 1, m);

x2 =

s
∑

i=1

γ izi, γ i ≥ 0,

s
∑

i=1

γ i = 1, zi ∈ E(X) (i = 1, s).

>�B&� x0 =
m
∑

i=1

λ λ iyi +
s

∑

i=1

(1− λ)γ izi � �(,+&�  �'�&+�( +(��%/&�� � (��%�.��

� �� (��%�. �  7 ��$��%�&�(����� $�'+���.
�����K�
�� ����� ���%� #�
$%��	� %�&
�%�� X ⊂ R

n &���� ����

������#���� %�% #�
$%��� %�&������� �� ����� (n + 1) %�����
 ����% X �

:P



 X ≡ M + K 
 K ≡ cone{x

4
,x

5
,x

6
} 

 M ≡ conv{x
1
,x

2
,x

3
,x

7
} 

 K  X 

 M 
 x

1
 

 x
2
 

 x
3
 

 x
7
  x

4
 

 x
6
 

 x
5
 

 x1 

 x2 

 0 
���� ��

�).
-) /������! (��,� $'��,�B� ��$+,'�B� ��.,�+(�B� .��B�+B�'<� ,�
��(< ��$+,'�! ,�.� ��5 ! (%�- �B� ��%* � A�.� % �� @�C�

�����O���� !M����
LMM�� !M�"��K�L�E�$+,'�! A,�� ���,�!C ����
'��,� .��/��(��� ���(�!��B�  � ,������B� � �'� (���,� �������(�! #�
$%�
��& &��	�	�����%�& A���(�� #�
$%��& &��	�	�����& %��$��&C� ��'�� ���
� . $��!( �. !�'!�(�! $��!( � #�
$%��	� &��	�	�����	� &������#������
/��(�� �������(�! ��$+,'�. .��B�B%����.� ��' ��� !�'!�(�! �'B��%� ���
�,�) �+..�) ��$+,'�B� .��B�B%��� ,�  ��$+,'�B� .��B�B%����B� ,��+���
��.�( .� �(� (�, �$%�&�'����� ��$+,'�) .��B�B%��� ,� ��$+,'�) .��B��
B%����) ,��+�  ��$+,'�� .��B�B%����� .��/��(�� ��.,�+(�� ���� (�,/���(� ��$+,'�) .��B�B%��� , � �B%�� ������ .��/��(��� 4% ��&����� �$%��
&�'�� ! $%� ''��(% %����� �� % �� �0�

����.�(% . ��!�< ���&����B� $��!( ! ��$+,'�B� .��B�B%����B� .��/��
�(�� �  ����(��.  � B��.�(%  $��!( �. 
�������� ���/��(�� X ⊂ R

n ���
�����(�! ��&%�$��& 
�������&� ��' ��� !�'!�(�! $�%������ �. ,�������
B� � �'� ��.,�+(�- $�'+$%��(%���(�� E ���(��(�(�  � 	( . �$%�&�'�� �.
,�/&�) ��.,�+(�) $�' 	&% X ⊂ R

n .�/�( ��(< $%�&�(��'�� � � &�

X =
{

x ∈ R
n : x ∈ Γ−

ci,αi
, i = 1, m

}

,

(� ��(<
X =

{

x ∈ R
n : (ci, x) ≤ α i, i = 1, m

}

, A���7C
B&� {Γci,αi

}m
i=1

� $�'���(<� �$%�&�'!���! X � �(�.� �B%�� � ���� - �B�
B $�%$'��,��(�) A�.� % �� �3�C�

:�



 X 

 c
1
 

 c
2
 

 c
3
 

 c
4
 

 a) 

 (c
2

,x
)=

0 

 (c 1
,x)=0 

 K 

 K* 

 c
2
 

 c
1
 

 x1 

 x2 

 b) 
���� ��

��(%+&�� $��!(<� �(� $% ��&����� �� % �� �0 .��B�B%����� .��/��(��
K, M, X !�'!�(�! ��.,�+(�. $�' 	&%�. �

R
2. ��B,� ��$�&��% (<� �(�,'��� ��.,�+(�- $�' 	&%�� ���$�&��( � �$%�&�'����. %���� ,'����. ���

$+,'�- .��B�B%����- .��/��(�� >�,  ��(< �� ��.�. &�'�� -�(! �,,+%�(���
&�,���(�'<�(�� 	(�B� ��,(� &���'<�� B%�.��&,� A�.� �#�� G�@��@0C  .� �B�
�$+�,��.� �(.�( .� �(� ,'��� ��$+,'�- .��B�B%��� ,�� ���$�&��( � ,'���
��. �B%�� �����- ��.,�+(�- $�' 	&%��� � ,'��� ��$+,'�- .��B�B%����-
,��+��� � � ,'����. (�, �������.�- ���������
 ��&%�$��
 
�������#� ���.,�+(�) $�' 	&% X ⊂ R

n,  .��� ) $%�&�(��'�� � A���7C� �������(�! �&�
��%�&��.� ��' ��� � �'� α i = 0, i = 1, m, (� ��(< ��� �B%�� � ���� � XB $�%$'��,��( $%�-�&!( ��%�� (��,+ 0n

�
4%�&�(��'�� � A���7C &'! $�' 	&%�� +&���� $�%�$ ��(< � $�.��<� ��,(�%�

��B� ��%�����(��� ���&! ��,(�% a = 	
�{α1, . . . , αm} ∈ R
m  (m×n)�.�(% 5+

A, �(%�,�. ,�(�%�) !�'!�(�! (%���$�� %������� ��,(�%� ci :

X = {x ∈ R
n : Ax ≤ a}, A =













c1
1 c2

1 . . . cn
1

c1
2 c2

2 . . . cn
2

. . . . . . . . . . . .
c1
m c2

m . . . cn
m













.

>�, . ��%���.� ��!, ) ��$+,'�) .��B�B%����) ,��+� K �
R

n  .��(
$%�&�(��'�� �

K = {x ∈ R
n : Ax ≤ 0m},

A���;C

:"



B&� A � ��,�(�%�! (m × n)�.�(% 5�� �����%�(� ��!,�� .��/��(�� K ⊂ R
n

� &� A���;C ��(< ��$+,'�) .��B�B%����) ,��+��
��� ���
N"�MM�� ��MO�� ���
�!L �L
�L�L� 4+�(< K � ��,�(�%�)

,��+� �
R

n. ����.�(% . .��/��(��

K∗ ≡ {p ∈ R
n : (p, x) ≤ 0 ∀x ∈ K}.

'()*+,-,.- /�� ��,�/ (�� �(� K∗ � ��$+,'�) ��.,�+(�) ,��+��
8��+� K∗ �������(�! ��
�������& %��$��& , ,��+�+ K.�).
-) /�� 4+�(< c1 � c2

� ���+'���� ��,(�%� �
R

2 � ����.�(% . ,��+�
K = {x ∈ R

2 : (ci, x) ≤ 0, i = 1, 2}. G�$%!/����) ,��+� K∗ = 	
��{c1, c2}A�.� % �� �3�C�
4% .�% �3 !�'!�(�!  ''��(%�5 �) , �'�&+���) (��%�.� � �(%+,(+%� ,��

�+��� ��$%!/����B� , .��B�B%����.+ ��$+,'�.+�
���
�!L � A�����&� ���%���C� �$���

K = {x ∈ R
n : (ci, x) ≤ 0, i = 1, m} �

#�
$%��� &��	�	������ %��$� #
R

n. 	�	�� K∗ = 	
��{c1, . . . , cm}.
�

4+�(< A � (m × n)�.�(% 5�� �(%�,�. ,�(�%�) !�'!�(�! (%���$�� �
%������� ��,(�%� ci :

A =













c1
1 c2

1 . . . cn
1

c1
2 c2

2 . . . cn
2

. . . . . . . . . . . .
c1
m c2

m . . . cn
m













.

8�� ���,+� ���'��,+

Z ≡ 	
��{c1, . . . , cm} ≡

{

x ∈ R
n : x =

m
∑

i=1

λ ici, λ i ≥ 0 (i = 1, m)

}

��. +&���� ��$ ��(< � � &� Z = {x ∈ R
n : x = AT λ, λ ∈ R

m
+}.

�+/��
$�,���(<� �(� K∗ = Z. ���� &��� �(� Z ⊂ K∗. ��)�(� (�'<��� ��' v ∈ Z,(� �+���(�+�( λ ∈ R

m
+
(�,��� �(� v = AT λ  ∀x ∈ K � � '+ Ax ≤ 0n

 .��.
(v, x) = (AT λ, x) = (λ, Ax) ≤ 0.

�(� �������(� �(� v ∈ K∗. G'�&���(�'<���
Z ⊂ K∗.��,�/�. (�$�%<� �(� K∗ ⊂ Z, &�)�(�+! �( $%�( ���B�� 4+�(< �+���(�+�(
v ∈ K∗, v /∈ Z. 4� (��%�.� # (��,� v �(%�B� �(&�' .� �( ��$+,'�B� ��.,�+�
(�B� ,��+�� Z. �  .����� B $�%$'��,��(< Γc,α,

B&� c = v − PZ(v), α = (c, v),
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(�,���� �(� v ∈ Γc,α, Z ⊂ Γ−
c,α

A�.� (��%�.+ #C� >�, ,�, Z � ,��+�� (�  �
+�'�� ! Z ⊂ Γ−

c,α
�'�&+�(� �(�

∀x ∈ Z : (c, x) ≤ 0. A���=C
��)�(� (�'<��� $%�&$�'�/ .� �(� �+���(�+�( ��,(�% x̃ ∈ Z (�,�)� �(� (c, x̃) =
β > 0. E��<.�. � �'� γ > 0 (�,��� �(� γ β > α.

�'�.��( γx̃ $% ��&'�/ (
,��+�+ Z. �&��,� (c, γx̃) = γ β > α  γx̃ /∈ Γ−

c,α,
�(� $%�( ��%�� ( +�'�� �

Z ⊂ Γ−
c,α.

G��)�(�� A���=C &�,������
>�, ,�, ci ∈ Z, i = 1, m, (� � � '+ A���=C  .��. (c, ci) ≤ 0, i = 1, m, �(��������(

c ∈ K. A���@C
E (� /� �%�.!� (�, ,�, 0n ∈ Z ⊂ Γ−

c,α,
(� 0 = (c, 0n) < α  (c, v) > 0 � >� ��(<

c /∈ K � �(� $%�( ��%�� ( A���@C� 4�'+������ $%�( ��%�� � $�,������(� �(�
K∗ ⊂ Z. �G��%.+' %+�. (��%�.+ ; ���,�'<,�  �����

�����K�
�� ���� %��$� K ⊂ R
n �&��� #�� A���;C� ��

K∗ = {x ∈ R
n : x = AT λ , λ ∈ R

m
+}.

��� �
�K�!� �
M��M� O
L�M�M
� 
 M�
L��M�K�� 4+�(< A � ��,�(��
%�! (m × n)�.�(% 5�� K = {x ∈ R

n : Ax ≤ 0m}.
E � '+ �'�&�(� ! (��%�.�

H�%,�*� �$%���&' �� +(��%/&�� ��

{p ∈ K∗} ⇔ {∃λ ∈ R
m : λ ≥ 0m, p = AT λ}. A���DC

4� �$%�&�'�� � K∗ ���(��*�� � {p ∈ R
n, p /∈ K∗} �������(� �(�

{∃x ∈ K : (p, x) > 0} ⇔ {∃x ∈ R
n : Ax ≤ 0m, (p, x) > 0}. A��#FC

�� A���DC  A��#FC $�'+���. �'�&+���� +(��%/&�� ����!!L ��� �$��� ���� (m × n)�&������ A � #�%��� p ∈ R
n. 	�	��

�&��� ������� ���� � ����%� ���� �� ����$���
 �#$
 �����&

Ax ≤ 0m, (p, x) > 0 (x ∈ R
n); A��#�C

AT λ = p, λ ≥ 0m (λ ∈ R
m). A��##C

4% &�& . '�..� �3 ���,�'<,�  ��) � &���!!L ��� �$��� ���� (m × n)�&������ A � #�%��� b ∈ R
m. 	�	��

�&��� ������� ���� � ����%� ���� �� ����$���
 �#$
 �����&�

Ax = b, x ≥ 0n (x ∈ R
n); A��#0C
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AT λ ≤ 0n, (b, λ) > 0 (λ ∈ R
m). A��#3C

�
4% .�� . '�..+ �3 , .�(% 5� AT , $�.��!� .��(�. m  n, x  λ,��!� �.��(� p ��,(�% b. ���� ��M�!�
M�� ����M
N� E��&�. $�'����� &'! &�'<��)*�B� $��!( ��

����&����& �������& &������#� X ⊂ R
n ������. $�%������ � X � '���)

$%!.�) M �
R

n. 4+�(<

M = Mx0,` ≡ {x ∈ R
n : x = x0 + t`, t ∈ R} �

$%!.�! �
R

n � $%�-�&!��! ��%�� (��,+ x0
� ��$%��'��  `, ` 6= 0n

A�.� % ��
�7�C� 
� $�%������ � � X ������� . Xx0,`

A�.� % �� �7�C� H�%.+'� $�%�.�(�
% ��5  x = x0 + t` +�(����' ���( ��� .���&��������� ���(��(�(� � .�/&+
(��,�. x �&��.�%��B� ����� ! Xx0,`

 (��,�. t .��/��(��

Ax0,` ≡ {t ∈ R : x0 + t` ∈ X}

A�.� % �� �7�C� G'�&+���� +(��%/&�� � $��( ���� &�����!!L ��� �������#� X ⊂ R
n #�
$%�� ��	�� � ����%� ��	��� %�	��

����� �	� ����&����� ������� #�
$%��� � �#�� �������� ����&����� �������
Xx0,`

#�
$%�� ��	�� � ����%� ��	��� %�	�� #�
$%�� &������#� Ax0,` ⊂ R.'()*+,-,.- /�� ��,�/ (� '�..+ �;�
��� ���!�"M�� ����O�K
!��� ML�
L���M
N� 4+�(< X ⊂ R

n ��$+�(�
 x0 ∈ X. E�,(�% ` ∈ R

n ������. #�%����& #��&����	� ���
$���&�	��
��
��#����� ��� &������#� X # ���%� x0,

��' �+���(�+�( ε > 0 (�,����(� (x0 + t`) ∈ X ∀t ∈ [0, ε]. G���,+$���(< ���- ��,(�%�� ���.�/��- &'!
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.��/��(�� X � (��,� x0
��$%��'�� ) ������� . K(x0, X). ��.�( .� �(� 0n$% ��&'�/ ( K(x0, X).

�).
-) /�� 
�' x0 ∈
◦

X, (� K(x0, X) = R
n A�.� % �� �;�C�

�).
-) /�� 4+�(< n = 2, X = Uε(02), x0 = 	
�{ε, 0}, ε > 0. >�B&�
K(x0, X) = {` ∈ R

2 : `1 < 0} ∪ {02}
A�.� % �� �;�C�

�).
-) /�� 4+�(< c ∈ R
n, c 6= 0n, X = Γ+

c,α. 
�' x0 ∈ Γc,α,
(� K(x0, X) =

{` ∈ R
n : (`, c) ≥ 0} A�.� % �� �=�C�

�).
-) /�� 4+�(< n = 2, X = {x ∈ R
2 : (x1)2 ≤ x2 ≤ 2(x1)2, x1 ≥ 0}. E(��,� x0 = 02

.��/��(�� K(x0, X) = {02}
A�.� % �� �=�C�

'()*+,-,.- /�� 4+�(< X ⊂ R
n, x0 ∈ X. ��,�/ (�� �(�� �C K(x0, X) �

,��+�� #C ��' X � ��$+,'�� .��/��(��� (� K(x0, X) � ��$+,'�) ,��+�����/��(�� K(x0, X) �+&�. ������(< %��$��& #�%����# #��&����
 ���

��#����� ��� &������#� X # ���%� x0

 ' � ��'�� ,�%�(,�� %��$��& #���
&����
 ��
��#����� ��� &������#� X # ���%� x0.'()*+,-,.- 
�� 4+�(< X ⊂ R

n � ��$+,'�� .��/��(��� ��,�/ (�� �(�� �C��' ` ∈ K(x0, X), ` 6= 0n,
(� Ax0,`

A�.� $��#C ��(< $%�.�/+(�,� ��&�%/�� )
��,�(�%�) �(%���, [0, ε], ε > 0;

#C ��' x0 ∈
◦

X, (� ∀` 6= 0n
.��/��(�� Ax0,`��&�%/ ( �(%���, � &� [−ε, ε ], ε > 0;

0C (��,� x0
!�'!�(�! +B'���) &'! X(�B&�  (�'<,� (�B&�� ,�B&� �� �+���(�+�( ���+'���B� ��,(�%� ` ∈ K(x0, X)(�,�B�� �(�  (−`) ∈ K(x0, X).'()*+,-,.- 
/� 4+�(< δ > 0, Hδ ≡ {x ∈ R

n : |xi| ≤ δ, i = 1, n} �
��.,�+(�) ,+� � 5��(%�. 0n.

��$�'<�+! %��+'<(�( +$%�/��� ! #F� $�,�/ (��
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� �� � � /� ) ���B�%�&� ��1�� #FF=�
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