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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
Пособие составлено на основе опыта проведения практических заня-

тий и лекций по математическому анализу на ИИТММ ННГУ и посвящено 
теме “Интегралы, зависящие от параметра”. Материал разбит на четыре гла-
вы. Глава 1 посвящена собственным интегралам, зависящим от параметра, и 
их свойствам. В  главе 2  приведено  основное понятие для изучения несоб-
ственных интегралов, зависящих от параметра – понятие равномерной схо-
димости. На его основе приведены условия непрерывности, дифференци-
руемости, интегрируемости несобственных интегралов 1-го рода, зависящих 
от параметра. В главе 3 рассмотрены аналогичные условия для несобствен-
ных  интегралов 2-го рода. Глава 4 посвящена двум важным для анализа ин-
тегралам, зависящим от параметра – эйлеровым интегралам  1-го  и 2-го ро-
да. Эти две специальные функции носят название: гамма-функция Эйлера и 
бета-функция Эйлера. В конце пособия приведены задачи для самостоятель-
ного решения по разобранным темам предыдущих глав и список литературы. 

Во всех главах имеются необходимые теоретические сведения и при-
меры с решениями. Учебно-методическое пособие  будет полезно при про-
ведении практических занятий, коллоквиумов по математическому анализу и 
для самостоятельной работы студентов  ИИТММ  ННГУ. 
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ГЛАВА . СОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ С ПАРАМЕТРОМ 
 
 
Пусть в прямоугольнике ],;,[ dcbaP  определена функция ),( yxf  

интегрируемая на ],[ ba  для всех ],[ dcy  , то есть существует интеграл 


b

a

dxyxf ),( . Тогда функция 
b

a

dxyxfyI ),()(  называется интегралом от 

параметра y. Отметим, что отрезок ],[ dc  может быть и неограниченным, 

а ),( yxf может быть задана и на ],);(),([)( dcybyayP  , где )(),( ybya  

есть некоторые функции, определенные на ],[ dc . Тогда 
)(

)(

),()(
yb

ya

dxyxfyI . 

 
 
1.1. Существование и непрерывность 
 
Теорема 1 (существование )( yI ). Если ),( yxf  непрерывна на )(yP  

по переменной x , то существует 
)(

)(

),()(
yb

ya

dxyxfyI . 

Следствие 1. Если ),( yxf  непрерывна на ],;,[ dcba , то существует 


b

a

dxyxfyI ),()( . 

Определение 1. Пусть ),( yxf  определена на ],;,[ dcba , ],[0 dcy   и  

1) существует функция ),(lim)(
0

yxfxp
yy

  при  всех ],[ bax ;  

2) для 0 , 0)(  , что для ],[ bax  и  0yy  

 )(),( xpyxf . 

Тогда говорят,  что  )(),( xpyxf    при 0yy   равномерно по 

],[ bax , а )(xp  равномерный предел для ),( yxf  на ],[ ba . 

Теорема 2. Для равномерной сходимости ),( yxf  при 0yy   к пре-

дельной функции )(xp  необходимо и достаточно, чтобы для 0yyn   по-

следовательность )(),()( xpyxfxf nn   на ],[ ba   равномерно. 

Замечание 1. Здесь в теореме 2 сформулировано определение равно-
мерной сходимости ),( yxf  к )(xp  по Гейне, а в определении 1 по Коши.  

Теорема 3 ( достаточные условия). Если ),( yxf  непрерывна на 

],;,[ dcba , то при 0yy   на ],[ ba  имеем: )(),(),( 0 xpyxfyxf  . 
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Теорема 4.  Если )(),( xpyxf   при  0yy    на ],[ ba  и  существу-

ют 
b

a

dxyxf ),(  и 
b

a

dxxp )( , то существует  


b

a

b

a
yy

dxxpdxyxf )(),(lim
0

 

Следствие 2. Если ),( yxf  непрерывна на ],;,[ dcba ,  то по y  непре-

рывен 
b

a

dxyxfyI ),()( ,  что означает существование 

)(lim
0

yI
yy

 


b

a

b

a
yy

dxyxfdxyxf ),(),(lim 0
0

. 

Пример 1. Исследовать на непрерывность 



1

1

22)( dxyxyI  при 

0y , где ]2,1;1,1[),( yx .  

Решение. Здесь 22)( yxxf   непрерывна  на  ]2,1;1,1[  .Тогда по  

следствию  2  существует и непрерывен )( yI . Отсюда  

)(lim
0

yI
y







1

1

2
1

1

22

0
lim dxxdxyx
y

.  


1

1

dxx 1=I(0). 

Пример 2. Найти 


1

0
220 1

lim
yx

dx

y
.  

Решение. Здесь y  параметр и 
221

1
),(

yx
yxf


  и всюду непре-

рывна. Поэтому 



1

0
221

)(
yx

dx
yI  существует и по следствию 2 имеем   













 



1

0
2200 1

1
lim)(lim dx

yx
yI

yy
 

4
1

1

1

0
2





 arctg

x

dx
. 

 
 
1.2. Дифференцируемость собственного интеграла с параметром  
 
 Теорема 5 (правило Лейбница). Пусть    
1) ),( yxf  определена и непрерывна в ],;,[ dcba ;  

2) существует  ),( yxf y  непрерывная в ],;,[ dcba .  

Тогда на ],[ dc  существует непрерывная  
b

a
y dxyxfyI ),()( . 
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Пример 3. Исследовать 



1

0
221

)(
yx

xdx
yI  на дифференцируемость. 

Решение. Так как 
221

),(
yx

x
yxf


  определена и непрерывна вез-

де, то интеграл )( yI   будет непрерывен для всех y .  

Производная 
222 )1(

2
),(

yx

xy
yxf y




  тоже непрерывна для всех  yx,  

и по теореме 5  

 








1

0
222222

1

0 1

2

)1(

2
)(

yx

xdx
ydx

yx

xy
yI y . 

При замене 221 yxt  , получаем значение  

  22

2

1

2

1
2 12

1
)(

2

2

2

2 yy

y

t
y

t

dt
yyI

y

y

y

y

y




























 .                        

Пример 4. Вычислить  




2

0

222 cossinln)( dxxxI  при. 0 . 

Решение.  Очевидно  

   



2

0

22 cossinln)1( dxxxI 01ln
2

0





dx . 

Здесь  xxxf 222 cossinln),(   и 
xx

x
xf

222

2

cossin

cos2
),(




  непре-

рывны  для 




 


2
,0x  и 0 . Тогда по правилу Лейбница существует  










2

0
222

2

cossin

cos2
)(

xx

xdx
I . 

Используя замену xt tg  находим для 1   

   
 



0
222 1

2)(
tt

dt
I  

1
arctg

1
arctg

1

21

1

1

1

2

0
2

0
2222 







































t

tdt
tt

.  
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Отсюда cdI 



  )1ln(

1
)( . Поскольку )(I  непрерывна для 

0  и  0)1( I , то имеем: cI  )11ln()1( . Отсюда число 2lnc .  

Окончательно получаем    2ln1ln)( I . 

Пример 5. С помощью дифференцирования по параметру интеграла 





1

0
22

)(
x

dx
I , 0  вычислить 

 


1

0
222x

dx
.  

Решение. Очевидно, здесь выполнены все условия непрерывности и 

дифференцируемости интеграла по параметру, так как 
22

1
),(




x
xf  и 

 222

2
),(






x
xf   непрерывны для 0  и ]1,0[x . Тогда  







 
1

0

1

0
22

arctg
1

)(
x

x

dx
I




1
arctg

. 

Здесь 


 22x

dx
 c

x



arctg

1
. Производная, как легко проверить, равна  

 
 22

2

1

1
arctg1

α
α

1
arctg

)(



























I . 

Тогда получаем   

)(I
 



1

0
222x

dx


















 

 2

)(1

2

1 1

0
22

I
dx

x

 
 23

2

12

1
arctg1






 . 

 
 
1.3. Интегрирование собственного интеграла по параметру  
 
Теорема 6 (интегрирование по параметру). Для ),( yxf  непрерывной в 

],;,[ dcba  существует  
d

c

b

a

d

c

b

a

d

c

dyyxfdxdxyIdxyxfdy ),()(),( , что озна-

чает  перестановку порядка интегрирования в повторных интегралах. 
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Пример 6. Вычислить 



1

0
ln

dx
x

xx
I

cd

 при  dc 0 .  

Решение. Рассмотрим функцию yxyxf ),( . Эта функция непрерыв-

на в прямоугольнике  ],;1,0[ dc .  В этом   случае  возможно применить смену 

порядка интегрирования по теореме 6 (интегрирование по параметру). Тогда 

Idxdyxdydxx
d

c

y
d

c

y 




























  
1

0

1

0

, поскольку 
x

xx
dyx

cdd

c

y

ln


 . Но интеграл 

y
dxx y


 1

11

0

. Поэтому  

c

d
y

y

dy
dydxx

d

c

d

c

d

c

y






















  1

1
ln)1ln(

1

1

0

. 

Отсюда 
c

d
I






1

1
ln  (теорема 6 помогает вычислить  интеграл от параметра).  

 
 
1.4. Собственный интеграл с пределами от параметра 
 

 Рассмотрим 



)(

)(

),()(
y

ya

dxyxfyI   с  )(),( yy   от ],[ dcy .  

Теорема 7 (о непрерывности )( yI . Пусть ),( yxf  определена и непре-

рывна в  ],;,[ dcba , а функции )(),( yy   непрерывны в ],[ dc  и при всех 

],[ dcy  значения  ],[)(),( bayy  . Тогда )( yI  непрерывен  на ],[ dc : 

)(),(),(lim 0

)(

)(
0

)(

)(

0

0
0

yIdxyxfdxyxf
y

y

y

y
yy

 









 

для всех ],[0 dcy  . 
Пример 7. Используя непрерывность интеграла от параметра, найти  







y

y
y

dxyx
1

22

0
lim . 

Решение. Здесь 22),( yxyxf  , а yy  )( , yy  1)(  непре-

рывны по yx,  везде. Тогда из непрерывности )( yI  (по теореме 7), получаем 

существование  1lim
1

0

1

0

2
1

22

0
 




dxxdxxdxyx

y

y
y

 (см. пример 1). 
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Пример 8. Найти предел 



 

22

1
220 1

lim
y

y
y yx

dx
.  

Решение. Здесь yy  1)( , 21)( yy   и 
221

1
),(

yx
yxf


  не-

прерывны для всех  yx, . Тогда по теореме 7  получаем  

4
2arctg1arctg2arctgarctg

11
lim

2

1

2

1
2

2

1
220

2















x
x

dx

yx

dx
y

y
y

 
Теорема 8 (дифференцируемость )( yI ). Пусть 

1) ),( yxf  определена и непрерывна в ],;,[ dcba ;  

2) существует ),( yxf y  непрерывная в ],;,[ dcba ;    

3) функции )(y , )( y  определены и непрерывно дифференцируемы в  

    ],[ dc  и )(y , )( y  ],[ ba .  

Тогда существует )(yI   непрерывная в ],[ dc  и  

       yyfyyyfydxyxfyI
y

y
y ,,)(),()(

)(

)(

 




. 

Пример 9. Найти )(yI  , если 



y

y

dxyxyI
1

22)( .  

Решение.  Здесь все условия теоремы 8 выполнены. Тогда по формуле 
дифференцирования  

  


 


22
1

22
11)( yy

yx

ydx
yI

y

y

221 yy  , 

при 
22

),(
yx

y
yxf y


 , а 1)(  y , 1)(  y , yy  )( , yy  1)( . 

Пример 10. Найти )(yI  , если 
y

y

dxyxshyI
sin

cos

2 )()( .  

Решение. Здесь условия теоремы 8 выполнены и по формуле диффе-
ренцирования получаем  

    
y

y

dxyxchxyyshyyyshyyI
sin

cos

2222 )(cossinsincos)(  

Здесь yy cos)(  , yy sin)(   и )(sh),( 2yxyxf  , )(ch),( 22 yxxyxf y  . 
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ГЛАВА 2. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ПЕРВОГО РОДА  
                      С ПАРАМЕТРОМ   
 
 
Рассмотрим интегралы с параметром на бесконечном отрезке интегри-

рования:  несобственные интегралы от параметра 1-го рода. 
Определение 2. Пусть на ],;,[ dca   определена функция ),( yxf  и 

для всех ],[ dcy   существует 



a

dxyxfyI ),()( . Тогда )( yI  называется 

несобственным интегралом от параметра 1-го рода. При этом говорят, 
что )( yI  сходится на ],[ dc . 

Замечание 2. Отрезок ],[ dc  может быть и неограниченным, а пределы 

интегрирования  могут быть  .  В исследовании сходимости )( yI  исполь-

зуем признаки сходимости для несобственного интеграла 1-го рода без па-
раметра, а для непрерывности, дифференцируемости, интегрируемости инте-
грала от параметра  вводится равномерная сходимость )( yI . 

 
 
2.1. Равномерная сходимость несобственных интегралов  
       1-го рода с параметром  
 

Определение 3. 



a

dxyxfyI ),()(  называется равномерно сходящим-

ся на ],[ dc , если  

1) )( yI  сходится на ],[ dc ;  

2) для всякого 0  существует   a , что для всех  A  и всех  

    ],[ dcy   верно неравенство  
 A

aa

dxyxfyxf ),(),( . 

Последнее неравенство эквивалентно следующим: 

),( yAR ,     ),()( yAFyI , 

где 



A

dxyxfyAR ),(),( , 
A

a

dxyxfyAF ),(),( . Здесь ),( yAR  – остаток 

интеграла )( yI . В этом случае равномерная сходимость )( yI  означает рав-

номерную сходимость 0),( yAR , )(),( yIyAF   при A  для всех 

],[ dcy  . Понятие равномерной сходимости здесь аналогично как и для 

собственного интеграла от параметра (см. определение 1). 
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Пример 11. Исследовать 





0 1
)(

yx

dx
yI на равномерную сходимость, 

где ]4,2[y .  

Решение. Рассмотрим остаток  ),( yAR . Очевидно  

Ax
x

dx

x

dx
yAR

AAA
y

arctg
2

arctg
11

),(0
2













 . 

Таким образом, для всех 0A  и всех ]4,2[y  верно неравенство 

AyAR arctg
2

),(0 


 . Тогда для 0  при 


 Aarctg
2

0  получаем 

),( yAR . Здесь при 



2

arctgA  и для  










 )

2
tg,0(maxA   

выполнено определения равномерной сходимости )( yI . 

Замечание 3. Сходимость  0),( yAR  при A  является необхо-

димым и достаточным условием равномерной сходимости )( yI . 

Теорема 9. Для равномерной сходимости сходящегося )( yI  на ],[ dc    

необходимо и достаточно, чтобы 0)( AP  при A , где 

),(sup)( yARAP   по ],[ dcy  .Тогда  0),( yAR  при A . 

Теорема 10. Для равномерной сходимости сходящегося )( yI  доста-

точно, чтобы существовала функция ),()( yARAC   для всех aA   и 

],[ dcy   для которой 0)(lim 


AC
A

. 

Замечание 4. Отметим, что теоремы 9 и 10 и определения 2,3 легко 

переформулировать и для 


a

dxyxf ),( , а   также 




dxyxf ),(  

Пример 12. Исследовать  )(
0

yIdxe xy 


  на равномерную сходимость 

на  а) ],[1  qE , где 0q ,   б) ),0(2 E .  

Решение. Очевидно, остаток 





A

xydxeyAR ),( )(AC
q

e

y

e

y

e AqAy

A

xy







 

и 0)( AC  при A . Тогда по теореме 10 получаем в случае  а) равно-

мерную сходимость )( yI  на   ],[1  qE .   Если же ),0(2  Ey , то  




),(sup)(
),0[

yARAP
y

 



1

),0[

sup ye Ay

y
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 для любого числа 0A . Следовательно, )(AP  не стремится к 0  при 

A  и в случае б)  )( yI  сходится неравномерно на ),0(2 E . 

Замечание 5. Отрицание равномерной сходимости )( yI  означает:  

00   такое, что для ),[  a  существуют ],[ dcy   и ),[ Q  

такие, что   0|,| 




Q

dxyxf  ( )( yI  сходится неравномерно на ],[ dc ).  

 Пример 13. Исследовать на равномерную сходимость  





0

)( dxyeyI xy    при 0y . 

Решение. Применим отрицание равномерной сходимости. Очевидно, 
0)0( I  и )( yI  сходится для всех 0y , что легко проверить. При замене 

txy   остаток  

 




A

xydxyeyAR ),( Ay

Ay

t edte 


  . 

Тогда для всех 0  существует 



1

y , для  которого  

     



 dxyxfyR ,, 0

1
1

 


ee  

при    1
0 5,0  e . Отсюда на основе замечания 5  интеграл  )( yI    сходится  

неравномерно. 
Приведём критерий Коши равномерной сходимости. 

Теорема 11. Для равномерной сходимости 



a

dxyxfyI ),()(  необхо-

димо и достаточно, чтобы для  всякого 0  существовало   a  такое, 

что для всех  BA,  и всех ],[ dcy   будет  
B

A

dxyxf ),( .  

Пример 14.  Исследовать по критерию Коши интеграл  примера 12.   

Решение. Здесь 



0

)( dxeyI xy . Рассмотрим случай а), когда множе-

ство ],[1  qE . Тогда ),[  qy , где 0q  и 
y

ee
dxe

ByAyB

A

xy


 
  для 
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0, BA . Очевидно, 
q

e

y

e
dxe

qAyB

A

xy


  0   для  0 AB .  Выби-

рая      из  неравенства   1qe q , получаем  

    )ln(0,max 11   qq =p(ε). 

Например,   ).(2  p . Тогда  


1qedxe q
B

A

xy  при  BA,  и  

выполнен критерий Коши, по которому  )( yI   сходится равномерно. 

В случае б) при ),0( y  имеем 
y

ee
dxe

AyByB

A

xy









 . Тогда для 

всякого 0 , полагая A ,  2B  и 



1

y , получаем  

112  
 eedxe
B

A

xy  

при 
112   ee . Следовательно, при  10   получаем отрицание крите-

рия  Коши, а значит неравномерную сходимость 




0

dxe xy  при  0y .  

Приведем  достаточные условия равномерной сходимости )( yI . 

Теорема 12 (признак Вейерштрасса). Пусть ),( yxf  определена в 

],,,[ dca   и  

1) существует 
A

a

dxyxf ),(  для всех aA   и ],[ dcy ;  

2) )(),( xpyxf   для всех ],,,[),( dcayx  ;  

3) 


0

)( dxxp  сходится.  

Тогда 


0

),( dxyxf  сходится абсолютно и равномерно на ],[ dc . 

Пример 15. Интеграл 





0 1

sin
)( dx

x

x
I  при 2  исследовать на 

равномерную сходимость.  
. 
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Решение. Поскольку 



 x

x

1

1

1

sin
2 21

1

x
 для 2 , 0x , а ин-

теграл 
 


0

2 21 x

dx
, что означает его сходимость, то при   121)(


 xxp  

применяем  признак Вейерштрасса. Тогда по этому признаку интеграл )( yI  

равномерно сходится для 2 . 
Пример 16. Исследовать на равномерную сходимость  


 


1

3

ln
)( dx

x

x
I  при ]4,0[ . 

Решение. Поскольку верна оценка 
3

4

3

lnln
0

x

x

x

x




 и интеграл 




1
3

4ln
dx

x

x
 сходится по предельному признаку (ибо для  

3

4ln

x

x
xf   и 

2

1
)(

x
xg   имеем 0

ln
lim

)(

)(
lim

4


 x

x

xg

xf

xx
, а 



1
2x

dx
 сходится, то сходится и 




1

)( dxxf ). Полагая 
x

x
xp

4ln
)(  , получаем по признаку Вейерштрасса рав-

номерную сходимость )(I  при ]4,0[ . 

Теорема 13 (признак Дирихле). Пусть функции ),( yxf , ),( yxg   оп-

ределены на ],,,[ dca   и выполнены условия:  

1)  ),( yxf , ),( yxg   непрерывны на ],,,[ dca  ; 

 2) 
B

a

dxyxfyBF ),(),(  равномерно ограничена для всех aB   и всех  

     ],[ dcy   (существует  число  0C , для которого CyBF ),( );  

3) функция ),( yxg для всех ],[ dcy   монотонна по x  и 0),( yxg   

     равномерно при x  и ],[ dcy  .  

Тогда интеграл 


0

),(),( dxyxgyxf  сходится равномерно на ],[ dc . 

Замечание 6. Условие 3) в частности проверяется по знаку ),( yxgx . 

Так если 0),(  yxgx , то ),( yxg  убывает по x , а при 0),(  yxgx  функция 

),( yxg  возрастает по x . Равномерная сходимость 0),( yxg  при x  и 

],[ dcy  проверяется аналогично как и равномерная сходимость остатка 
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),( yAR (см. замечание 3). В частности 0),( yxg  при x , если 

)(),( xPyxg   для всех ax  , ],[ dcy   и 0)( xp  при x . 

Следствие 3. Пусть ),( yxf , ),( yxg  определены на ],,,[ dca   и  

1) ),( yxf , ),( yxg  непрерывны на ],,,[ dca  ;           

2) ),( yxgx  непрерывна и знакоопределена;  

3) Cdxyxf
B

a

 ),(  для некоторой  0C  и всех aB   и ],[ dcy ;  

4) 0),( yxg  при x  и ],[ dcy .  

Тогда интеграл 


a

dxyxgyxf ),(),(   равномерно сходится на ],[ dc . 

Пример 17. Исследовать 



0

sin
)( dx

x

xy
yI   на равномерную сходи-

мость  при ],[  by , где 0b .  

Решение. Введем функции )sin(),( xyyxf   и 
x

xg
1

)(  . Очевидно 

0)( xg  при x  и 0
1

)(
2





x

xg . Кроме того, для функции 

y

B
xydxBxF

B 1cos
sin),(

0


   

 Верна оценка: 
b

yBF
2

),(  . Тогда по следствию 3 получаем равномерную 

сходимость для всех ],[  by  интеграла  




0

sin
dx

x

xy



0

),(),( dxyxgyxf . 

Пример 18. Исследовать на равномерную сходимость интеграл  




1
2

2 cos
dx

yx

xyy
 при ],0( y . 

Решение. Применим здесь признак Дирихле. Для этого введем  функ-

ции )cos(),( xyyyxf  и 
2

),(
yx

y
yxg


 . Проверим выполнение условий 

теоремы 13. Очевидно, функция ),( yxg  монотонна по x  (убывает по x ) при 

каждом ],0[ y . В частности, это легко проверить по знаку ),( yxgx  рав-
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ной 
 

0),(
22





yx

y
yxgx . Кроме того, 

xyx

y
yxg

2

1
),(0

2



  при 

),1[ x  и ),0( y . Действительно, поскольку   yxyx 222
 , то для  

0y  имеем  
xyx

y

yx

y

2

1

2
0

2



 . Функция 0

2

1


x
 при x . 

Поэтому по замечанию 6 получаем 0),( yxg  при x  и всех 

),0( y . Далее 2sinsincos
1

 yByxydxy
B

 при ),0( y  и 1B . 

Итак, здесь выполнены условия признака Дирихле и, таким образом, инте-

грал 


1
2

2 cos
dx

yx

xyy
 сходится равномерно. 

Теорема 14 (признак Абеля). Пусть функции ),( yxf , ),( yxg  опреде-

лены и непрерывны на  ],,,[ dca   и  

1) 


a

dxyxf ),(  сходится равномерно по ],[ dcy  ;   

2) функция ),( yxg  ограничена на ],,,[ dca   и монотонна по x  для  

    любого ],[ dcy . 

Тогда 


a

dxyxgyxf ),(),(  сходится равномерно по ],[ dcy  . 

 Замечание 7. Вместо отрезка ],[ dc  можно рассматривать любое чи-

словое множество E , а монотонность ),( yxg  по x  для всех ],[ dcy  при  

существования ),( yxgx  можно проверить по ее знаку. Так, если производ-

ная  0),(  yxgx , то ),( yxg ) возрастает, а при  0),(  yxgx   убывает по x . 

Пример 19. Показать, что 



1

)arctg(
2

cos
dxxy

yx

x
 сходится равномерно 

на ]1,0[ .  

Решение. Здесь удобнее применить признак Абеля. Действительно, 

если положить  xyxf cos),(  , а  
yx

xy
yxg




2

)arctg(
),( ,  то неравенство  

2cos),(
11

 
BB

xdxdxyxf  
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верно для всех ]1,0[y  и 1B . Но монотонность ),( yxg  по x  не очевидна: 

поскольку числитель и знаменатель при 0y  растут с ростом x . Поэтому  

проще использовать признак Абеля, чем Дирихле. Для этого переобозначим 

функции под интегралом. Введем 
yx

x
yxf




2

cos
),( , а )arctg(),( xyyxg  . 

Функция  ),( yxg , очевидно, монотонна по x  при всех ]1,0[y , что легко 

проверить, например, по знаку ),( yxgx . Здесь  0
1

),(
22





yx

y
yxgx   и, 

тем самым, функция ),( yxg возрастает по x . Рассмотрим 


1

),( dxyxf  и ис-

следуем его на равномерную сходимость по y  на ]1,0[ . Для этого предста-

вим  

),()(
2

cos
),( 11 yxgxf

yx

x
yxf 


 , 

где xxf cos)(1  , а 
yx

yxg



2

1
),(1 . Очевидно  

2cos),(
11

1  
BB

xdxdxyxf  

для всех 1B  и при ]1,0[y   

12

1

2

1
),(0 1







xyx
yxg . 

Здесь 0
12

1


x
 при x . Тогда  по замечанию 6 0),(1 yxg  равно-

мерно при x  для всех ]1,0[y . Очевидно, 
 

0
2

2
),(

2,1 



yx

yxg x . 

Тем самым ),(1 yxg  монотонна по x  для любого фиксированного ]1,0[y . 

Таким образом, выполнены для 


1

),( dxyxf  условия признака Дирихле и 

этот интеграл равномерно сходится. Поэтому для 


1

),(),( dxyxgyxf  выпол-

нены условия признака Абеля и исходный интеграл равномерно сходится. 
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2.2. Непрерывность несобственного интеграла 1-го рода 
       с параметром  
 
Теорема 15 (непрерывность интеграла). Пусть  
1) ),( yxf  определена и непрерывна на ],,,[ dca  ;  

2) 


a

dxyxf ),(  сходится равномерно на ],[ dc .  

Тогда 



a

dxyxfyI ),()(  непрерывен на ],[ dc . 

Пример 20. Доказать, что 





0
21

cos
)( dx

x

xy
yI  непрерывен на  ,0 . 

Решение. Поскольку верна оценка 
22 1

1

1

cos

xx

xy





, для всех 0y , а 




0
21 x

dx
 сходится, то по признаку Вейерштрасса )( yI  сходится равномерно. 

Так как 
21

cos
),(

x

xy
yxf


  непрерывна по yx,  везде, то по теореме 15 получа-

ем непрерывность )( yI  на  ,0 . 

Для исследования на непрерывность часто  сужают область параметра, 
где возможно применить равномерную сходимость и, расширяя ее, получают 
непрерывность уже во всей области. Приведем такие примеры. 

Пример 21. Исследовать интеграл 





01
)(

x

xdx
I на непрерывность 

при   ,2 .  

Решение. Здесь непосредственно применить признаки равномерной 
сходимости затруднительно, хотя подинтегральная функция непрерывна и 
несложная. Пусть 2 q .Тогда )(I  для 2 q  будет уже равномерно 

сходиться по признаку Вейерштрасса, поскольку )(
11

0 xp
x

x

x

x
q










, 

а 





00 1
)(

qx

xdx
dxxp  сходится при 2q  (что легко установить по предель-

ному признаку, ибо 
1

1

1 


 qq xx

x
 при x  и показатель 11 q ). 
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Тогда, с учетом непрерывности 



x

x
xf

1
),( , получаем по теореме 15 

непрерывность )(I  для всех 2 q . Возьмем любое число 20  . По-

лагая 
2

20
0


q , получаем 20 q , и, по доказанному, непрерывность для 

всех 0q . Но 002  q . Тогда )(I  будет непрерывна и в точке 0 . 

Таким образом для всех 20   функция )(I  непрерывна. Отсюда инте-

грал )(I  непрерывен для всех 2 . 

Пример 22.  Исследовать 



1

cos
)( dx

x

x
yI

y
 на непрерывность при  

  ,0y .   

Решение. Здесь признак Вейерштрасса неприменим, поэтому исполь-
зуем другие признаки, так как исходный интеграл сходится, но не абсолютно 
(что легко установить по признаку Дирихле при фиксированном y ). Пусть 

0 ay . Представим ),()(
cos

),( 11 yxgxf
x

x
yxf

y
 , где  xxf cos)(1  , а 

yx
yxg

1
),(1   при 0 ay . Тогда 21sinsincos

1

 Bxdx
B

, а 

ay xx
yxg

11
),(1  , где 0

1


ax
  при x . Следовательно, 0),(1 yxg  

по   ,ay  и ),(1 yxg  убывает по x  при фиксированном 0 ay . Отсюда 

по признаку Дирихле получаем равномерную сходимость интеграла 




1

cos
dx

x

x
y

, а с учетом непрерывности 
yx

x
yxf

cos
),(   для 1x , 0 ay , и 

непрерывность )( yI  в области 0 ay   для  всех  a > 0.  Рассуждая как в 

примере 21,  получаем непрерывность )( yI  во всей области  0y . 

 
 
 2.3. Дифференцируемость несобственного интеграла 1-го рода 
        с параметром  
 
Правило Лейбница о дифференцируемости интеграла по параметру. 
Теорема 16. Пусть ),( yxf  и ),( yxf y  непрерывны в ],,,[ dca   и   

1) 



a

dxyxfyI ),()(  сходится;  
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2) 



a

y dxyxf ),(  равномерно сходится для  всех ],[ dcy . 

 Тогда для всех ],[ dcy  существует 



a

y dxyxfyI ),()( .  

Пример 23. Исследовать на дифференцируемость 





2 1

sin
)( dx

x

x
yI

y
 

при 43  y .  

Решение. Проверим выполнение условий теоремы 16. Очевидно  

yx

x
yxf




1

sin
),( ,    

2

1

)1(

sin
),(

y

y

y
x

xyx
yxf






 

непрерывны на ]4,3;,0[  . Проверим выполнение остальных условий теоре-

мы 16. Поскольку для ]4,3[y  имеем  
3

1

1

1

1

sin

xxx

x
yy






, ),2[ x , а  




2
3x

dx
 сходится, то по признаку Вейерштрасса для несобственного интеграла 

1-го рода интеграл 


21

sin
dx

x

x
y

 при  ]4,3[y  будет абсолютно сходиться, а 

значит и    сходиться. Для производной ),( yxf y  имеем очевидную оценку: 

   











2

1

2

1

1

4

1

sin

y

y

y

y

x

x

x

xyx
 

32

22

2

4

xxx

x
yy

y

  

для ]4,3[y  и ),2[ x . Но 


2
3x

dx
 сходится. Тогда по признаку Вейерштрас-

са для несобственного интеграла 1-го рода от параметра получаем равномер-

ную сходимость dx
x

xyx
y

y

2

1

2 )1(

sin





  для ]4,3[y . Отсюда по правилу Лейб-

ница существует dx
x

xyx
yI

y

y

2

1

2 )1(

sin
)(






 . Поскольку ),( yxf y  – непрерыв-

на и )( yI   равномерно сходится, то получаем и непрерывность )( yI   по тео-

реме о непрерывности несобственного интеграла от параметра 1-го рода. 
Замечание 8. Условия теоремы 16 о дифференцируемости интеграла 

от параметра (правило Лейбница) с применением теоремы о непрерывности 
интеграла от параметра устанавливают и непрерывность )( yI  , поскольку    
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в теореме 16 )( yI   равномерно сходится, а производная ),( yxf y  непрерывна 

для    dcayx ,,,,  . 

Пример 24. Доказать, что при 0,0   

 






 

 

ln,
0

dx
x

ee
I

xx

. 

Решение. Покажем сходимость интеграла для  всех 0,  .  Действи-

тельно, у функции  ,,xf  на  ,0  нет особых точек, ибо при 0x  

будет   ,,xf . Поэтому имеем здесь несобственный интеграл    

первого рода для любых фиксированных 0,  . Пусть 0 . Тогда 

  
 

 


0

)( )1(
, dx

x

e
eI

x
x . Поскольку 0

)1(
lim

)(








 x

xx

x xe

ee
 и ин-

теграл 





 1

0

dxe x , то есть сходится, то по предельному признаку сравне-

ния для несобственного интеграла 1-го рода, получаем сходимость  ,I  

при 0 . Если же 0 , то, рассуждая аналогично, получаем схо-

димость  ,I . Если же  , то, очевидно,   0, I . Итак,  ,I  схо-

дится при всех 0,  . Покажем законность дифференцирования по пара-

метру (правило Лейбница) для несобственного интеграла. Интегралы  

     



0

,,, dxxfI





 1

0

dxe x  

     



0

,,, dxxfI





 1

0

dxe x  

сходятся равномерно при 0,   по признаку Вейерштрасса, так как 

xx ee    и xx ee   , а 





 1

0

dxe x  – сходится. Тогда условия тео-

ремы 16 при 0,   выполнены. Но  



1

,I  и  



1

,I . То-

гда  ,I  



  ln

d
,    




 

d
I ,  ln . 

Найдем функции   ,   . При    получаем   

  ,I     0ln, I   и     ln . 

Отсюда для  0,   имеем      lnln,I



 ln . 
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 2.4. Интегрируемость несобственного интеграла 1-го рода 
        с параметром  
 
Теорема 17. Пусть функция ),( yxf  непрерывна в  dca ,,,  и 





a

dxyxfyI ),()(  равномерно сходится для всех ],[ dcy . Тогда верна 

формула:   



d

caa

d

c

d

c

dyyxfdxdxyxfdydyyI ),(),()( . 

Пример 25. Вычислить 



0

sin
)( dxe

x

x
I x ,   0 .  

Решение.  Очевидно,  



















0

1

0

)cos()( dxdttxeI x , поскольку 


 

1

0

)cos(
sin

dttxee
x

x xx . 

Покажем, что   )cos(,, txetxf x  удовлетворяет условиям теоремы 

17 и, следовательно,  

)(I 













  



0

1

0

),,( dxdttxf    
































 1

0 0

1

0 0

)cos(),,( dtdxtxedtdxtxf x .  

Очевидно,  ,, txf  непрерывна на  1;00 ,, , где     фиксируем, а t  пара-

метр. Так как для любого 0  интеграл 




0

dxe x
 сходится и 

xetxf ),,( , ]1,0[t , то по признаку Вейерштрасса 




0

)cos( dxtxe x  

сходится равномерно на [0,1]. Интегрируя по частям, получаем 

22
0

)cos(
t

dxtxe x







 . Отсюда 






















  





 1

arctgcos
sin

)(
1

0
22

1

0 00 t

dt
dttxdxedxe

x

x
I xx . 
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ГЛАВА 3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ВТОРОГО РОДА  
                     С ПАРАМЕТРОМ  
 
 

Здесь  рассмотрены интегралы вида 
b

a

dxyxfyI ),()(  при Ey  , где 

E  – некоторое числовое множество, а точка a  или b – особые. Далее, для 
определенности, множество ],[ dcE   и b – особая точка. Область сходимо-

сти )( yI  определяются на основе признаков сходимости для несобственного 

интеграла 2-го рода без параметра, при этом параметр y фиксируется.  
Далее рассмотрим непрерывность, дифференцируемость и интегри-

руемость 
b

a

dxyxfyI ),()( . Здесь важна, как и прежде, равномерная сходи-

мость  интеграла. 
 
 
 3.1. Равномерная сходимость несобственного интеграла  
       2-го рода с параметром  
 
Случай b  особой точки (опр. 4) и a  особой (опр. 4.1). 

Определение 4. 
b

a

dxyxfyI ),()(  называется равномерно сходящим-

ся для   ],[),[, dcbayx   если 

1) для всякого ],[ dcy  существует )( yI ;  
2) для всякого 0  существует 0)(  , что для всех 0 ,  

    ab   и всех  ],[ dcy  имеем (A):  
b

a

dxyxfyI ),()( .         

Определение 4.1. 
b

a

dxyxfyI ),()(  называется равномерно сходя-

щимся для ],( bax   и ],[ dcy , если  

1) для всех ],[ dcy  существует )( yI ;  

2) для всякого 0  существует 0)(  , что для всех 0  при  

    ab 0  и всех ],[ dcy   верно (B):  


b

a

dxyxfyI ),()( . 
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Замечание 9. Неравенство (A) эквивалентно    yR , , где 

  



b

b

dxyxfyR ),(,  – остаток несобственного интеграла )( yI . 

При замене 
xb

t



1

 мы переходим от интеграла 2-го рода к несобст-

венному интегралу 1-го рода. Тогда  
b

a

dxyxfyI ),()( 


c

dtytf ),(* , где 

2

1
,

1
),(*

t
y

t
bfytf 








 , а   1 abc  и  вся теория несобственного ин-

теграла 1-го рода от параметра может быть применена для исследования ин-
теграла 2-го рода. Как и в несобственном интеграле 1-го рода от параметра  
здесь также имеется критерий Коши равномерной сходимости. 

Теорема 18 (критерий Коши). Пусть ),( yxf  интегрируема по x на 

любом отрезке ),[],[ baa   в собственном смысле и всех ],[ dcy . Тогда 

для равномерной сходимости интеграла 
b

a

dxyxfyI ),()(  для всех 

],[ dcy  необходимо и достаточно, чтобы для всякого числа 0  сущест-

вовало 0)(   с ab  , что для всех   ,0,  и всех ],[ dcy  было  

выполнено  неравенство    




b

b

dxyxf ),( . 

Критерий Коши чаще удобно использовать при доказательстве отсут-
ствия равномерной сходимости. В этом случае существует 00  , что для 

всех 0  с ab   существуют   ,0, 11  и ],[ dcy   для которых   

01

1

1

),( 




b

b

dxyxf . 

Пример 26.   Исследовать  по  определению  на   равномерную сходи-

мость 
 




1

0 1
)(

yx

dx
yI  для всех )1,0(y .  

Решение.   Очевидно в этой области )( yI  существует. Используем оп-

ределение   равномерной сходимости. Пусть 0 , 01   и 0 . То-

гда 
  yx

dx
yI

y

y 









 11
)(

11

0

 для )1,0(y . Поскольку 


 

 y

y

y 1
lim

1

01
, то 
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какое бы    ни подбирали, при 01y   имеем  
 

0
1

)(
1

0




 


c
x

dx
yI

y
 

для любого 0c   и не меньше 2/0 c . Тогда для )1,0(y  нет равномер-

ной сходимости.                                                                        
Пример 27. Покажем отсутствие равномерной сходимости по крите-

рию Коши для )( yI  примера 26. Имеем для )1,0(y  и  ,0 , 0 , 

01   равенство:  

 












 yx

dx yy

y 11

111

1 y

y
y




















1

1

1
1

. 

Пусть 0



a . Но a

z

az

z
ln

1
lim

0





. Отсюда a

y

a y

y
ln

1

1
lim

1

01







 и 

1lim 1

01
 



y

y
. Тогда a

y

y
y

y
ln

1

1

lim

1
1

01






















    для любого числа 

0a  с 0 ,  .  При  1a   имеем   
 

1
1

1

1








yx

dx
  и будет больше 

любого 0 .Отсюда )( yI  сходится неравномерно для )1,0(y .                                                                           

Теорема 19. Для равномерной сходимости сходящегося )( yI  на ],[ dc  

необходимо и достаточно: остаток    0,  yR  при 0  равномерно по 

],[ dcy  . Здесь   0,  yR  означает, что для 0 , 0)(  , при кото-

ром  для всех  0  и всех  ],[ dcy   имеем     yR , . 

Теорема 20. Для равномерной сходимости сходящегося интеграла 


b

a

dxyxfyI ),()(  на ],[ dc  необходимо и достаточно, чтобы для функции 

   yRP
dcy

,sup
],[




 существовал 0)(lim
0




P . 

Пример 28.  Исследуем  
 




1

0 1
)(

yx

dx
yI   при  )1,0(2  Ey   на  рав-

номерную  сходимость,  используя  теорему  20.   
Решение.  Имеем   для остатка  yR ,   равенство  
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 
  yx

dx
yR

y

y 










 11

,
11

1

,  )1;0(2  Ey . 

Тогда   







|
1

|sup
1

y
P

y

для всех  )1;0(y  и )(P  не стремится к 0 . 

Таким образом, здесь нет равномерной сходимости для  )( yI . 
Следствие 4. Если интеграл )( yI  сходится на  ],[ dc  и  

    )(,sup
],[




qyRP
dcy

 

и 0)(lim
0




q ,  то 
b

a

dxyxfyI ),()(  равномерно сходится  на ],[ dc . 

Пример 29. Используя следствие 4, доказать равномерную сходимость 

 



1

0 1

sin
)( dx

x

xy
yI

y
 на  ]

4

3
;

3

1
[E ..  

Решение. Здесь 

   yR ,
      4/31111

sin

1

sin 4/111

1

1

1

1

1





















 yx

dx
dx

x

xy
dx

x

xy y

yyy
 

для Ey  , а     4/14,sup 


yRP
Ey

. При 4/14)( q имеем 0)( q  с 

0  и, тем самым, )( yI  равномерно сходится  по следствию  4.   

Теорема 21 (признак Вейерштрасса). Пусть  
1) ),( yxf  непрерывна на ];[);[ dcba  ;  

2) для всех   ],[),[, dcbayx   имеем  )(),( xpyxf   для некоторой  

     функции )(xp  определенной на );[ ba ;  

3) 
b

a

dxxp )(  сходится (в собственном или несобственном смысле).  

Тогда  
b

a

dxyxf ),(   абсолютно и равномерно сходится на  ],[ dc . 

Пример 30. Исследовать по признаку Вейерштрасса равномерную 

сходимость 
 




1

0 11

)sin(
)( dx

xx

xy
yI

y
 на  ]

2

1
;0[ . 

Решение. Для функции  ),( yxf   имеем оценку:  
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 





yxx

xy
yxf

11

sin
),(

   yy xxx

xy




 1

1

11

sin

 
2

1

1

1

x

  

для 







2

1
,0y . Нетрудно установить, что 



1

0 1 x

dx
 сходится. Тогда, вводя 

x
xp




1

1
)( , получаем, что  )( yI    абсолютно и равномерно сходится для  









2

1
,0y  по теореме 21 (признак Вейерштрасса). 

В случаях, когда )( yI  сходится условно, для исследования на равно-

мерную сходимость применяются признаки Абеля и Дирихле. 
Теорема 22 (признак Дирихле). Пусть   
1) функции ),( yxf , ),( yxg  непрерывны  на ];[);[ dcba  ;  

2) функция   



a

dxyxfyF ),(,  при ba   равномерно ограничена  

    на ];[);[ dcba  ;  
3) для любого ],[ dcy  функция ),( yxg  монотонна по x на );[ ba  и  

    0),( yxg  при 0 bx  и ],[ dcy .  

Тогда интеграл 
b

a

dxyxgyxf ),(),(  сходится равномерно на  ],[ dc . 

Замечание 10. Равномерная сходимость 0),( yxg  при 0 bx  и 

],[ dcy  означает следующее: для всякого числа 0  существует 0)(  , 

такое, что при всех  xb0  и всех ],[ dcy  модуль ),( yxg . В ча-

стности для установления равномерной сходимости 0),( yxg   можно ис-

пользовать теоремы, аналогичные теореме  20 и следствию 4. На практике 
возможны варианты. Так, например, если )(),( 1 xgyxg  , то есть зависит 

только от x , и в условии 3) 0)(1 xg  при 0 bx .  Монотонность 

),( yxg  можно проверить, при условии существования ),( yxgx  по ее знаку. 

Так, если 0),(  yxgx  при ),[ bax  и ],[ dcy , то функция  ),( yxg  убыва-

ет по x , а при 0),(  yxgx   возрастает по x . На практике так и следует осу-

ществлять эту проверку. 
Пример 31. Исследовать по признаку Дирихле равномерную сходи-

мость    
1

0

sin)cos(
)( dx

x
x

y
xyy

yI   при 







2

1
,0y .  
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Решение. Здесь особая точка  0a , а функция   

x

x

y
xyy

yxP











sin)cos(

),(  

знакопеременна. Введем 
2

sin),(
x

y

x

y
yxf  ,  )cos(),( xyxyxg  . Тогда 

  












111

2
cossinsin,

x

y

x

y
d

x

y
dx

x

y

x

y
yF




y
y coscos  

для всех 







2

1
,0y  и всех 10  . Очевидно,   2coscos, 




y
yyF . 

Тем самым  yF ,  равномерно ограничена для всех 







2

1
,0y  и 10   и  

условие 2 признака Дирихле здесь выполнены. Условие 1) признака Дирихле 
здесь тоже выполнено, поскольку ),( yxf  и ),( yxg  непрерывны на 

  







2

1
,01,0 . Проверим выполнение условия 3) признака Дирихле для функ-

ции )cos(),( xyxyxg  . Поскольку xxyxxyxyxg  )cos()cos(),( , 

то при 0x  будет 0),( yxg  по 







2

1
,0y , согласно определению 1 

(равномерной сходимости функции), что нетрудно проверить, ибо ),( yxg  

имеет мажоранту || x : xyxg ),( . Покажем монотонность функции 

),( yxg  по x . Поскольку   )sin()cos()cos(),( xyxyxyxyxyxg xx  , то 

достаточно установить знак производной для монотонности ),( yxg . Рас-

смотрим функцию zzzzp sincos)(  , где аргумент 







2

1
,0z . Предста-

вим ее в виде: )tg1)((cos)( zzzzp  . Так как 
2

1
0  z

4


 , то 1tg0  z . 

Тогда 
2

1
tg zz  и 0tg1  zz . Но 0cos z  для 







2

1
,0z . Отсюда 0)( zp  

на 






2

1
,0 . Для  xyz   при )1,0(x  и 







2

1
,0y  имеем 







2

1
,0xy . Тогда и 

),( yxg  возрастает по x  так как 0),()sin()cos()(  yxgxyxyxyxyp x , 

и  по признаку  Дирихле )( yI  равномерно сходится на  






2

1
,0 . 
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Теорема 23 (признак Абеля). Пусть  

1) функции ),( yxf  и ),( yxg  непрерывны на ];[);[ dcba  ;  

2) 
b

a

dxyxf ),(  равномерно сходится на ];[ dc ;  

3) ),( yxg  ограничена на ];[);[ dcba   и при всех ],[ dcy  монотонна  

    по x на  );[ ba .  

Тогда 
b

a

dxyxgyxfyI ),(),()(  сходится равномерно на ];[ dc . 

Замечание 11. Так, если )(),( 1 xfyxf   и 
b

a

dxxf )(1  сходится, то вы-

полнено условие 2). Если же  )(),( 1 xgyxg   и  )(1 xg  монотонна по x  и ог-

раничена, то выполнено условие 3). При дифференцируемости ),( yxg    мо-

нотонность ),( yxg  можно проверить по знаку производной. Так при 

0),(  yxgx  функция ),( yxg  убывает, а при 0),(  yxgx  возрастает по x    

при   любом  ],[ dcy .   

Пример 32. Исследовать 
1

0

coscos
)( dx

x
x

y
xyy

yI  на равномерную 

сходимость  для ]1,0[y .  

Решение. Здесь особая точка 0a , а подинтегральная функция 

x
x

y
xyy

yx
coscos

),(


 . Введем 
x
x

y

yxf
cos

),(   и )cos(),( xyyyxg  . Так 

как ),( yxf
xx

x

y
1

cos
 , а 

1

0 x

dx
 сходится, то по признаку Вейерштрасса 

(теорема 21) получаем равномерную сходимость 
1

0

cos
dx

x
x

y

 по ]1,0[y .  

Очевидно, ),( yxg 1coscos  yxyyxyy  при ]1,0[y   и  ),( yxg  

убывает по x , поскольку  0sin),( 2  xyyyxgx  на ]1;0[]1;0(  . Кроме то-

го, ),( yx  непрерывна на ]1;0[]1;0(   и условия с 1) по 3) в теореме 23  вы-

полнены. Тогда )( yI  равномерно  сходится на  ]1;0[ . 
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 3.2. Непрерывность несобственного интеграла  
         2-го рода с параметром  
 
Теорема 24 (непрерывность )( yI ). Пусть 

1) ),( yxf  определена и непрерывна на ];[);[ dcba  ;  

2) 
b

a

dxyxfyI ),()(  равномерно сходится.  

Тогда )( yI  непрерывен на ];[ dc . 

Пример 33. Показать непрерывность 


4

0 4

sin
dx

x

xy
 для    ,y .  

Решение. Для любого отрезка ];[ dc  функция 
x

xy
yxf




4

sin
),(  непре-

рывна на ];[)4;0[ dc . Исследуем )( yI 


4

0 4

sin
dx

x

xy
 на равномерную схо-

димость. Применим здесь признак Вейерштрасса. Очевидно  

xx

xy

x

xy
yxf










4

1

4

sin

4

sin
),( . 

Но 


4

0 4 x

dx
 сходится. Тогда по теорема 21 )( yI  сходится абсолютно и рав-

номерно на ];[ dc  и по теореме 24 (о непрерывности) получаем непрерыв-

ность )( yI  на ];[ dc , а значит в любой точке   ,0y . Отсюда )( yI  бу-

дет непрерывен на   , . 

 Пример 34. Исследовать 
 



1

0 1

sin
dx

x

x

y

y
 на непрерывность при  1,0y .  

Решение. Здесь )( yI
 



1

0 1

sin
dx

x

x

y

y
 абсолютно сходится по мажорант-

ному признаку для несобственного интеграла 2-го рода, ибо для 

 yx

x

y

yxf



1

sin
),(  будет 

   yy xx

x

y

yxf






1

1

1

sin

),( .  Но 
 



1

0 1 yx

dx
  сходит-

ся для  всех  1,0y .  Рассмотрим  любой отрезок  )1,0(],[ dc . Отсюда 

10  dc  и для ];[)1;0[),( dcyx   получаем 
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   dy xx
yxf







1

1

1

1
),(  

Так как 1d , то 
 



1

0 1 dx

dx
 сходится. Тогда по признаку Вейерштрасса (тео-

рема 21) с учетом мажоранты 
 dx

xp



1

1
)(  получаем равномерную схо-

димость )( yI  на ];[ dc  и по теореме 24 (о непрерывности) )( yI  будет не-

прерывен на )1,0(],[ dc . Поскольку ];[ dc  любой, то получаем непрерыв-

ность )( yI  в любой внутренней точке  1;0y   или непрерывность на  1,0 .  

Пример 35. Исследовать 
1

0

sincos
)( dx

x
x

y
xyy

yI  при 







2

1
;0y  на 

непрерывность.  
Решение. Здесь функция 

x
x

y
xyy

yxf
sincos

),(


  

 для ]1,0(x  и 







2

1
;0y . Точка 0a  особая, но ),( yxf  непрерывна на 









2

1
;0]1;0(  и )( yI  равномерно сходится по признаку Дирихле (см. при-

мер 31). Тогда по теореме 24 (о непрерывности) получаем непрерывность  

)( yI  на 






2

1
;0 . 

Пример 36. Исследовать 
1

0

coscos
)( dx

x
x

y
xyy

yI  при ]1;0[y  на не-

прерывность.  
Решение. На основе примера 32 получаем равномерную сходимость 

интеграла )( yI  по признаку Абеля. Но функция 

x
x

y
xyy

yxf
coscos

),(


  

непрерывна на  ;10]1;0(  , где 0a  – особая точка. Тогда по теореме 24 (о 

непрерывности)  )( yI   непрерывен  на  ;10 . 
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 3.3. Дифференцируемость несобственного интеграла  
        2-го рода с параметром  
 
Теорема 25 (правило Лейбница). Пусть  
1) ),( yxf  определена и непрерывна в ];[);[ dcba  ;  

2) производная ),( yxf y  непрерывна в ];[);[ dcba  ;    

3) 
b

a

dxyxfyI ),()(  сходится на ];[ dc ;  

4)  
b

a
y dxyxf ),(  сходится равномерно на  ];[ dc .  

Тогда существует непрерывная    
b

a
y dxyxfyI ),()( . 

Пример 37. Вычислить 





1

0
21

)arctg(
)( dx

xx

x
I . 

Решение. Здесь 
21

)arctg(
),(

xx

x
xf




  и производная  

  222 11

1
),(

xx
xf


  

непрерывны на   ,)1;0[ . Поскольку 

),(  xf   xxxx 





1

1

111

1
22

 

и 


1

0 1 x

dx
 сходится, то по признаку Вейерштрасса (теорема 21) получаем 

равномерную сходимость  

1

0

),( dxxf  на   ,  и  

 
 


 

1

0
222

1

0 11
),(

xx

dx
dxxfI . 

 по теореме 25 (правило Лейбница). Сделаем в последнем интеграле замену 

tx sin . Тогда  
  








2

0
22

1

0
222 sin111 t

dt

xx

dx
. Осуществляя замену 

tu ctg , получаем в интеграле, после несложных преобразований, что 
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







 0
22

2

0
22 1sin1 u

du

t

dt
, 

ибо 
t

dt
du

2sin
  и 0 , а 0

2



. Но  

aa

u

aua

du

u

du

2
arctg

1

1 00
22

0
22











 , 

где  222 1 a . Отсюда 
212

)(



I  и  c

d
I 




  212

)( . 

Вычисляя )(I , получаем, что   cI 


 21ln
2

)( . Но 0)0( I . То-

гда c 1ln0 . Отсюда 0c .  Окончательно,  

 2
1

0
2

1ln
21

)arctg(
)( 







  dx

xx

x
I . 

 
 
3.4. Интегрируемость несобственного интеграла  
       2-го рода с параметром  
 
Теорема 25 (об интегрируемости). Пусть 
 1) ),( yxf  определена и непрерывна в ];[);[ dcba  ;  

2) существует 
b

a

dxyxfyI ),()( и равномерно сходится.  

Тогда существует  
b

a

d

c

d

c

dxyxfdydyyI ),()( 
d

c

b

a

dyyxfdx ),( . 

Пример 38. Вычислить 



1

0
21

darctg

xx

xx
I .  

Решение.  При замене xtu   имеем 
x

xarctg
= 



1

0
221 tx

dt
 для всех 0x  

и 
   

















1

0

1

0
222 11

dx
xtx

dt
I . Покажем, что 

  222 11

1
),(

xtx
txf


  

удовлетворяет условиям теоремы 25 и можно менять порядок интегрирова-
ния, которое имеет вид: 
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
















 
1

0

1

0

1

0
2

),(
1

arctg
dxdttxf

xx

xdx
  












1

0

1

0

),( dtdxtxf . 

Здесь ),( txf  непрерывна на ]1;0[)1;0[  . Интеграл  

 



1

0
222 11

)(
xtx

dx
tJ  

для ]1,0[t  сходится равномерно по признаку Вейерштрасса, ибо имеется 

оценка  
  xxtx 


 1

1

11

1
222

  для )1,0[x , ]1,0[t  и 


1

0 1 x

dx
 сходит-

ся. При zx sin  в )(tJ , имеем  

 




1

0
222 11 xtx

dx






2

0
22 sin1 zt

dz
, 

а при zu ctg , получаем  







2

0
22 sin1 zt

dz
2

0
22

121 tut

du







 



. 

Таким образом  
212

)(
t

tJ



 . С учетом равенств  

 

 




















  

1

0

1

0
222

1

0
2 111

arctg
dt

xxt

dx

xx

xdx
I  



1

0
212 t

dt
 

 
и значения  интеграла 

   21ln
2

1ln
212

1

0

2
1

0
2











 tt

t

dt
 

получаем, что  21ln
2




I . 

Таким образом, применяя интегрирование по параметру можно вычис-
лять несобственные интегралы без параметра. 
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ГЛАВА 4. ЭЙЛЕРОВЫ ИНТЕГРАЛЫ 
 
 
4.1. Бета-функция 
 

Интеграл 
 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba называется бета-функцией. Об-

ласть сходимости  здесь 0, ba , где ),( baB   непрерывна. 

Свойства бета-функции: 
А1) Симметрия: ),(),( abBbaB   

А2) Понижение:  

а) )1,(
1

1
),( 




 baB

ba

b
baB , для 1,0  ba ;  

б) ),(
1

),1( baB
ba

a
baB




 ,    ),(

1
)1,( baB

ba

b
baB




 ; 

А3) 
anna

n
naB

)1)...(1(

)!1(
),(




    и    

)!1(

)!1()!1(
),(






nm

mn
nmB ; 

А4) 
a

aaB





sin
)1,(  для 10  a  и  









2

1
,

2

1
B , 

a
aB

1
)1,(  ; 

А5) 
 










0

1

1
),(

ba

a

y

dyy
baB ,  0, ba  и 

a
dy

y

y
aaB

a







 

 

sin1
)1,(

0

1

; 

Пример 39. Вычислить 




2

0

cossin),( xdxxnmI nm .  

Решение. При   xt 2sin  для   1,1  nm  получаем   

   

1

0

2

1

2

1

1
2

1
),( dtttnmI

nm








 

2

1
,

2

1

2

1 nm
B . 

В частности  
322

3
,

2

5

2

1
2,4











 BI , который  вычисляется  на основе   

следующего примера  40.  

Пример 40. Вычислить   
1

0

2

1

2

3

1 dxxx .  

Решение. Здесь интеграл   



1

0

1
2

3
1

2

5

1 dxxx 









2

3
,

2

5
B . Тогда на основе 
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свойства А2) получаем  














































2

3
,

2

1

1
2

3

2

3

1
2

3

2

1

2

3
,

2

3

2

1

2

3
,

2

3

1
2

3

2

5

1
2

5

2

3
,

2

5
BBBB  

162

1
,

2

1

16

1

2

1
,

2

1

1
2

1

2

3

1
2

3

8

1

2

3
,

2

1

8

1 































 BBB . 

 

Пример 41. Вычислить 




2

0

tg xdxI p .  

Решение. При tx tg  имеем  








 






 





2

1
1,

2

1

2

1

12

1

0

2

1

pp
Bdt

t

t
I

p

2
cos2

2

1
sin2

1

pp 








, 

где 01p  и  0
2

1
1 




p
. Отсюда область сходимости  1|| p .   

Пример 42. Вычислить через бета-функцию 
 






0
pn

m

bxa

dxx
I , где 

0, ba  и 0, nm . 

Решение. Положим 

n

t
b

a
x

1









 .Тогда  

   







 





































n

m
p

n

m
B

nab

a

t

t

na

b

a

bxa

dxx
ppppn

m n

m

n

m
n

m

1
,

11

1

1
1

1

1

00

 

 
С учетом положительности аргументов для ),( baB  интеграл сходится при 

значениях   nmp ,,  удовлетворяющих   
n

m
p

1
0


   или  p

n

m





1
0 .  
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 4.2. Гамма-функция 
 

 Интеграл  



0

1)( dxexa xa  называется  гамма-функцией.  Ее об-

ласть сходимости, непрерывности и бесконечной дифференцируемости   

0a  и  производная     



0

1 ln)( dxexxa xkak . 

Свойства гамма-функции:  

В1)  )()1( aaa  ,  0a ; 

В2) )()1)...(2)(1()( aannanana  ;  

     а) !)1( nn  ,    б) 1)1(  ;   

В3) 
 














n

n
n

2

!!12

2

1
;   










2

1
; 

В4) 
a

aa





sin
)1()(  –  формула дополнения, где   10  a . 

В5) Связь бета и гамма функций: 
)(

)()(
),(

ba

ba
baB




 . 

В6) Формула Лежандра: 
122

)
2

1
()(






a
aa   при  0a . 

Пример 43. Вычислить, применяя эйлеровы интегралы, интеграл Эй-

лера-Пуассона 



0

2

dxeI x   из теории вероятностей. 

 Решение. Заменим tx 2 . 0t . Тогда tx  , а 
t

dt
dx

2
  и 00  , 

 . Отсюда   







 












2

1

2

1

2

1

2

1

000

1
2

1

2

1
2

dtetdtetdxe ttx . 

Но 









2

1
 найдём используя формулу дополнения:   




















2

1
1

2

1






2
sin

. 

Откуда  









2

12   или  









2

1
. Следовательно, 

2


I . 
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Замечание 12. )(a  как интеграл 1-го рода заменой  
x

t
1

ln   в равен-

стве 



0

1)( dteta ta   преобразуется в 












1

0

1
1

ln)( dx
x

a
a

 

Пример 44. Вычислить 
 





2

0
3 2 2 xx

dx
I . 

Решение. Заменим  tx 2  при  dtdx 2 . Тогда получаем  

   
2

0

3

1

3

2

2 dxxxI  

       
 1

0

1

0

1

0

1
3

21
3

1

3

1

3

2

3

1

3

1

3

2

3

2

112212 dtttdtttdttt 








3

2
,

3

1
B . 

Но  
3

2

2

3
3

sin3

1
1,

3

1

3

2
,

3

1 


























BB .  Следовательно, 

3

2
I . 

 Пример 45. Вычислить 
  


 


2

1
4 312 xx

dx
I .  

Решение. Имеем  

       




1

0

2

1

33)1(312
4

3

4

1

4

1

4

3

4

1

dtttdxxxI  

2

2

4

3
sin4

3
1,

4

3

4

1
,

4

3
)1(

1

0

4

3

4

1

























 



BBdttt . 

Здесь  сделана замена batx  , чтобы 01 , а 12  .Нетрудно, пока-

зать, что 3,1  ab  и 13  tx , а  dtdx 3  и  )1(32 tx  , tx 31  .  
          Используя  производные,  можно находить различные интегралы. 

Пример 46. Вычислить. 
 




0

1

1

ln
)(

x

xdxx
pI

p

. 

Решение. Очевидно, )( pI  является  производной  от бета-функции    




 
 

0

1

1
)( dx

x

x

dp

d
pI

p

 


















p

p

pdp

d
ppB

dp

d
2

2

sin

cos

sin
1, , 10  p .   
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Пример 47. Вычислить 





0
31

ln
dx

x

xx
I .  

Решение. Полагая  tx 3 , получаем, что  









0

ln
19

1
1

3

2

tdt
t

t
I

27

2

3

2
sin

3

2
cos

9

1 2

2

2









  

 с  использованием  предыдущего   примера, где  
3

2
p . 

Пример 48. Вычислить 





0
4

2

1

ln
dx

x

x
I .  

Решение. Заменим tx 4 . Полученный интеграл  







0

2

1

ln

64

1
4

3

dt
t

tt
I   

является второй производной от  бета-функции: 


 




0

21

1

ln
dt

t

tt p

















 

dt
t

t

dp

d p

0

1

2

2

1
   ppB

dp

d
1,

2

2














pdp

d

sin2

2

 

при 
4

1
p . Тогда имеем  

  2

4

1
2

2

4

1
2

2

64

23

sin64

1
1,

64

1















 pp
pdp

d
ppB

dp

d
I  

Пример 49. Вычислить 
 




0

1

ln)1(
)(

xx

dxx
pI

p

.  

Решение. Нетрудно видеть, что   cdpppBpI   1,)( , где  

p
dx

x

x
ppB

p







 

 

sin1
)1,(

0

1

. 

Отсюда cdp
p

pI 



  sin

)( . Осуществляя замену 
2

tg
p

t


 , получаем 

c
p

ct
t

dt
dp

p








 2

tglnln
sin
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и c
p

pI 



2

tgln)( , где 10  p . Полагая, 
2

1
p  имеем  cI 








1ln

2

1
 

или 









2

1
Ic . Отсюда 













2

1

2
tgln)( I

p
pI . 

Пример 50. Вычислить  
a

dxxaxI
0

222  при  0a .  

Решение. При замене tax  , 0t  имеем  








































 

2

3

2

3

2

3

2

3

22

3
,

2

3

2
)1(

2

441

0

2

14
2

1

a
B

a
dttt

a
I  

  2!2

2

3

3

2

3

2

422
4




























a
a

.  

Но  


















12

!!1

2

1
1

2

3
. Отсюда 

1624

424

0

222 aa
dxxax

a 








 
 . 

Пример 51. Вычислить 





0
2

4

)1(
dx

x

x
I .  

Решение. Интеграл  
 






0
21

4

1

dx
x

x
I  выражается через бета-функцию 

 















0 4

3

4

5

1
4

5
,

4

3
1

4

5

x

dxx
B . Тогда  получаем: 

 































































2

4

5

4

3

4

5

4

3

4

5

4

3

4

5
,

4

3
B   

 

224

1

4

1

4

1
1

!1

4

1
1

4

1
1









































 . 

 



 42 

Здесь использована связь бета и гамма–функций, а  также    ppp  1  и 

 
p

pp





sin
1)(    при   

4

1
p . Итак, 

22


I . 

Пример 52. Найти площадь области ограниченной кривой  

  24622 yxyx  . 

Решение. Так как yx,  входят в уравнение в четной степени, то кривая 

симметрична относительно координатных осей и достаточно найти ее пло-
щадь в 1-ом квадранте: 0x , 0y . Введем замену:  cosx ,  siny . 

Тогда уравнение в полярных координатах будет:  24612 sincos  или 

 246 sincos , где 
2

0


 . Как известно, площадь  





2

1

2

2

1
dS . 

Так как  
3

2

3

4

sincos2 , то  

 






























 



6

5
,

6

7

2

1

2

1
3

2

,
2

1
3

4

2

1
sincos

2

1 2

0

3

2

3

4

BBdS
 























2

6

5

6

7

2

1    

 

6

6
sin

12

1

6

1
1

6

1

12

1

6

5

6

1

12

1

6

5

6

1
1

2

1 



























































 . 

 

Здесь использован  для вычисления  S  пример 39  при 
3

4
m   и  

3

2
n . 

Используя симметрию кривой относительно координатных осей, полу-

чаем, что общая площадь в примере 52 будет  равна 
3

2

6
44





S .  

Пример 52 показывает возможность применения эйлеровых интегра-
лов при вычислении площадей плоских фигур. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 
 

1. Исследовать на непрерывность функцию dx
yx

xyf
yF 




1

0
22

)(
)( , где   

    функция )(xf  непрерывна и положительна на ]1;0[ . 

2. Найти )(xF  , если  

1) dyexF
x

x

xy




2
2

)( ;        2) dx
x

x
F 

 


0

)1ln(
)( . 

    Ответ:   

                  1) 
352

2

2)( 2 xxxy
x

x

exedyeyxF    ; 

                  2) 





)1ln(
2)(

2

F . 

3. Вычислить dx
x

xa
aJ 




2

0
tg

)tg(arctg
)( , применяя дифференцирование  

    по параметру a . 

    Ответ: |)|1ln()(sign
2

)( aaaJ 


 ,  a R. 

4. Вычислить  

dxxbxabaJ )cossinln(),(
2

0

2222




 , 0, ba , 

    применяя  дифференцирование по параметру. 

    Ответ:  
2

ln
ba 

 . 

5. Вычислить при  0, ba  

dx
x

xx
J

ab





1

0
1

ln
,     dx

x

xx

x
J

ab





1

0
2

ln
)

1
sin(ln , 

     используя   
 b

a

y
ab

dyx
x

xx

ln
. 

     Ответ:   
1

1
ln1






a

b
J ,   )1(arctg)1(arctg2 abJ  . 
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6. Вычислить dx
x

xx

x
J

ab





1

0
ln

)
1

cos(ln ,  0, ba . 

    Ответ:  
22

22
ln

2

1
2

2






aa

bb
J . 

7. Доказать, что интеграл )(aJ  сходится равномерно на множестве E : 

    1) 





0
2 1)(

)(
ax

dx
aJ ,        ),0[ E ; 

    2) 





0
241

)(
ax

adx
aJ ,             ),( E ; 

    3) dx
x

xax
aJ 




2

ln)cos(
)( ,     ),[ 0  aE , 00 a ; 

     4) dx
x

x
eaJ ax





1

cos
)( ,         ),0[ E . 

8. Доказать, что интеграл )(aJ  сходится равномерно на множестве 1E  

    и сходится неравномерно на множестве 2E : 

    1) dxeaJ ax




0

)( 2

)( ,         ]1;0[1 E , ),0[2 E ;  

    2) xdx
x

x
aJ

a

sin
ln

)(
1



 ,      ]1;0[1 E , ),1[2 E . 

9. Доказать, что функция )(aF  непрерывна на множестве E : 

    1) 
 


0 |sin|

)( dx
x

e
aF

a

x

,        )1;0(E ; 

    2) 





0 )(

sin
)( dx

xx

x
aF

aa
,    )2;0(E . 

10. Вычислить, используя дифференцирование интегралов по  
      параметру: 

     1) dx
x

ee xx


 













 

0

2

;             2) dxmx
x

ee xx


  

0

cos ; 

 

     3) dx
xx

ax



1
22 1

)(arctg
;                     4) dxxe xk




 
0

)cos(
22

. 
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     Ответ: 1) 
)(2

22

)(

)2()2(
ln








,   0 , 0 ; 

 

                 2) 
22

22

ln
2

1

m

m




,     0 , 0 ; 

 

                 3) )1||1)(sign(
2

2aaa 


; 

                 4) 
2

2

2

||2
ke

k




,  0k . 

11. С помощью эйлеровых интегралов вычислить интеграл: 

      1) dxxJ n)(ln
1

0
 ,          2) dxexJ xn





0

12 2

,  где n– целое 

       положительное число; 

      3) dx
x

x
J 




1

0
3 2

4

)1(
;     4) dxxexJ axp





0

ln ,   0a , 1p . 

      Ответ: 1) !)1( nn ;     2) !
2

1
n ;     3) 3

27

4
 ;    4) 







 
1

)1(
pa

p

dp

d
. 

12. Доказать равномерную сходимость интегралов при  E . 

1.





2

);2[;
ln

E
xx

dx
;                      2.  



5.0

0

);3[;
ln

E
xx

dx
; 

3.


 

0

);1[;
2

Edxe x
;                      4.






0

2
]1;1[;

arctg)1ln(
Edx

x

xx
   

5.


 

0

);1[;cos Exdxe x ;            6.






3

2

1),;[;
)2(

sin)(ln
aaE

x

xx
; 

7.





2

22

2

);(;
ln

Edx
x

x
;             8.






0

6
)1;(;

)(1
E

x

xdx
; 
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9. 

1

0

81 0),;[;ln aaExdxx ;    10.


 

2

]4;2[; Edxex x
; 

11. 








);(;

4

cos
2

Edx
x

x
;            12. 



1

0 2

1
2

]2;0[;

)1(

arctg
Edx

x

xx
;  

13. 



1

0 3

2
)

2

1
;0(;

)2()1(

Edx

xx

x
;     14.






2

0),;[;
cos

aaEdx
x

x
;  

15.


 

2 3

1
);0[;

cos
Edxe

x

x x ;              16.





1

);1[;
lncos

Edx
x

xx
;    

17.







1

222

22

);(;
)(

Edx
x

x
;        18.








2

2
);1[;

ln)1(

sin
Edx

xx

xx
;   

19.


 

0

);2[;cos Edxx ;                  20.


 

0

);0[;
sin

Edxe
x

x x ;      

13. Исследовать на непрерывность интеграл от параметра при E . 

1. );(,

0

)( 2




 Edxe x ;            2.  






,,
1

cos

0

2
Edx

x

x
; 

3.  


;1,)sin(

0

2 Edxx ;            4.  1;0,
sin1

0





 
Edx

x

x ; 

5.  1;0,
sin

1

0

 
Edx

x

x
;                      6. );(,lnsin

1

2








 



Edxx
x

; 

7.  





;2,

2
0

E
x

xdx
;   8.  



 ;0,
sin

0

Edxe
x

x x ; 
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9.  
 ,,

4)(

ln
1

0

2
Edx

x

x
;      10.  





;2,

410
0

E
xx

xdx
; 

11.  






,,
1

cos

0
3

Edx
x

x
;            12.  





;0,

1

sin

1

Edx
x

x
; 

13.  




,,
)(4

sin

0

2
Edx

x

x
;     14.  1;0,

sin
0





E

x

dx
; 

15.  


 ;,

0

2

Edxe x ;               16.  2;0,
sin

1

0

 
Edx

x

x
;.  

17.  




 ;0,
8

sin

0

Edxe
x

x x ;            18.  


 ;0,sin

0

2 Edxxe x ; 

19. 








 1;
2

1
,)1(ln

1

0

2 Edxx ;          20.  1;0,
sin

0








Edx
x

e x

; 

14. Найти  производную несобственного интеграла от параметра : 

1. 0,
sin

1

2






dx
x

x
;            2. 







,
)(1

cos

0

2
dx

x

x
; 

3. 


 ,cos

0

2

xdxe x ;           4. 0,
1

cos

0

2








dx
x

x
; 

5. 






,
)1(

sin

0

22
dx

x

xx
;            6. 0,

0

2




 dxe x ; 

7. 






,
1

sin

0

2
dx

x

x
;                      8. 0,

0




 dxe x ; 
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9. 





 ,
cos1

0

dxe
x

x x ;           10. 





 ,
sin

0

dxe
x

x x ; 

11. 



 ,

1

arctg
1

0
2

dx
xx

x
;            12. 0,

)1(

)1ln(

0

22

22








dx
xx

x
; 

13. 






,
1

arctg

1
22

dx
xx

x
;            14. 1,

1

)1ln(
1

0
22

22





 dx

xx

x
; 

15. 0,

0

2

2











 


dxe x
x

;             16. 






,
)1(

sin

0

32
dx

x

xx
; 

17. 0,
1

)1ln(
1

0
2

2





 dx

x

x
;    18. 







 



,
sin

0

3

dx
x

x
; 

19. 0,cos

0

2




 xdxe x ;    20. 0,
sin

0




 dx
x

x
e x ; 

15. Используя интегралы Эйлера, вычислить интегралы: 

1. 

2

0
3 2 )2( xx

dx
;                                        2. 




2

1
4 3)1)(2( xx

dx
;      

3. 

2

0
5 23 )2(( xx

dx
;                                      4. 

2

1

3 2 )1()2( dxxx ;    

5. 


1

0

2)2(

1

x

dx

x

x
;                                    6. 

1

0
3 32)1( xxx

dx
; 

7. 


1

0

3)1(

)1(
dx

x

xx
;                                        8. 


1

0

3

4 3

)1(

)1(
dx

x

xx
;         
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9. 





dx
e

xe
x

x

12

2
;                                            10. 








0,
1

0

1

dx
x

x
;     

11. 

1

0
1

ln
dx

x

xx
;                                           12. 






dx
xx

x

)1(

ln
; 

13.



0

2 1

ln
dx

x

x
;                                            14. 10,

1

ln

0

1




 

adx
x

xxa

;       

15.



0

21

ln
dx

x

xx
;                                           16.




0

3 )2(

ln
dx

xx

x
;   

17.



2

0

64 cossin xdxx ;                                   18.





0

1,
cos1

sin
pdx

x

xp

; 

19.



 

2

0

12 10,tg xdx ;                           20.








2

0

2
10,

)cos(sin

tg

xx

xdx
 

16. Выразить через интегралы Эйлера: 

1. 

1

0
4 1 x

dx
;                              2.

 

1

0

)1( dxxx ;   

3.







0

1

)1(
dx

x

x
;                                            4.



1

0
3 3

2

1
dx

x

x
;       

5. dx
x

x









 2

2

1
;                                6. dx

x

x








0

)1(
; 

7.







0

3)24( x

dxx
;                                 8. 

1

0
1 x

dx
;   
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9.
 

1

0

121 )1( dxxx ;                                10. 

1

0
)1( x

dx
;    

11.




0

arctg
dx

x

x
;                                12.  

1

0
21 x

dx
; 

13. ;
)1ln(

0

2



dx

x

x
                           14.




0

3

)1ln(
dx

x

x
;      

15.




2

0

1sin xdx ;                                           16.




2

0

1cos xdx ;   

17.




2

0

tg xdx ;                                18.




0

3 dxex x ; 

19.










1

0

1
ln dx

x
;                                   20.

 


0

1

1

ln
dx

x

xx
;  
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