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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
Учебно-методическое пособие составлено на основе опыта проведения 

практических занятий и лекций по математическому анализу на ИИТММ и по-
священо теме  “Кратные интегралы”. Её цель помочь студентам лучше усвоить 
теоретический материал и привить навыки его использования к решению кон-
кретных прикладных задач. 

Материал разбит на 3 главы, в  которых представлены  необходимая тео-
рия и примеры решения типовых задач.  

Глава 1 посвящена криволинейным интегралам  1-го и 2-го рода и фор-
мулам их вычисления. Приведены также геометрические и механические при-
ложения этих интегралов.  

Глава 2  содержит основные понятия для поверхностных  интегралов     
1-го и 2-го рода и способы сведение к двойным интегралам. Имеются также  
их геометрические и механические приложения.  

В главе 3 представлены основные понятия векторного анализа и их связь 
с криволинейными и поверхностными интегралами.  

Отметим, что пособие может быть полезным и студентам других фа-
культетов университета ННГУ, а также при проведении практических занятий 
и самостоятельной работе студентов. 

. 
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ГЛАВА 1. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

 
1.1. Криволинейный интеграл 1-го рода 
  
Пусть на некоторой плоской гладкой или кусочно-гладкой кривой 

ABL  , соединяющей точки А и В задана функция ),( yxfz  , а nT  ─ произ-

вольное разбиение этой кривой на части 1ii AA  точками 

BAAAAA n  ,...,,, 210 . Обозначим через i
ni

n lTd 
 ,1

max)( , где il  - длина 

дуги 1ii AA . Как известно, гладкая или кусочно-гладкая кривая спрямляема  и 

для нее всегда можно осуществить такое разбиение. На каждой из дуг 1ii AA  

выберем произвольную точку ),( iii yxM   и составим сумму 







1

0

)()(
n

i
iin lMff , называемую ещё интегральной. 

Определение 1. Если для любой последовательности разбиений nT  при 

0)( nTd , числа n  имеют конечный предел J , не зависящий от выбора по-

следовательности nT  и точек kM , то число J  называют криволинейным инте-

гралом первого рода от функции )(Mf  по кривой L  и обозначают  


AB

dlyxfJ ),(  или 
L

dlyxfJ ),( . 

Замечание 1. Определение 1 аналогично определению интеграла Рима-
на. Нетрудно записать его через  , , то есть по Коши.  Для AB  ─ пространст-

венной кривой  определение криволинейного интеграла первого рода анало-
гично приведенному выше для гладкой или кусочно-гладкой кривой. Тогда 
для функции ),,( zyxfu   криволинейный интеграл 


AB

dlzyxfJ ),,(  или 
L

dlzyxfJ ),,( , 

где ),,( zyxfu   задана на кривой L .Далее криволинейный интеграл первого 

рода записываем в виде: 
AB

dlMfJ )(  = 
L

dlMf )(  для пространственной или 

плоской кривой, где ),,( zyxM   или ),( yxM   соответственно. 

 
 

1.2. Основные свойства криволинейного интеграла 1-го рода   
 
Свойство 1. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от выбо-

ра направления на кривой L , то есть   



 6 


AB

dlMf )( = 
BA

dlMf )(  

как для плоской, так и для пространственной кривой. 
Свойство 2. (линейность интеграла) Если )(Mf  и )(Mg  интегрируемы 

на кривой L , то функции )(*)( MgMf  и )()( MgMf    тоже интегрируемы 

на L  при любых числах  ,  и при этом  

  
L L L

dlMgdlMfdlMgMf )()())()((  . 

Свойство 3. (аддитивность интеграла) Если функция )(Mf  интегри-

руема по двум не перекрывающимся кривым 
1

L  и 
2

L , то )(Mf  интегрируема 

на 21 LLL   и  

  
L L L

dlMfdlMfdlMf

1 2

)()()(  

Здесь две кривые 
1

L  и 
2

L  называются не перекрывающимися, если 21 LL   

содержит конечное число точек или пустое множество. 

Свойство 4.  
L

Ldl1 , где L  - длина кривой L . 

Свойство 5. Если функция )(Mf  интегрируема на L , то )(Mf  тоже 

интегрируем на L  и  
LL

dlMfdlMf )()( . 

Свойство 6. (монотонность интеграла)Если )(Mf и )(Mg  интегрируе-

мы на L  и )()( MgMf   для всех точек LM  , то  
L L

dlMgdlMf )()( . 

 
 

1.3. Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода   
 

Покажем способ вычисления криволинейного интеграла 1-го рода как в 
плоском, так и в пространственном случае через определенный интеграл. 

Теорема 1. Если кривая AB  задана параметрическим уравнением 
)(txx  , )(tyy  , )(tzz   при   ,t , где функции )(tx , )(ty , )(tz  непре-

рывные, а )(' tx , )(' yy , )(' tz  непрерывные или кусочно-непрерывны и 

0))(())(())(( 2'2'2'  tztytx  для   ,t , то справедливо равенство 

dttztytxtztytxfdlzyxf
AB

 




2'2'2' ))(())(())(())(),(),((),,(  

Для кривой L  в полярной замене:  cos)(x ,  sin)(y  при 

 10 ,  ,  полагая   за параметр t , нетрудно получить равенство: 
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  
L

dfdlyxf
1

0

2'2 ))(()()sin)(,cos)((),(




  

Для кривой L , заданной в декартовой системе координат как )(xpy   

при   bax ,   и  непрерывно дифференцируемой функции   )(xp   имеем 

  
AB

b

a

dxxpxpxfdxyxf 2' ))((1))(,(),( . 

Эта формула получается из общей параметрической  замены  при  параметре  
xt  .  Дифференциалы 

dttztytxdl 2'2'2' ))(())(())((   

для пространственной кривой, а также 

                                dttytxdl 2'2' ))(())((   

для плоской кривой. При полярной замене и декартовой системе координат dl  
записывается аналогично. Отметим, что если кривая L  представляет собой 
замкнутый контур, то, разбивая ее на конечное число неперекрывающихся 
кривых kLLL ,...,, 21  и kLLLLL  ...321 ,  интеграл 

                                         



L

k

m L

dlMfdlMf
m

1

)()( . 

Пример 1. Найти  
L

dlyxJ )( , где L  - контур треугольника с верши-

нами   О(0,0), А(1,0), В(0,1).  
Решение. Для вычисления интеграла используем способ его  подсчета 

через определенный интеграл. Поскольку интеграл первого рода не зависит от 
выбора направления на кривой, то по аддитивности этого интеграла  

  
BAOAL OB

dlyxdlyxdlyxdlyx )()()()( . 

На ОВ имеем 0x , 10  y  , dydl    и   
OB

ydydlyx
1

0 2

1
)( . На отрезке 

OA  имеем 0y , 10  x  и dxdl  . Тогда   
OA

xdxdlyx
1

0 2

1
)( . Отрезок 

BA  лежит на прямой 1 yx . Поэтому xy 1  и dxdl 2  при  1,0x  . 

Следовательно, 22)(
1

0

  dxdlyx
BA

  и 21J . 

Пример 2. Найти  
L

dlyxJ 22  по  окружности L :  axyx  22 . 
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Решение. Введём полярную замену:  cosx ,  siny . Тогда 

 cos)( a  для 







2
;

2


 . Отсюда  







ddlyxJ
L

2'2
2

2

22 ))(()()(  


. 

После  преобразований  





2

2

22

2

2 2sincos







 aaadaJ . 

Пример 3. Вычислить  
L

dlyxJ )( , где L  -  дуга циклоиды от точек А 

до В:  )sin( ttax  , )cos( ttay  ,   А=(0,0), В=(4 a ,0). Решение. Кривая 

L  состоит из двух гладких кусков-дуг циклоиды: ACL 1  и CBL 2 , где 

)0,2( aC  . Поскольку для 1L  параметр  2,0t , а для 2L  параметр 

  4,2t  и 1L , 2L  неперекрывающиеся, то по аддитивности криволинейного 

интеграла первого рода   

21

)()()(
LL L

dlyxdlyxdlyx  при одинаковом 

)(txx  , )(tyy   для 1L  и 2L . Дифференциал дуги 

dt
t

atadtyxdl tt
2

sin2cos222'2'  . Далее после преобразований 

имеем равенство dt
tttt

tadlyx
2

sin)
2

sin
2

cos
2

sin2(2)( 22   .Отсюда 

интеграл   dt
tttt

tadlyx
L 2

sin)
2

sin
2

cos
2

sin2(2)(
1

2

0

2
  



 , а также 

 dt
tttt

tadlyx
L 2

sin)
2

sin
2

cos
2

sin2(2)(
2

4

2

2
  





.Складывая и осуществ-

ляя замену переменной в этих интегралах для перехода к отрезку  ,0 , полу-

чаем  

    
1 2 0 0

22 cossin2sin28)()(
L L

zdzzzdzzadlyxdlyx
 

 

  
2

0

2 16sin)cos1( azdzz 


22 16)
3

4
2(8 aa   . 
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Пример 4.  Вычислить 
L

zdlJ , где L  ─ коническая винтовая линия 

ttx cos , tty sin , tz   при  2;0t .  

Решение. Очевидно, имеем 

)sin(cos)(' ttttxt  , )cos(sin)(' ttttyt  , 1' tz . 

Тогда dttdl 22   и интеграл  

)26(
3

1

3

)2(
2 2

3

2

3
2
0

2

3
2

2

0

2 


  
L

t
dtttzdlJ . 

Пример 5. Найти dlzJ
L
 , где дуга L  определена как пересечение 

поверхностей: 1 yx , 2xz     и проходит  через    А=(0,1,0) и В=(1,0,1). 

Решение. Введем параметр t : tx  , ty 1 , 2tz   при  1,0t . Тогда 

нетрудно свести криволинейный интеграл 1-го рода к определенному. По-

скольку 1' tx , 1' ty , tzt 2'  , то 

dtttdtttJ  
1

0

22
1

0

2 21242 . 

Но интеграл 

32

1

2

3
)21(

34

2
)21(21

4

1
21

1

0

1
0

1

0

2

3
2222





  ttdtdttt . 

Тогда 
23

1

2

3
J . Используем и другую параметрическую замену. Возь-

мем tz  . Тогда tx  , tg 1 . и 
t

xt
2

1'  ,   
t

yt
2

1' 
 , 1' tz . Отсюда  

dttdt
t

t
tdt

tt
tJ  




1

0

1

0

1

0

21
2

142

2

1
1

4

1

4

1
. 

Интеграл   

3

1
3)21(

3

1
)21(

3*2

2
21

1

0

1
0

2

3

2

31

0

  ttddtt . 

Поэтому,   окончательно, 
23

1

2

3
)

3

1
3(

2

1
J    и  совпадает с прежде 

найденным решением. Но  вторая замена более упрощает подинтегральное 
выражение. 
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1.4. Криволинейный интеграл 2-го рода 
 

Пусть на гладкой плоской кривой L  заданы функции ),( yxP , ),( yxQ , а 

nT  есть произвольное разбиение этой кривой на части 1ii AA  точками 

BAAAAA n  ,...,,, 210 , где  А – начало кривой L , а В - ее конец. Обозна-

чим i
ni

n lTd 
 ,1

max)( , где il  - длина дуги 1ii AA . Выберем на каждой дуге 

1ii AA  произвольную точку ),( iii yxM   и составим две интегральные сум-

мы: 

i

n

i
iin xyxPP  





),()(
1

0

 ,        i

n

i
iin yyxQQ  





),()(
1

0

 , 

где iii xxx  1 , iii yyy  1 .  Рассмотрим последовательность разбие-

ний ,...,...,, 21 nTTT  кривой AB , таких, чтобы 0)( nTd . 

Определение 2.  Если для произвольной последовательности разбиений 

nT  числа )(Pn , )(Qn  имеют при 0)( nTd  конечные пределы, не зави-

сящие от выбора nT  и точек kM , то их называют криволинейными интеграла-

ми второго рода от функций ),( yxP , ),( yxQ  и обозначают как  

dxyxP
AB
 ),( , dyyxQ

AB
 ),(     или        dxyxP

L
 ),( , dyyxQ

L
 ),( . 

Определяют также и сумму  

 
ABABAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ),(),(),(),( , 

которую называют общим криволинейным интегралом второго рода. 
Для случая гладкой пространственной кривой по аналогии с предыду-

щим плоским случаем определяют криволинейный интеграл второго рода  

dxzyxP
AB
 ),,( ,  dyzyxQ

AB
 ),,( , dzzyxR

AB
 ),,(  

а также их сумму   dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

),,(),,(),,(  . 

 
 

1.5. Основные свойства криволинейного интеграла 2-го рода 
 

Свойство 1. При изменении направления интегрирования криволиней-
ный интеграл второго рода  меняет свой знак на противоположный. 

Свойство 2. Если функции  
),(),(),( 21 yxPyxPyxP   ,  ),(),(),( 21 yxQyxQyxQ   , 

то имеем линейность криволинейного интеграла: 
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dxyxPdxyxPdxyxP
ABABAB

),(),(),( 21    , 

 

dxyxQdxyxQdxyxQ
ABABAB

),(),(),( 21    . 

 
Путём параметрической замены криволинейный интеграл 2-го рода сво-

дится к определенному интегралу. 
Теорема 2. Если гладкая плоская кривая L  задана уравнением )(txx  , 

)(tyy   при   ,t , то верна формула: 

dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP
L

))())(),(()())(),(((),(),( ''
  





. 

В частности для )(xfy   при bxa  имеем  

dxxfxfxQxfxPdyyxQdxyxP
L

b

a

))())(,())(,((),(),( '
   . 

Теорема 3. Если L  - пространственная гладкая кривая, заданная пара-
метрически как )(txx  , )(tyy  , )(tzz   при   ,t , то интеграл  

 




)())(),(),(((),,(),,(),,( ' txtztytxPdzzyxRdyzyxQdxzyxP
L

 

dttztztytxRtytztytxQ ))())(),(),(()())(),(),(( ''   

 Замечание 2.Отметим, что все эти интегралы в теоремах 1,2 существуют 
для непрерывных функций   ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  . 

Сформулируем теорему, называемую еще как условие независимости 
криволинейного интеграла 2-го рода от пути интегрирования . 

Теорема 4. Если 1) G  - односвязная область(квадрируемая для 2E  и   

кубируемая для 3E ); 2) функции ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  непрерывны 

в G  вместе со своими первыми производными, то следующие утверждения 
эквивалентны:   

I) dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

),,(),,(),,(   - не зависит от пути интег-

рирования по гладкой кривой  L ; 

II) 0),,(),,(),,( 
C

dzzyxRdyzyxQdxzyxP  для любого замкнутого 

гладкого контура; 
III) Выражения ),,(),,(),,(),,( zyxdUdzzyxRdyzyxQdxzyxP   - 

полный дифференциал от некоторой функции ),,( zyxU  и при этом 
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)()(),,(),,(),,( AUBUdzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

 ; 

IV) В области G   имеем равенства:  

x

Q

y

P









;  

y

R

z

Q









;  

x

P

x

R









. 

Замечание 3. Для плоского случая в односвязной области G  теорема 4 
легко переформулируется, полагая L  - плоской кривой и 0).,( zyxR . 

Приведем формулы вычисления ),,( zyxU  в случае полного дифферен-

циала (пункт III)  теоремы 4), которые имеют вид: 

   
x

x

y

y

z

z

CdttyxRdtztxQdtzytPzyxU
0 0 0

),,(),,(),,(),,( 000 . 

Здесь ),,( 0000 zyxM  , а ),,( zyxM   и constC  . Для случая двух пере-

менных   
x

x

y

y

CdttxQdtytPyxU
0 0

),(),(),( 0 . 

Отметим, что функцию ),,( zyxU  можно найти, беря любую кривую L , 

соединяющую точки 0M  и M . При этом для подсчета ),,( zyxU  используют 

теорему 3 для параметрически заданной L . Возможны и другие виды формул 
для ),,( zyxU  с учётом разных путей интегрирования. Например  

   
x

x

y

y

z

z

CdttyxRdtztxQdtzytPzyxU
0 0 0

),,(),,(),,(),,( 000 ,  

   
x

x

y

y

z

z

CdttyxRdtztxQdtzytPzyxU
0 0 0

),,(),,(),,(),,( 000  . 

Переход к 2-мерному случаю здесь очевиден. При подсчете интеграла по 
замкнутому плоскому контуру направление движения положительно, если об-
ласть, ограничиваемая контуром, остается слева. При отрицательном направ-
лении движения интеграл меняет знак на противоположный. 

Пример 6. Вычислить  
L

dyxyydxxyxJ )2()2( 22 , где L  - пара-

бола 2xy   при 11  x .  

Решение. Здесь криволинейный интеграл 2-го рода вычисляется на ос-
нове теоремы 2 после вычисления  интеграла: 

15

14
)2)2(2(

1

1

3432  


dxxxxxxJ . 
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Пример 7. Вычислить  
L

xdydxyaJ )2( , где L  ─ арка циклоида 

)sin( ttax  , )cos1( tay  , где  2,0t .  

Решение. Используем теорему 2 для параметрической кривой. Здесь 
дифференциалы dttadx )cos1(  , tdtady sin  и после подстановок в инте-

гральное выражение и преобразования, получаем  

2
2

0

2
0

0
2

22 2)sincos(sin atttatdttaJ 



    

Пример 8. Вычислить  
C

dyyxdxyxJ )()( , где C  - контур эл-

липса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, пробегаемый против часовой стрелки.  

Решение. Параметризуем уравнение эллипса: tax cos , tby sin  при 

 2,0t  и применим теорему 2. Здесь имеем положительное движение по 

кривой. Очевидно, дифференцралы tdtadx sin , tdtbdy cos . Подставляя 

)(tx , )(ty ,dx , dy  в подинтегральное выражение, получаем  

 



2

0

22

0)2sin
2

)(
2cos( dtt

ba
tabJ . 

При решении  примеров на криволинейной можно использовать теорему 
о независимости его от пути интегрирования. Тогда, если подинтегральное 
выражение в односвязной области полный дифференциал и функция ),( yxU  

известна, то  

)1,1(
)0,0(

)1,1(

)0,0(

),(),(),( yx
yx

yx

yx

yxUdyyxQdxyxP  , 

В случае же, когда ),( yxU  не известна, то интеграл вычисляем как: 

  
1

0

1

0

11

00

),(),(),(),( 10

),(

),(

x

x

y

y

yx

yx

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP . 

Пример 9. Вычислить интеграл   
)2,1(

)1,0(

ydxxdyJ .  

Решение. Так как )(xydxdyydx   в любой области G , содержащей 

точки (0,1) и (1,2), то  
)2,1(

)1,0(

)2,1(
)1,0( 221)( xyxydJ .  Здесь, очевидно, 

функция  xyyxU ),( . 



 14

Пример 10. Вычислить 



)2,1(

)1,2(
2x

xdyydx
J  вдоль путей, не пересекаю-

щих ось OY.  

Решение. Здесь 
2

),(
x

y
yxP  , 

x
yxQ

1
),(  , (при  0x ). Очевидно 

2

1

xx

Q

y

P










. Следовательно, в любой односвязной области, не содержащей 

точек оси OY, подынтегральная функция – полный дифференциал. Тогда под-

счет J  осуществляем по формуле   
1

2

2

1
2 2

3
dy

x

dx
J . 

Далее  найти первообразную функцию от полных дифференцалов. 

Пример 11. Найти ),( yxU , если dyydxxyxdU 22),(  .  

Решение. Возьмем для удобства )0,0(0 M . Тогда, используя выше 

приведенные формулы для подсчета ),( yxU  в 2-мерном случае, имеем 

C
yx

CdtydttyxU
yx

  33
),(

33

0

2

0

2 . 

Пример 12. При  

dyyxyxdxyxyxyxdU )2()2(),( 2222   

найти ),( yxU .  

Решение. Восстановливая ),( yxU , имеем для )0,0(0 M :   

 
yx

CdttxtxdttyxU
0

22

0

2 )2(),( C
y

xyyx
x


33

2
22

3

. 

Далее вычислить интегралы по пространственным кривым. 

Пример 13. Вычислить интеграл   
L

dzxyzdydxzyJ 222 2)( , 

где L  - кривая tx  , 2ty  , 3tz   при 10  t , пробегаемая в направлении 

возрастания параметра.  
Решение. Из теоремы 3, получаем, сводя J  к определенному интегралу, 

равенство: dttttttttJ )322)(( 22
1

0

3264   . 

Далее, после преобразований  получаем  
1

0

46

35

1
)23( dtttJ . 
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Пример 14. Вычислить dzyxdyxzdxzyJ
C

)()()(   , где C  - 

окружность, получаемая пересечением сферы 2222 azyx   и плоскости 

xtgy  , )0(   , пробегаемая в направлении против хода часовой 

стрелки, если смотреть со стороны положительных   х.  
 Решение. Окружность C  лежит в плоскости xtgy  , и ее радиус ра-

вен а. Запишем ее параметрическое уравнение в виде: sinaz  , cosay   

при  20  , где xtgy  , а   - угол, образованный радиусом окружно-

сти с прямой и отсчитываемый в направлении движения против часовой 
стрелки, если смотреть со стороны положительных  х. В системе  0xyz пара-
метрические уравнения окружности имеют вид:    coscosax  , 

 cossinay  , sinaz     при   20  . По теореме 3  после  всех па-

раметрических    замен  и  преобразований сводим криволинейный интеграл к 
определенномн:   

 



2

0

22 )sin(cos2)sin(cos adaJ . 

Здесь использованы равенства: 

 sincos)(' ax  ,  sinsin)(' ay  ,  cos)(/ az  . 

и применения формул, приведённых  в теореме 3, где параметр t . 

Далее  найти криволинейные интегралы  от полных дифференциалов. 

Пример 15. Вычислить 



)4,3,2(

)1,1,1(

32( dzzdyyxdxJ . 

Решение. В силу равенства   

dzzdyyxdx
zyx

d 32
432

)
432

(  . 

Нетрудно убедиться здесь выполнение заключения III) теоремы 4 для  функ-

ции  
432

),,(
432 zyx

zyxU  . Тогда  





)4,3,2(

)1,1,1(

32( dzzdyyxdxJ =
12

7
53)

432
( )4,3,2(

)1,1,1(

432

 zyx
 

Пример 16. При   

dz
z

xy
dy

y

x

z

x
dx

z

y

y
dU

22
)()

1
1(   

 найти  ),,( zyxU .  
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Решение. Выражение dU  является полным дифференциалом  в любой 
области, не содержащей (0,0,0) и точек плоскостей 0xy, 0xz. Тогда на основе 
формул восстановления функции ),,( zyxU , получаем  

   



y

y

z

z

x

x

Cdt
t

xy
dt

t

x

z

x
dt

z

y

y
zyxU

0 00

22
00

0

0

)()
1

1(),,( , 

где ),,( 000 zyx  ─ любая точка.  Полагая 1000  zyx , имеем  

  



y zx

Cdt
t

xy
dt

t

x
xdtzyxU

1 1
22

1

)(),,( . 

После интегрирования получаем: 1),,( C
z

xy

y

x
xzyxU  , где  1C  - произ-

вольная постоянная. 
Интеграл 2-го рода  можно вычислять также и  по формуле  Грина: 

  









C G

dxdy
y

P

x

Q
dyyxQdxyxP )(),(),( , 

где C  - замкнутый контур, ограничивающий область G . 

Пример 17. Вычислить по формуле Грина   
C

ydxxdyxyJ 22 , где  C  

- окружность 222 ayx  . 

Решение. Обозначим через G  замкнутую область 222 ayx  .Тогда  

 










GG

dxdyyxdxdy
y

P

x

Q
J )()( 22 . 

Здесь yxyxP 2),(  , 2),( xyyxQ  . Переходя к полярным координатам, по-

лучаем  
2

)(
4

0

2
2

0

22 a
dddxdyyx

a

G






   или  
2

4a
J


 . 

        
 
1.6. Применение криволинейных интегралов 1-го и 2-го рода 

 

1. Вычисление длины кривой L  по формуле  
L

dlL .  

Пример 18. Найти длину кривой винтовой линии L , заданной парамет-
рически tax cos , tay sin , atz   при  4,0t  и 0a . 

Решение. Используем теорему 1 о сведении криволинейного интеграла 
1-го рода к определенному интегралу. Тогда длина  
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L   dtzyxdl ttt
L

4

0

2'2'2'   

2411cossin
4

0

4

0

22222 adtadtatata 


  . 

Аналогично можно вычислять и длину плоской кривой L , заданной 

)(txx  , )(tyy  ,   ,t   по формуле dtyxdl tt
L

 




2'2' . 

2. Вычисление площади G  плоской фигуры с помощью криволи-
нейного интеграла 2-го рода по формулам:   

  
C CC

ydxxdyydyxdxG )(
2

1
. 

В зависимости от задачи выбирается та или иная формула. Здесь C  - контур, 
ограничивающий квадрируемую область G  и пробегаемый в положительном 
направлении, то есть область G   остаётся слева. 

Пример 19. Вычислить площадь эллипса  1
2

2

2

2


b

y

a

x
.  

Решение. Введем параметрическое представление эллипса: tax cos , 
tby sin , при  2,0t .  Тогда при возрастании параметра область остается 

слева, то есть имеем  положительное движение. Применим здесь  три формулы 
площади. Имеем   

  
 2

0

2

0

2 )2cos1(
2

cos dtt
ab

tdtabxdyS
C

 2
0

2

2

sin t
ab  = ab . 

Аналогично, и с другой формулой  

abtabdtt
ab

tdtabydxS
C

 
 

  
2
0

2

0

2

0

2 2sin)2cos1(
2

sin  

 Отметим, что третья формула есть среднее арифметическое первых двух.  
Имеем  

   
C

abdt
ab

dtttabydxxdyS
 


2

0

2

0

22

2
)sin(cos

2

1

2

1
. 

Отсюда видим, что по третьей формуле вычисление быстрее и проще. 
3. Вычисление массы кривой и центра масс. Если ),,( zyx    - ли-

нейная плотность кривой L  в точке ),,( zyx , то масса пространственной кри-

вой L  вычисляется по формуле 
L

dlzyxM ),,( . Соответственно для пло-

ской кривой L  масса 
L

dlyxM ),( .  
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Координаты центра масс ),,( 000 zyx  пространственной кривой вычис-

ляются по формулам: 


L

dlzyxx
M

x ),,(
1

0  , 
L

dlzyxy
M

y ),,(
1

0  ,   
L

dlzyxz
M

z ),,(
1

0   

Нетрудно их записать  и для плоской кривой с плотностью ),( yx  . 

Пример 20. Найти координаты центра масс винтовой линии  

tax cos , tay sin , atz   при  4,0t  и для 2),,( xzyx  . 

Решение. Найдем сначала массу кривой. Имеем 

 
 4

0

2322222
4

0

222 2coscossincos dttadtatatatadlxM
L

 

 



4

0

3
3

22)2cos1(
2

2
adtt

a
. 

Найдем теперь координаты центра масс:  координата  

0)(sin)sin1(
2

2cos
1 4

0

2
34

0

3
3

3
0  



dttdt
M

a
dtt

M

a
dlx

M
x

L

 

и координата 

0)(coscos
2

2cossin
1 4

0

2
34

0

2
3

2
0  



dtttd
M

a
dttt

M

a
dlyx

M
y

L

. 

Координата же центра масс по ОZ равна 

 
 4

0

34

0

2
3

2
0 )2cos1(

2

2
2cos

1
dttt

M

a
dttt

M

a
dlzx

M
z

L

 

 


 
4

0

32
4
0

23

2
2

8
)2cos

2
(

2 M

a
tdtt

t

M

a
. 

Здесь  
4

0

02cos tdtt  после интегрирования по частям. Итак 00 x , 00 y , 

20 z  и )2,0,0(0 M  ─ центр масс. 
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 ГЛАВА 2. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 
 
2.1. Способы  задания поверхности 

 
Рассмотрим способы задания поверхности в трёхмерном пространстве. 
1. Параметрическое задание. Пусть поверхность S = }{s  точек s  задана 

непрерывным отображением:  
)),(,,(),( yxfzyxyx  . 

Рассмотрим на этой поверхности семейство кривых, зависящих от параметра 
u . При этом через каждую точку поверхности проходит только одна кривая 
этого семейства. Далее рассмотрим также ещё одно семейство, зависящее от 
параметра v . Линии семейств, пересекаясь в одной точке поверхности, обра-
зуют координатную сеть. Таким образом, zyx ,,  являются функциями пара-

метров vu, : 

),( vuxx  , ),( vuyy  , ),( vuzz  . 

2. Явный способ задания. Пусть на плоскости ),( yx  имеется область 

D и в ней определена непрерывная функция  ),( yxfz   .Рассмотрим отобра-

жение плоской области D  в область S = }{s  трёхмерного пространства 

)),(,,(),( yxfzyxyx  . 

Совокупность точек }{s  трёхмерного пространства образует поверхность. 

 
 

2.2. Сторона поверхности и её ориентация 
 

Рассмотрим гладкую поверхность }{s , на которой выберем замкнутый 

кусочно-гладкий контур. Возьмём на нём точку и проведём в ней нормаль к 
поверхности, которой припишем одно из двух возможных направлений. Будем 
двигаться  по этому контуру. Возможны следующие ситуации: 

1. Движение по любому замкнутому контуру приводит к тому, что нор-
маль возвращается в исходное положение. 

2. Существует замкнутый контур, при обходе которого, направление 
нормали меняется на противоположное.  

Мы будем в первом случае называть поверхность двусторонней, а во 
втором − односторонней. Подчеркнём, что на двусторонней поверхности вы-
бор направления нормали в одной точке однозначно определяет это направле-
ние в других точках. Примером двусторонней поверхности является гладкая 
поверхность, заданная параметрически. 

Определим, теперь, ориентацию поверхности. Пусть поверхность }{s − 

двусторонняя и ограничена простым замкнутым контуром L . Пусть наблюда-
тель двигается по L  так, что нормаль направлена  от ног к голове. Если он всё 
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время видит }{s  слева от себя, то направление обхода назовём положитель-

ным, а в противном случае − отрицательным. 
Выбранное положительное (отрицательное) направление обхода конту-

ра, ограничивающего поверхность, назовём ориентацией поверхности. 
 
 
2.3. Поверхностный интеграл 1-го рода 
 
Пусть имеется гладкая (кусочно-гладкая) поверхность S . В точках этой 

поверхности задана функция ),,( zyxf . Интеграл вида 
S

dSzyxf ),,(  называ-

ется поверхностным интегралом  I  рода от функции ),,( zyxf  по поверхности 

S . С физической точки  зрения он представляет массу поверхности в точках 
которой  задана плотность ),,( zyxf . 

Приведём основные свойства поверхностного интеграла первого рода. 
Свойство 1. Если ),,( zyxfu   непрерывна на S , то ),,( zyxf  интег-

рируема. 
Свойство 2. (линейность).Если ),,( zyxf , ),,( zyxg  интегрируемы на 

S , то их произведение и сумма ),,(),,( zyxgzyxf    тоже интегрируемы на 

S  для любых  ,   

Свойство 3. Для неперекрывающихся гладких (кусочно-гладких)  по-

верхностей  1S  и 2S  при интегрируемой ),,( zyxf  будет существовать 

  
S S S

dSzyxfdSzyxfdSzyxf

1 2

21 ),,(),,(),,( , 

где 21 SSS  . Здесь 1S  и 2S  называются неперекрывающимися, если 

21 SS   содержит конечное число кусочно-гладких кривых (может быть и 

пустое). Это свойство 3 называется аддитивностью  интеграла по области. 

Свойство 4.  
S

SdS1  - площадь поверхности S . 

Свойство 5. Если ),,(),,( zyxgzyxf   на S  и функции интегрируемы, 

то  

dSzyxgdSzyxf
SS
  ),,(),,(  

(монотонность интеграла). 

Свойство 6. Если ),,( zyxf  интегрируема на S , то ),,( zyxf  тоже ин-

тегрируема на S  и  

dSzyxfdSzyxf
SS
  ),,(),,( . 
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2.4. Сведение поверхностного интеграла 1-го рода к двойному 
 

Случай 1. Параметрически заданная поверхность. Пусть поверхность S  
кусочно-гладкая, задана как ),( vuxx  , ),( vuyy  , ),( vuzz  , где Dvu ),(  

− квадрируемая область и  ),,( zyxf  - непрерывна на S . Тогда существует  

dudvFEGvuzvuyvuxfdSzyxf
DS
  2)),(),,(),,((),,( . 

Здесь в интеграле 1-го рода коэффициенты Гаусса FGE ,,  имеет вид: 
2'2'2'

uuu zyxE  ,     2'2'2'
vvv zyxG  ,       ''''''

vuvuvu zzyyxxF   

и поверхностный интеграл 1-го рода существует, если существует двойной ин-
теграл. Оба интеграла существуют, если ),,( zyxf   непрерывна на S . 

Случай 2. Явное задание поверхности S . Если S  - гладкая поверх-
ность, заданная уравнением ),( yxzz   при Dyx ),(  - квадрируемой облас-

ти, и  ),,( zyxf  − ограниченная функция на S , то  интеграл 1-го рода 

dxdyzzyxzyxfdSzyxf
D

yx
S

  2'2'1)),(,,(),,(  

и существует, если существует двойной интеграл. Для гладкой S  и непрерыв-
ной ),,( zyxf , оба интеграла существуют одновременно.  

В случае поверхности, заданной уравнением ),( zyxx    

dydzxxzyzyxfdSzyxf
D

zy
S

 

1

2'2'1),),,((),,( , 

где 1),( Dzy   - квадрируемая  область, а также   при   ),( zxyy      имеем  

dxdzyyzzxyxfdSzyxf
D

zx
S

 

2

2'2'1)),,(,(),,(  

для 2),( Dzx   - квадрируемой области. Отметим, что все эти формулы полу-

чаются как частные для параметрически заданной S . 

Пример 21. Вычислить 
S zyx

dS
222

 для S  - части цилиндрической 

поверхности : uax cos , uay sin , vz  , 20  u , hv 0 . 

Решение. Применим формулу для вычисления интеграла для парамет-

рически заданной поверхности. Имеем 2aE  , 1G , 0F . Поэтому  

    






S

h h

va

dv
a

va

adudv

zyx

dS 


2

0 0 0
2222222

2
a

hah
a

22

ln2


 . 

. 
Здесь область D  - квадрируемый  прямоугольник    h,02,0  . 
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 Пример 22. Вычислить 
S

dSzJ 2  по полной поверхности конуса: 

222  zyx . 

 Решение. Пусть 1S  - боковая поверхность конуса, а 2S – его основание. 

По аддитивности поверхностного интеграла 1-го рода получаем  

  
S SS

dSzdSzdSz
21

2
2

1
22 . К первому интегралу применим формулу 

для явного задания поверхности: 22 yxz  . Поскольку же 

22

'

yx

x
z x


 , 

22

'

yx

y
z y


 , то интеграл  

  
11 1

2)(1)( 222'2'22
1

2

DS D

yx dxdyyxdxdyzzyxdSz  

 

  



2

0

2

0

32 dd 28 . 

Здесь  422
1  yxD  и в двойном интеграле осуществлен переход  к по-

лярным координатам. На основании  конуса 2z .  Поэтому  
2

2
2

S

dSz  

22 44
2

SdS
S

  . Но 2
2 4 rS  , так как основание конуса – круг радиуса 

равного 2. Окончательно  1628 J . 
  
 
2.5. Поверхностный интеграл 2-го рода 

 
        Пусть S  − квадрируемая, гладкая двусторонняя поверхность. Фиксируем 
одну из её сторон и ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  - функции, определенные 

на S . Тогда интеграл  
S

dSRQPJ )coscoscos(   называется по-

верхностным интегралом 2-го рода по выбранной стороне поверхности. Здесь 
cos , cos , cos  - косинусы нормали к поверхности, направление которой 

согласовано с выбранной стороной. Поверхностный интеграл   2-го рода запи-

сывают еще как  
S

RdxdyQdzdxPdydzJ . При переходе к другой сторо-

не поверхности J  меняет знак на противоположный. Отметим, что основные 
свойства поверхностного интеграла 2-го рода такие же, как у поверхностного 
интеграла  1-го рода. Это линейность относительно подынтегральной функции 
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и аддитивность по области при 21 SSS   для неперекрывающихся поверх-

ностей 1S  и 2S . Также, если подынтегральная функция непрерывна, то по-

верхностный интеграл 2-го рода существует. 
 

 
2.6. Сведение поверхностного интеграла 2-го рода к двойному  

 
Случай 1. Явное задание поверхности. Пусть гладкая (или кусочно-

гладкая) поверхность S  задана уравнением ),( yxzz   и взята верхняя часть 

этой поверхности, а ),,( zyxR  - ограниченная на S  функция. Тогда справедли-

во равенство  
S D

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )),(,,(),,( , где D  - проекция по-

верхности S  на плоскость 0xy. Интеграл слева существует, если существует 
двойной интеграл. Если же берется  нижняя сторона поверхности, то  

 
S D

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )),(,,(),,(  

Здесь нижняя и верхняя стороны поверхности S  отличаются противополож-
ным направлением нормали. Отсюда и противоположные знаки в двойном ин-
теграле. Аналогично получаем формулы   

 
S D

dydzzyzyxPdydzzyxR
1

),),,((),,(  

 
S D

dzdxzxzyxQdzdxzyxQ
2

)),,(,(),,(  

Здесь 1D  и 2D  проекции S  на плоскость 0yz и 0zx соответственно и  оба инте-

грала – поверхностный и двойной существуют для непрерывных RQP ,, . 

Случай 2. Параметрическое задание поверхностей. Пусть гладкая (или 
кусочно-гладкая) поверхность S  задана равенствами:  

),( vuxx  , ),( vuyy  , ),( vuzz  , Dvu ),( , 

а ),,( zyxPP  , ),,( zyxQQ  , ),,( zyxRR   ограниченные на S  функции. 

Тогда для выбранной стороны поверхности S  верно равенство: 

  
S D

dudvFEGRQPRdxdyQdzdxPdydz 2)coscoscos(  , 

где FGE ,, - коэффициенты Гаусса, а cos , cos , cos , RQP ,,  берутся в точ-

ке  )),(),,(),,(( vuzvuyvuxM  .   Здесь косинусы нормали имеют вид: 

222
cos

CBA

A


 ,       

222
cos

CBA

B


 , 

222
cos

CBA

C


 , 
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где  величины 

''

''

vv

uu

zy

zy
A  , 

''

''

vv

uu

xz

xz
B  , 

''

''

vv

uu

yx

yx
C   

 

и 2222 FEGCBA  . Знаки    в косинусах нормали соответствуют 
выбранной стороне поверхности S . При этом  имеем  значение 

  
S D

dudvRCQBPARdxdyQdzdxPdydz )( , 

где подинтегральные функции в двойном интеграле берутся в точке 
)),(),,(),,(( vuzvuyvuxM   и   соответствует стороне поверхности. 

Пример 23. Вычислить 
S

zdxdy , где S  - нижняя сторона части кониче-

ской поверхности 222 yxz  , где hz 0 .  

Решение. Поверхность S  ориентирована нормалями, составляющими 
тупой угол с осью 0z. Тогда cos  будет отрицательный и в формуле для явно-

го задания поверхности надо брать знак « - ». При этом сводим интеграл к 
двойному по формуле   

 


dxdyyxzdxdy
hyxS 222

22
  



2

0 0

22

3

2h

hdd , 

который вычисляется через полярную замену. Область D  здесь есть круг   
222 hyx    и является  проекцией  поверхности  S   на плоскость 0xy.  

Пример 24. Вычислить  
S z

dxdy

y

dxdz

x

dydz
J , где S  – часть эллип-

соида     
vuavux coscos),(  , vubvuy coscos),(  , vcvuz sin),(   

 при  









3
;

4


u , 







4
;

6


v  

и ориентированного внешней нормалью.  
Решение. Здесь подинтегральные функции положительные, а углы, об-

разованные внешней нормалью с осями координат, острые. Поэтому все коси-
нусы положительные. Следовательно, перед интегралом надо ставить знак 
«+».  Далее используем формулу для подсчета поверхностного интеграла вто-
рого родадля параметрически заданной поверхности. Здесь:  

vuaxu cossin'  ,    vubyu coscos'  , 0' uz ; 

vuaxv sinsin'  ,    vubyv sinsin'  , vczv cos'   , 



 25

а  функции 
x

P
1

 , 
y

Q
1

 ,  
z

R
1

 . Тогда нетрудно показать, что функция  

v
a

bc

b

ac

c

ab
CRQBPA cos)(  . Преобразуя поверхностный интеграл к 

двойному, получаем:  

  
3

4

4

6

)
2

1

2

2
(

12
cos










kvdvdukJ , 

где 
a

bc

b

ac

c

ab
k  . 

Пример 25. Вычислить  
S

zdxdyydzdxxdydz , где S  - внешняя сто-

рона сферы 2222 azyx  . 

Решение. Здесь xP  , yQ  , zR  . Поверхность 21 SSS  , где 1S  - 

верхняя  полусфера, а 2S  - нижняя полусфера. Поверхность 1S  задана уравне-

нием 222 yxaz  , а 2S  уравнением 222 yxaz  .Из аддитивно-

сти поверхностного интеграла 2-го рода  

 
21 SS

zdxdyydzdxxdydzzdxdyydzdxxdydzJ . 

Подсчитаем эти интегралы отдельно.   Для явного задания поверхности 
),( yxzz   косинусы нормали:  






'

cos xz
 ,  






'

cos
yz

 ,   



1

cos , 

при  
222

2'2'1
yxa

a
zz yx


  для обеих  полусферных поверхностей 

1S  и 2S .  Поскольку нормаль к поверхности  1S  составляет с осью 0z  острый 

угол, то 0cos     (так как  здесь берется верхняя сторона полусферы 1S ).  

Тогда в cos , cos  берется перед  знак «+». имеем для 1S :  

222

'

yxa

x
z x




 ,  

222

'

yxa

y
z y




 . 

Отсюда для 1S  косинусы  

a

x
cos ,   

a

y
cos ,   

a

yxa 222

cos


 . 
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Рассмотрим интеграл  

1

)coscoscos(1
S

dszyxJ  . Для поверхности 

1S   при  222 yxaz    значение  

 

222

22222

1 )
)(

(
222 yxa

adxdy

a

yxa

a

y

a

x
J

ayx 



 



 

 
Далее,  при замене   cosax  ,   sinay      получаем  

  









22

2

0

1

0

2

2

2

222

2

1 2
1ayx

a
d

da
yxa

dxdya
J







 . 

Поскольку для 2S (нижней полусферы) нормаль составляет по нижней ее сто-

роне тупой угол, то в косинусах нормали перед   надо брать знак «-», так как 

0cos  . Для 2S  имеем 222 yxaz  , а производные  

222

'

yxa

x
z x


 ,  

222

'

yxa

y
z y


 . 

 Отсюда для 2S , с учетом значения  , косинусы  

a

x
cos ,   

a

y
cos ,  

a

yxa 222

cos


 . 

Рассмотрим  

2

)coscoscos(2
S

dszyxJ  . Тогда для  поверхности 2S   

при 222 yxaz    значение  

 

2

222

22222

2 2)
)(

(
222

a
yxa

adxdy

a

yxa

a

y

a

x
J

ayx







 


. 

 

который  вычисляется так же как и 1J  при переходе в двойном интеграле к по-

лярным координатам. Отсюда 2
21 4 aJJJ  . 

     
 

  2.7. Формула Стокса 
 

Эта формула связывает поверхностный и криволинейный интегралы: 
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




























 dxdy

y

P

x

Q
dxdz

x

R

z

P
dydz

z

Q

y

R

S

)()()(  
C

RdzQdyPdx , 

где S  - ограниченная кусочно-гладкая двухсторонняя поверхность с кусочно-
гладкой границе C , а функции RQP ,,  в  некоторой окрестности поверхности 

S  непрерывны вместе со своими частными производными 1-го порядка. На-
правление обхода по контуру C  таково, чтобы с учетом выбора стороны по-
верхности поверхность S  оставалась слева. Формулу Стокса обычно приме-
няют для вычисления криволинейного интеграла 2-го рода. При этом выбира-
ют подходящую поверхность, где лежит контур C , чтобы вычисление поверх-
ностного интеграла в этой формуле было сравнительно просто. 

Пример 26. Вычислить интеграл  
C

xdzzdyydxJ  по формуле Сто-

кса, где C  - окружность 2222 azyx  , 0 zyx , пробегаемая против 

хода часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси 0x. Ее ра-
диус равен a . 

Решение. Для применения формулы Стокса удобнее из двух поверхно-
стей (сферы и плоскости), где лежит контур C , взять плоскость, поскольку это 
дает упрощение подынтегрального выражения и подсчета косинусов нормали. 
Имеем по формуле Стокса при yP  , zQ  , xR   интеграл  

 
SS

dsdxdydzdxdydzJ )coscos(cos  . 

Здесь cos , cos , cos  направляющие косинусы нормали к плоскости 

0 zyx , выбранной за поверхность S . Так как нормаль к этой плоскости 

образует с положительным направлением оси 0z острый угол, то 0cos  . 

Поэтому в каждом из cos , cos , cos  (см. пример 25) перед радикалом 

2'2'1 yx zz   надо брать знак «+». Очевидно, после несложных подсчетов 

для   yxz  , получаем     
3

1
coscoscos   .  

Тогда 2333 aSdSJ
S

  , так как площадь круга C , лежащего 

в плоскости S , равна 2a .  

Пример 27. Вычислить )()()( 222222 yxzxdxzyJ
C

  ,  

где C  - кривая xzyx 4222  , xyx 222   (с 0z ), пробегаемая так, 

что ограниченная на внешней стороны сферы   xzyx 4222     её наи-

меньшая область остается слева.  
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Решение. Применим формулу Стокса для функций   22 xyP  ,   
22 zxQ  ,   22 yxP  . Тогда  

 
S

dxdyyxdzdxxzdydzzyJ )()()(2  

 
S

dSyxxzzy )cos)(cos)(cos)((2  , 

где S  ─ кусок сферы xzyx 4222  , вырезанный из нее цилиндром 

xyx 222  , а cos , cos , cos  - направляющие косинусы  нормали к по-

верхности S . Вычислим эти косинусы с учетом того, что нормаль образует с 

положительным направлением оси 0z острый угол и 224 yxxz  . 

Используя формулу для косинусов (см. пример 25) и, беря перед радикалом 

знак «+», получаем   





z

x 2
cos ,   




z

y
cos ,  




1
cos , где  

2'2'1 yx zz  . Так как поверхность S , ограниченная контуром C , про-

ецируется на плоскость 0xy в замкнутый круг xyx 222  , то поверхностный 

интеграл по этому кругу D :  

 



DD

dxdy
z

y
dxdyyx

z

yxzxzy
J 4)1(4)

)()2)((
(2 ,     

поскольку  
D

dxdy
x

y
0, что нетрудно подсчитать при полярной замене. 

 
 

2.8. Формула Остроградского-Гаусса 
 
        Пусть S  ─ кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая замкнутую 
трехмерную область V , а функции ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  - непре-

рывны  в V  вместе с частными производными 1-го порядка. При существова-
нии тройного интеграла по V   верна формула Остроградского - Гаусса: 
 















 dxdydz

z

R

y

Q

x

P

V

)(  
S

dSRQP )coscoscos(   

 
S

RdxdyQdzdxPdydz , 

где cos , cos , cos  - направляющие косинусы внешней нормали к по-

верхности S . В частности, для вычисления объема JV тела V при соответст-
вующем выборе функций RQP ,,  получаем  
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   
S S S

dsydsxdszyxJV  coscos)coscoscos(
3

1
 


S

dsz cos . 

Пример 28. Вычислить  dxdyzdzdxydydzxJ
S

222   , где S  есть 

внешняя сторона границы куба K: 0 ,ax   ay 0 , az 0  .   

Решение. Используя  формулу Остроградского - Гаусса, получаем   

    
K

a a a

dzzyxdydxdxdydzzyxJ
0 0 0

)(2)(2

  
a a

dy
a

yxadx
0 0

2

)
2

)((2 4

0

32 3)(2 adxaxa
a

  . 

Пример 29. Вычислить 1
222

1 )coscoscos(
1

dSdzyxJ
S

   , где 

1S  - часть конической поверхности 222 zyx  , ( hz 0 ), а cos , cos , 

cos  - направляющие косинусы внешней нормали к 
1S . Решение. Поскольку 

поверхность 
1S  не замкнута, то сразу использовать формулу Остроградского - 

Гаусса здесь нельзя. С этой целью замкнем ее, присоединив к ней 2S  - круг 
222 hyx  , лежащий в плоскости hz  . Очевидно имеем:  

 
S

dszyxJ )coscoscos( 222   
V

dxdydzzyx )(2 , 

где поверхность 21 SSS  , а  V  ─ тело, ограниченное поверхностью S . В 

тройном интеграле перейдем к цилиндрическим координатам. Тогда  

   





2

0 0

))sin(cos(2
h h

dzzddJ  

  



2

0 0

)sin)(cos((2
h

hd 4
22

2
)

22
hd

h 



 . 

По аддитивности поверхностного интеграла 2-го рода 21 JJJ  , где 

  
2 22

422222
2 )coscoscos(

S DS

hdxdyhdshdszyxJ  , 

поскольку на 
2S  косинусы 0coscos   , а 1cos   и z=h. Область 2D  - 

круг 222 hyx   в плоскости 0xy. Отсюда 444
1

22
hhhJ





 . 
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2.9. Приложение поверхностных интегралов 
 

1. Вычисление площади поверхности S . Так как 
S

dSS , то пло-

щадь S  вычисляется через поверхностный интеграл первого рода.  

Пример 30. Найти площадь части поверхности 22 yxz  , располо-

женной в цилиндре: xyx 222  .  

Решение. Поверхность S  здесь вырезается цилиндром из конической 

поверхности 22 yxz  . Цилиндр пересекается с плоскостью 0xy по ок-

ружности 1)1( 22  yx , а S  проецируется на 0xy в круг  1)1( 22  yx . 

Для  22 yxz   имеем   21 2'2'  yx zz , а  

   
S D D

yx dxdydxdyzzdSS 221 2'2'  , 

ибо Ddxdy
D

  - площадь круга 1)1( 22  yx    с радиусом 1. 

2. Вычисление массы поверхности. Если ),,( zyx   - поверхност-

ная плотность на поверхности S , то масса 
S

dszyxM ),,( . 

Пример 31. Найти массу полусферы 2222 azyx   при 0z ,если 

поверхностная  плотность 
a

z
zyx ),,( .  

Решение. Поскольку 
S

zdS
a

M
1

, где S  - заданная полусфера, то пре-

образуем поверхностный интеграл 1-го рода в двойной. На S  функция 

222 yxaz   и 
222 yxa

adxdy
ds


 . Ее проекция на 0xy есть область 

D  ─ круг 222 ayx  . Тогда масса 

 
S

zds
a

M
1 21

adxdyadxdy
a DD

 , 

то есть площади   круга  222:),( ayxyxD  . 

3. Вычисление координат центра масс. Известо, что    
 

M

dszyxx

x S
C




),,(

,  
M

dszyxy

y S
C




),,(

,  
M

dszyxz

z S
C




),,(

, 
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где M  - масса поверхности. 
Пример 32. Найти центр масс полусферы из примера 31. 

Решение. В примере 31 получили 2aM  . Тогда при 
a

z
  

3a

xzds

x S
C




 ,     

3a

yzds

y S
C




 ,         

3

2

a

dsz

z S
C




 .   

 
Найдем по отдельности интегралы в числителях. Используя здесь сведение     

поверхностного интеграла 1-го рода к двойному интегралу и полярную  заме-

ну, получаем при   222 yxaz  ,    
222 yxa

adxdy
ds


  значение 

    
S D

a

ddaxdxdyaxzds



2

0 0

2 0cos ,   (ибо  



2

0

0cos d ). 

Аналогично   

   



2

0 0

2 0sin
a

S D

ddaydxdyayzds , 

так как  



2

0

0sin d . Здесь D  ─ круг 222 ayx  . Таким образом, коорди-

наты 0Cx , 0Cy . Найдем теперь координату   Cz .  Интеграл  

  



2

0 0

222222
a

DS

dadadxdyyxaadsz  

 
a

daa
0

222 
3

2
3

1
)(2

3

0
2

3
22 a

аaа a    . 

Отсюда  
3

2а
zC   .                                             
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ГЛАВА 3. ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 
 
 

3.1. Основные понятия векторного анализа 
 

Пусть в некоторой  области 3RD  (или 2RD  ) задано векторное поле 

RkQjPiA  , где функции ),,( zyxPP  , ),,( zyxQQ  , ),,( zyxRR   

определены в D . Далее, обозначим  вектор ),,( RQPA  . 

Определение 4. Если RQP ,,  гладкие функции, то  

1) скаляр 
z

R

y

Q

x

P
divA














   называется дивергенцией поля A  в D .  

2)вектор (определяемый векторным произведением) есть ротор: 
 

rotA
y

P

x

Q
k

x

R

z

P
j

z

Q

y

R
i

RQP
zyx

kji











































)()()( , 

 

3) 
z

k
y

j
x

i













  - вектор набла (оператор Гамильтона) .  

Определение 5. Для векторного поля A  в  D  и гладкой (или кусочно-

гладкой) кривой L  криволинейный интеграл 2-го рода   
L

RdzQdyPdx   на-

зывается работой поля A  вдоль кривой L . Если же  L  - замкнутая (контур  
C ), то этот интеграл называется циркуляцией поля A  по контуру C  и обо-

значается как    
C

RdzQdyPdx .  

 Определение 6. Для векторного поля A  в D  и ориентированной дву-
сторонней поверхности S  поверхностный интеграл 2-го рода  

 
S S

ndsAdsRQP )coscoscos(   

называется потоком поля A через S . Здесь nA  - проекция A на нормаль n . 

Определение 7. Векторное поле A  в D  называется потенциальным, ес-
ли существует функция ),,( zyxUU  - потенциал поля A .такая, что  

                      Ak
z

U
j

y

U
i

x

U
gradU 














   

Определение 8. Поле A  в D  называется соленоидальным, если в D  
существует векторное поле W  такое, что rotWA  . Поле W  в этом случае на-
зывается векторным потенциалом поля A. 
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В терминах теории поля формула Остроградского-Гаусса записывается 

как   
VS

n divAdxdydzdsA   , где  
S

─ поверхностный интеграл второго 

рода по замкнутой поверхности, ограничивающей тело V .Формула же Стокса 

имеет вид:  
C S

n dsrotARdzQdyPdx )( , где C  - замкнутый гладкий (или 

кусочно-гладкий) контур, ограничивающий двустороннюю поверхность S , 

причем направление нормали n к поверхности выбрано так, что бы для на-
блюдателя, стоящего на поверхности S  головой по направлению нормали об-
ход контура C  был бы против часовой стрелки (положительный).  

Имеются утверждения (основанные на прежних теоремах о криволиней-
ных и поверхностных интегралах) связывающие основные понятия векторного 
анализа (теории поля). Приведём одно из них. 

Утверждение. Необходимым и достаточным условием потенциальности 

поля A в поверхностно односвязной области D  является  равенство 0rotA  
в D . При этом  поле называют безвихревым и работа поля рав-

на )()( AUBURdzqdyPdx
AB

  ,где A- начало, а B - конец кривой AB. 

На основе теоремы 4 о независимости криволинейного интеграла от пути ин-
тегрирования получаем, что для потенциальности поля A необходимо и дос-
таточно равенства нулю  циркуляции по любому замкнутому контуру. 

Пример 33. Найти поток вектора zkA   через верхнюю полусферу S  
2222 azyx   при 0z  в направлении внешней нормали.  

Решение. По определению поток равен  
S

n dsA , где nA - проекция на 

внешнюю нормаль к полусфере. Очевидно, zAn  , где 222 yxaz  . 

Имеем  

222

222

yxa

adxdy
yxazdsdsA

DSS

n


  , 

где область D - проекция S  на плоскость OXY . Здесь   D  есть   круг: 
222 ayx  . Отсюда 3aDadxdyadsA

DS
n   , где D - площадь 

круга, равная 2a . 

Пример 34. Найти поток вектора kzjyixA 333   через сферу 

xzyx  222 .  

Решение. Здесь поверхность S  замкнута и ограничивает тело V  в виде 

шара: xzyx  222 . Воспользуемся здесь связью потока и дивергенцией 



 34

(по формуле Остроградского-Гаусса). Очевидно, )(3 222 zyxdivA  . То-

гда поток 

 
VVS

n JdxdydzzyxdivAdxdydzdsA )(3 222  . 

Переходя к сферическим координатам в тройном интеграле, получаем 

5
cossin

5

12

cossin
5

3
sin3

2

0

5
2

0

6

0

2

2

56

0

2

2

cossin

0

4


























   


dd

dddddJ

 

Здесь для подсчета определенных интегралов от 6sin  и 5cos  использован 

переход при замене переменных к Бета-функции. 
Пример 35.Для вектора kyxjxzizyA )()()(   найти работу 

поля вдоль меньшей дуги окружности большего круга сферы S 

25222  zyx ,если дуга соединяет точки )0,4,3(M , )5,0,0(N . 

Решение. Эта дуга лежит в плоскости xy
3

4
  и есть четверть окружно-

сти радиуса 5. Параметризуем её при параметре   равного углу, образованно-

го радиус-вектором точки кривой, лежащей в плоскости xy
5

4
  с его проек-

цией на плоскость OXY . Тогда параметрическое уравнение данной дуги имеет 

вид:  sin5,cos4,cos3  zyx   при 
2

0


  . Здесь функции 

)(),(),( yxRxzQxyP  . Тогда работа равна  

12)2cos
5

6
2sin

2

7
(5

)2sin
5

12
2cos7(5

2

0

2

0



 







 dRdzQdyPdx
L  

Здесь  ddzddyddx cos5,sin4,sin3  , а RQP ,,  вычислены 

для параметрически заданных )(),(),(  zyx  и применена формула вычис-

ления криволинейного интеграла 2-го рода через определенный интеграл. 
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Пример 36. Найти циркуляцию  
C

xdzzdyydxJ , где C  окружность 

2222 azyx  , 0 zyx , пробегаемая против хода часовой стрелки, 

если смотреть с положительной стороны оси OX .  
Решение. Применим здесь связь циркуляции с ротором векторного поля. 

Очевидно здесь вектор xkzjyiA  . Тогда имеем  

 
S

n
C

dSrotAxdzzdyydxJ )( , где в качестве поверхности S  взят круг 

радиуса a , лежащий в плоскости 0 zyx . Нетрудно подсчитать, что по-

ток ротора вычисляется как 

dSdSrotA
S S

n )coscos(cos)(    , 

где  cos,cos,cos  - направляющие косинусы нормали к поверхности S  - 

плоскости 0 zyx . Угол между нормалью и OZ  острый. Тогда  

3

1
coscoscos    

и интеграл  

,333

)coscos(cos

2aSdS

dSxdzzdyydx

S

SC












 

где S - площадь круга радиуса a , лежащего на поверхности S . 

Пример 37. Показать, что поле kzjyxiA 32   потенциально и най-

ти его потенциал.  

Решение. Покажем, что 0rotA . Здесь 32 ,, zRyQxP  . Тогда  

0)()()( 




























 okojoi

y

P

x

Q
k

x

R

z

P
j

z

Q

y

R
irotA . 

Следовательно, согласно утверждению, поле A  потенциально и безвихревое. 
Найдём потенциал ),,( zyxU  используя формулу: 

CdttyxRdtztxQdtzytPzyxU
z

z

y

y

x

x

 
000

),,(),,(),,(),,( 000000 , 

где ),,( 000 zyx  фиксированная точка (по теореме 4 о независимости криволи-

нейного интеграла 2-го рода от пути интегрирования). Возьмем  для удобства 
вычислений  значения 0000  zyx . Тогда потенциал 

C
zyx

CdttdtttdtzyxU
zyx

  432
),,(

432

0

3

0

2

0
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Используя потенциал ),,( zyxU  для любой пары точек M и N  , найдем, со-

гласно определению, работу поля A  равную интегралу 

 
MN

MUNUdzzdyyxdx )()(32 . 
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