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Введение

Это пособие посвящено теории бифуркаций динамических систем, роль ко-
торой в нелинейной динамике трудно переоценить. Причина этого очевидна
– методы теории бифуркаций эффективно работают при изучении динамиче-
ских моделей из самых разных областей естествознания. Кроме того, теория
бифуркаций предоставляет исследователям из разных областей науки универ-
сальный язык для общения и обмена идеями.

Если не вдаваться в детали, то можно сказать, что теория бифуркаций изу-
чает качественные перестройки траекторий в фазовом пространстве при из-
менении параметров системы. По существу, это определение восходит к Ан-
ри Пуанкаре – оно полностью адекватно, когда речь идет о системах с про-
стой динамикой, в частности, о гамильтоновых системах с одной степенью
свободы, которыми он первоначально занимался. Надо, впрочем, заметить,
что это интуитивно очевидное определение не всегда приемлемо на современ-
ном этапе развития теории. Как сейчас хорошо известно, у систем со слож-
ной хаотической динамикой (например, у многомерных систем, у которых ин-
вариантные многообразия седловых периодических траекторий пересекаются
нетрансверсально) существуют «скрытые параметры», т.н. модули, и их беско-
нечно много, см., например, [14, 15, 31, 16]. А это означает, что полностью изу-
чить бифуркации таких систем невозможно, поэтому приходится ограничи-
ваться исследованием каких-либо в определенном смысле основных бифурка-
ций или основных характеристических свойств динамики. При этом часто то,
что нужно считать «основным», зависит от самого исследователя, от того, ка-
кие свойства рассматриваемой математической модели наиболее важны в кон-
тексте рассматриваемой естественно-научной проблемы (как говорят, физи-
чески, биологически и т.п. релевантны). Таким образом, современную теорию
бифуркаций нужно рассматривать, по-существу, как некоторую междисципли-
нарную науку, которая, с одной стороны, является преимущественно важным
разделом математики и может использовать весь ее арсенал (от топологии до
теории чисел), а с другой – дает определенную свободу исследователю, позво-
ляя ему изучать то, что он считает интересным, и теми методами (например,
компьютерными), которые он рассматривает здесь адекватными. Все это дела-
ет теорию бифуркаций одним из самых интересных и значительных разделов
теории динамических систем.
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В действительности, чтобы сформулировать понятие структуры фазового
пространства и ее изменений, необходимо иметь определенное математиче-
ское основание. Первая попытка такой формализации была сделана в 1937 го-
ду Андроновым и Понтрягиным [2], которые ввели понятие грубой системы,
т.е. такой системы, которая не изменяет своих качественных свойств при ма-
лых возмущениях.

Свойство динамической системыбыть грубой представляется особенно важ-
ным, когда речь идет о системах, возникающих в связи с приложениями. Значе-
ния параметров, входящих в правые части такой системы, связаны с данной за-
дачей и по существу дела известны только приближенно. Если малые измене-
ния этих параметров (в пределах точности измерений) приводят к изменению
топологической структуры динамической системы, т.е. если система является
негрубой, то ясно, что топологическая структура системы не дает возможности
непосредственно судить о рассматриваемых явлениях. Напротив, если систе-
ма является грубой, то ее структура может находиться в прямой связи со свой-
ствами (физических) явлений. Сам термин грубые системы возник из проти-
вопоставления с тонкими (негрубыми) системами, топологическая структура
которых нарушается под влиянием сколь угодно малых изменений.

В той же работе [2] Андронов и Понтрягин предложили необходимые и до-
статочные условия грубости для систем на плоскости. Благодаря этому мно-
гие задачи нелинейной динамики, которые можно смоделировать при помо-
щи двумерных динамических систем, получили необходимое математическое
обоснование.

В основу понятия грубости по Андронову-Понтрягину была положена вос-
ходящая к Пуанкаре идея качественного изучения динамических систем, т.е. с
точностью до топологической эквивалентности. С этой точки зрения, две си-
стемы являются одинаковыми, или, как правильно говорить, топологически
эквивалентными, если существует гомеоморфизм ихфазовых пространств, ко-
торый переводит траектории одной системы (полные траектории, полутраек-
тории, отрезки траекторий) в траектории другой с сохранением ориентации
(направлений траекторий). Система называется грубой, если она топологиче-
ски эквивалентна любой достаточно близкой к ней системе, и, кроме того, со-
ответствующий сопрягающий гомеоморфизм близок к тождественному. Дру-
гими словами, фазовые портреты обеих систем должны совпадать (топологи-
чески), а сопрягаемые траектории могут различаться весьма незначительно.
Хотя в работе [2] рассматривались в основном двумерные системы, это опреде-
ление вполне подходит и для многомерного случая. Нужно иметь в виду толь-
ко, что здесь речь идет о гладких системах (по крайней мере, C1-гладких), за-
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данных на компактных фазовых пространствах, и близость систем тоже пред-
полагается в C1-топологии. Это предполагает, например, что если система за-
дана в виде ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), где (x, y) принадлежат некоторой огра-
ниченной области G в R2, то близкая система ẋ = P̃ (x, y), ẏ = Q̃(x, y) так-
же определена на G, и правые части этих двух систем также близки вместе
с первыми производными. Другими словами, для некоторого ε > 0 должны
выполняться условия

∥P̃ (x, y)− P (x, y)∥C1 < ε, ∥Q̃(x, y)−Q(x, y)∥C1 < ε,

где ∥φ(x, y)∥C1 = sup
(x,y)∈G

{
|φ|+

∣∣∣∣∂φ∂x
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂φ∂y

∣∣∣∣}.
Заметим, что C0-близость возмущений здесь не рассматривается, так как

любая система становится в этом случае негрубой: легко, например, из одного
состояния равновесия сделать сколь угодно большое их число за счёт сохра-
няющего гладкость C0-возмущения. С другой стороны, нельзя заменить так-
же топологическую эквивалентность на гладкую (т.е. вместо гомеоморфизмов
фазового пространства рассматривать диффеоморфизмы), так как при гладкой
эквивалентности характеристические корни состояний равновесия становятся
инвариантами, и, тем самым, здесь возникают модули.

Основные положения теории Андронова и Понтрягина представлены в мо-
нографии [5], см. также [26]. Наряду с грубостью в теории динамических си-
стем рассматривается также близкое понятие структурной устойчивости, вве-
денное Пейшото [36]. Различие между понятиями структурной устойчивости
и грубости состоит в том, что для первого из них не предполагается, что со-
прягающий гомеоморфизм близок к тождественному. В настоящее время неиз-
вестно, чем они отличаются – во всяком случае, во всех известных примерах
это одно и то же.

В той же работе [2] Андронов и Понтрягин предложили необходимые и до-
статочные условия грубости для систем на плоскости. В частности, двумерная
система на G грубая тогда и только тогда, когда

• она имеет конечное число состояний равновесия, и все они грубые, т.е. не
имеют собственных значений, лежащих на мнимой оси;

• она имеет конечное число предельных циклов, и все они грубые, т.е. их
мультипликатор не равен 1; 1

1Мультипликаторы предельного цикла – это собственные значения матрицы линеаризации отображения Пу-
анкаре в неподвижной точке, отвечающей какой-либо точке цикла. В двумерном случае отображение Пуанкаре
одномерно, и оно имеет один мультипликатор λ. В случае плоскости λ положительно, и если 0 < λ < 1, то цикл
устойчивый, а если λ > 1 – неустойчивый. В случае неориентируемой поверхности (например, листа Мёбиуса)
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• нет траекторий (сепаратрис), выходящих из одного седлового состояния
равновесия и входящих в другое или в то же самое.

Благодаря этому, многие задачи нелинейной динамики, которые можно смо-
делировать при помощи двумерных динамических систем, получили необхо-
димое математическое обоснование. Во всяком случае, понятие бифуркации,
т.е. качественного изменения фазового портрета системы при сколь угодно ма-
лом изменении параметра(ов), наполнилось точным математическим содержа-
нием, по крайней мере, в случае двумерных систем. Бифуркации отвечает пе-
реход в пространстве динамических систем между открытыми множествами
грубых систем разных топологических типов. В общем случае такой переход
происходит через бифуркационную поверхность коразмерности один, которой
принадлежат негрубые системы, у которых одно из условий грубости наруше-
но.

Одна из самых известных бифуркаций двумерных систем на плоскости –
это бифуркация состояния равновесия типа сложный фокус. Здесь в момент
бифуркации система имеет состояние равновесия с собственными значения-
ми λ1,2 = ±iω, принадлежащими мнимой оси. По-видимому, впервые такая
бифуркация была описана А.А. Андроновым в его докладе [1] на Всесоюз-
ной конференции по колебаниям в 1931 году. Её математическая теория, а так-
же теория основных (коразмерности один) бифуркаций систем на плоскости,
была представлена в работе А.А. Андронова и Е.А. Леонтович [3] 1937 го-
да. Также в первом издании книги «Теория колебаний» А.А. Андронов, А.А.
Витт, С.Э. Хайкин (1937), бифуркация рождения предельного цикла из слож-
ного фокуса на плоскости изложена с математическим доказательством, и там
же рассмотрены примеры.Многомерный аналог бифуркации сложного фокуса
был изучен Т. Хопфом [32] в 1942 г. После работы [32] эта бифуркация стала
известна большому числу зарубежных математиков2, и поэтому долгое вре-
мя на Западе такая бифуркация называлась «бифуркацией Хопфа». Сейчас её
обычно называют «бифуркацией Андронова-Хопфа», что, конечно, более спра-
ведливо. В настоящем пособии мы также будем использовать этот термин, по-
скольку оригинальное название «бифуркация сложного фокуса» или «рожде-
ние предельного цикла из сложного фокуса» по разным причинам использует-
ся не очень часто.

Сам Андронов отмечал прежде всего важное значение этой бифуркации
для физики. В частности, она позволила ответить на важные в то время во-
отображение Пуанкаре в окрестности предельного цикла может быть неориентируемым, и тогда его мультипли-
катор будет отрицательным.

2Работы А.А. Андронова и его сотрудников долгое время оставались неизвестными для широкой математи-
ческой общественности, как впрочем и многие другие работы советских ученых.
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просы о природе возникновения автоколебаний и их разрушений. Сейчас из-
вестно большое число конкретных систем, в которых наблюдается бифурка-
ция Андронова-Хопфа. В настоящем пособии мы рассмотрим несколько таких
примеров, показывающих, в частности (см. примеры 2.4.2 и 2.4.3), что доста-
точно простая бифуркация Андронова-Хопфа играет фундаментальную роль в
теории динамического хаоса.

Другая бифуркация, которая рассматривается в пособии – это дискретный
аналог бифуркации Андронова-Хопфа. Мы ее называем «бифуркацией Анд-
ронова-Хопфа для отображений», хотя у неё существуют и другие общеприня-
тые названия: бифуркация рождения тора, бифуркация Неймарка-Сакера и да-
же бифуркация Андронова-Хопфа-Неймарка-Сакера. С потоковой бифуркаци-
ейАндронова-Хопфа эту бифуркацию роднит то, что в случае двумерных отоб-
ражений она связана с рождением замкнутой инвариантной кривой из непо-
движной точки с собственными значениями λ1,2 = e±iω (0 < ω < π), лежащи-
ми на единичной окружности в комплексной плоскости. Например, вместо дву-
мерного потока в окрестности состояния равновесия с собственными значени-
ями ±iω можно рассмотреть его дискретизацию – отображение по траектори-
ям потока за единицу времени. Тогда это отображение будет иметь неподвиж-
ную точку с собственными значениями e±iω, при бифуркации которой есте-
ственно родится замкнутая инвариантная кривая (дискретный аналог предель-
ного цикла). Однако, это соответствие только условное и очень поверхностное.
Это связано прежде всего с тем, что в такой бифуркации очень важную роль
играют резонансы – ситуация, когда ω – рациональное число, т.е. ω = 2π p/q.
В случаях, когда эти резонансы слабые (q ≥ 5) или ω иррационально, то ана-
логия очень большая – здесь в общем случае из неподвижной точки рожда-
ется единственная замкнутая инвариантная кривая. В случае же т.н. сильных
резонансов, когда ω = π/2 (резонанс 1:4) и ω = 2π/3 (резонанс 1:3), бифур-
кации совсем другие, см., например, [7, 33]. Бифуркация Андронова-Хопфа
для отображений была впервые исследована в работе Ю.И. Неймарка [35], ко-
торый однако не рассмотрел случай сильных резонансов. Впоследствии этот
пробел был устранен Р.Сакером [38]. Термин «бифуркация рождения тора»
также вполне подходит для обозначения такой бифуркации, поскольку, если
в критический момент предельный цикл трехмерного потока имеет мульти-
пликаторы λ1,2 = e±iω, то при соответствующей бифуркации сам цикл меня-
ет свою устойчивость, и от него отрождается двумерный инвариантный тор,
имеющий в общем случае (если, например, отсутствуют сильные резонансы и
первая ляпуновская величина не равна нулю) тот же тип устойчивости, что и
предельный цикл.
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Заметим также, что бифуркация рождения тора из предельного цикла воз-
можна в потоковых системах, размерность которых не меньше трех. Только в
этом случае у предельного цикла возможно существование двух комплексно-
сопряженных мультипликаторов на единичной окружности. Как известно, с
физической точки зрения, устойчивому предельному циклу отвечает режим
автоколебания, а устойчивому двумерному тору – режим биений. Таким об-
разом, бифуркация рождения тора (в случае, когда цикл теряет устойчивость
и из него рождается устойчивый двумерный тор), соответствует переходу от
режима автоколебаний (периодический режим) к режиму биений (квазипери-
одический режим). Такие переходы наблюдаются во многих математических
моделях реальных процессов. Таким образом, бифуркация Андронова-Хопфа
для потоков и отображений имеет также и важное прикладное значение.
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1. Принцип сведенияицентральноемно-
гообразие

Основной целью пособия является изучение бифуркаций негрубых состоя-
ний равновесия и периодических траекторий многомерных динамических си-
стем. Хотя мы здесь ограничимся только исследованием бифуркации Андро-
нова-Хопфа для потоков и отображений, тем не менее, нам понадобятся неко-
торые факты общей теории, в частности теории центральных многообразий.

Рассмотрим семейство динамических систем

ẋ = X(u, µ), (1.1)

где u ∈ Rn, µ = (µ1, ..., µp) ∈ Rp, а X – Cr-гладкая относительно всех своих
аргументов функция, определенная на некоторой областиD×U , гдеD ⊆ Rn и
U ⊆ Rp. Здесь x является вектором фазовых переменных, а µ – вектором пара-
метров. Пусть точка u = 0 является состоянием равновесия системы (1.1) при
µ = 0, т.е. X(0, 0) = 0. Предположим, что у характеристического уравнения

det

∥∥∥∥∥
(
∂X

∂x

)∣∣∣∣
u=0, µ=0

− λEn

∥∥∥∥∥ = 0 (1.2)

есть k корней λ1, ..., λk, имеющих нулевую действительную часть (Reλi =
0, i = 1, ..., k), а остальные корни, λk+1, ..., λn, не лежат на мнимой оси (Reλi ̸=
0, i = k + 1, ..., n).

Обозначим через Vε(O) некоторую достаточно малую, но фиксированную
окрестность точки O в начале координат. Задача состоит в том, чтобы описать
качественные изменения топологической структуры траекторий в окрестности
Vε(O) при изменении значений параметров µ.

Для того, чтобы значительно упростить дальнейшее изложение, воспользу-
емся следующим принципом сведения [19, 27].

Теорема 1. Семейство (1.1) при всех достаточномалыхµ, ∥µ∥ ≤ µ0, в окрест-
ности Vε(O) топологически эквивалентно семейству

ẋ = A(µ)x+ f(x, µ), ẏ = B(µ)y, (1.3)

где x ∈ Rk, y ∈ Rn−k, f(0, 0) = 0, f ′(0, 0) = 0, матрица A(0) имеет собствен-
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ные значения λ1, ..., λk; Reλi = 0, i = 1, ..., k, а матрица B(0) – собственные
значения λk+1, ..., λn; Reλj ̸= 0, j = k + 1, ..., n.

Замечание 1. В случае отсутствия у состояния равновесия характеристиче-
ских корней с Reλi = 0 (гиперболический случай) отсюда следует известная
теорема Гробмана-Хартмана о топологической эквивалентности системы
(1.1) в Vε(O) своей линейной части.

Семейство (1.3) является семейством общего положения в том смысле, что
оно описывает всевозможные бифуркации семейства (1.1) в Vε(O). Суть прин-
ципа сведения состоит в том, что вместо бифуркаций семейства (1.1) он позво-
ляет изучать бифуркации в некотором смысле более простого семейства (1.3).
Также он сводит изучение бифуркаций n-мерной системы (1.1) к изучению k-
мерной системы

ẋ = A(µ)x+ f(x, µ) (1.4)

на так называемом центральном многообразии семейства (1.1).
На самом деле, здесь возникает конкретная задача нахождения функции

f(x, µ) в том случае, когда заданы правые части системы (1.1), которую можно
переписать в аналогичном (1.3) виде

ẋ = A(µ)x+ f̃(x, y, µ), ẏ = B(µ)y + g̃(x, y, µ), (1.5)

выделив линейную часть ẋ = A(µ)x, ẏ = B(µ)y. Тогда искомое k-мерное цен-
тральное многообразие W c будет иметь в Vε(O) уравнение y = Φ(x, µ), где
Φ(0, 0) = 0,Φ′(0, 0) = 0. Это многообразие является Cr-гладким, и все тра-
ектории, не покидающие окрестности Vε(O) лежат в W c. Поэтому функцию
f(x, µ) из (1.4) можно определить как f(x, µ) = f̃(x,Φ(x, µ), µ). Заметим, что
центральное многообразие может быть не определено единственным образом
– в этом случае годится любая функция Φ(x, µ).

Функция Φ(x, µ) должна удовлетворять гомологическому уравнению

Φ′
x(x, µ)

(
A(µ)x+ f̃(x,Φ(x, µ), µ)

)
= B(µ)Φ(x, µ) + g̃(x,Φ(x, µ), µ),

и это дает способ вычисленияΦ(x, µ) с помощью, например, рядов. Например,
функциюΦ(x, 0) можно представить в окрестности x = 0 какΦ(x, 0) = β1x

2+
β2x

3 + .... Обычно для задач теории бифуркации достаточно знать несколько
первых коэффициентов этого разложения (в общем случае знание только β1
или даже знание того, что разложение начинается с квадратичных членов бы-
вает достаточным).

Пример 1. Рассмотрим систему ẋ = xy, ẏ = y + x2. Её центральное много-
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образие имеет вид y = β1x
2 + .... Тогда имеем 2β1xẋ = β1x

2 + x2 + ... или
2β1x(β1x

3 + ...) = β1x
2 + x2 + .... Откуда вытекает, что β1 = −1, и соответ-

ственно система на центральном многообразии принимает вид ẋ = −x3 + ....
Это означает, что состояние равновесияO(0, 0) является вырожденным узлом,
и для изучения его бифуркаций нужно рассматривать двухпараметрическое се-
мейство. Например, семейство

ẋ = −x3 + µ1 + µ2x.

Более подробно про теориюцентральногомногообразия см., например, [25].
Аналогично, принцип сведения справедлив и в случае многомерных отоб-

ражений в окрестности неподвижных точек, в том числе и отображений Пу-
анкаре в окрестностях периодических траекторий. Таким образом, если k соб-
ственных значений λ1, ..., λk линейной части диффеоморфизма лежат на еди-
ничной окружности, а остальные λk+1, ..., λn ей не принадлежат, то задача изу-
чения бифуркаций неподвижной точки сводится к исследованию k-мерного
отображения

x̄ = A(µ)x+ F (x, µ), (1.6)

где F (0, 0) = 0, F ′(0, 0) = 0, на центральном многообразии, и в этом случае
матрица A(0) имеет собственные числа λ1, ..., λk, |λi| = 1, i = 1, ..., k.
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2. Бифуркация Андронова-Хопфа слож-
ного фокуса

Рассмотрим случай, когда многомерная система содержит состояние рав-
новесия O, у которого имеется пара чисто мнимых корней λ1 = λ∗

2 = iω, где
ω > 0, а остальные корни λ3, ..., λn не лежат на мнимой оси, т.е. Reλi ̸= 0,
i = 3, ..., n.

При n = 2 бифуркация такого состояния равновесия была изучена в работе
А.А. Андронова и Е.А. Леонтович [3] в 1937 году, см. также [4, 5], и несколько
позднее в работе Е. Хопфа [32] (1942 г.), в которой также был рассмотрен и
многомерный случай.1 В силу принципа сведения в этом случае достаточно
рассмотреть двумерную систему

ẋ = a(µ)x+ b(µ)y + f(x, y, µ), ẏ = c(µ)x+ d(µ)y + g(x, y, µ), (2.1)

определенную в некоторой достаточно малой фиксированной окрестности Uε

начала координат O(0, 0). Здесь предполагается, что функции f и g при всех
достаточно малых µ обращаются в нуль при x = y = 0 вместе с первыми
производными, а матрица линеаризации

A(µ) =

(
a(µ) b(µ)
c(µ) d(µ)

)
имеет при µ = 0 собственные значения±iω. Что касается вхождения парамет-
ра µ в (2.1), то прежде всего будем полагать, что действительные части соб-
ственных значений матрицыA(µ) меняются строго монотонно при изменении
µ. Это условие будет выполняться, если, например,

d

dµ
trA(µ) ̸= 0,

где trA – след матрицы A.
Попробуем привести систему (2.1) к как можно более простому виду. Сна-

чала преобразуем линейные члены. Для этого рассмотрим соответствующую
1В зарубежной литературе эту бифуркацию обычно называют бифуркацией Хопфа (Hopf bifurcation), прав-

да, в последнее время ее все чаще называют бифуркацией Андронова-Хопфа. У классиков, [5], она называется
«бифуркацией сложного фокуса» или «рождением предельного цикла из сложного фокуса»; используется также
термин «бифуркация рождения цикла», например, в книге [18], редактором перевода на русский язык которой
была Е.А. Леонтович.
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линейную систему
ẋ = a(µ)x+ b(µ)y,
ẏ = c(µ)x+ d(µ)y,

(2.2)

у которой µ – параметр, а коэффициенты a, b, c, d удовлетворяют следующим
условиям (условиям центра):

a(0) + d(0) = 0, a(0)d(0)− b(0)c(0) = ω2 > 0. (2.3)

Задача 1. 1) При µ = 0 с помощью линейной замены координат привести
систему (2.2) к виду ẋ = −ωy, ẏ = ωx.

2) Привести систему (2.2) к виду ẋ = µx − ω(µ)y, ẏ = ω(µ)x + µy, где
µ = µnew = a(µ) + d(µ) и ω(µ)2 = a(µ)d(µ)− b(µ)c(µ).

3) Заменой времени t → 1

ω
t и параметра µ → 1

ω
µ привести систему из п.2

к стандартному виду ẋ = µx− y, ẏ = x+ µy. ▲
Решение. 1) Положим в (2.2) xnew = x, µxnew − ω(µ)ynew = a(µ)x + b(µ)y. Тогда получим, что
ẋnew = −ωynew и −ωẏnew = a(0)ẋ + b(0)ẏ = a(0)(a(0)x + b(0)y) + b(0)(c(0)x + d(0)y) = (a(0)2 +
b(0)(c(0)) ·x+b(0)(a(0)+d(0)) ·y. В силу (2.3) получаем, что коэффициент перед y обращается в нуль,
и a(0)2 + b(0)c(0) = −a(0)d(0) + b(0)c(0) = −ω2.

2) Решается также как и 1), только замена ищется в виде xnew = x, −ωynew = a(0)x+ b(0)y.

3) Решается делением обеих частей системы из п. 2) на ω. Тогда, например,
dx

ωdt
=

dx

dτ
, где новое

время τ =
t

ω
.

Теперь, без ограничения общности, будем полагать, что

A(µ) =

(
µ −1
1 µ

)
.

2.1. Нормальнаяформа бифуркацииАндронова-Хопфа слож-
ного фокуса

Для изучения поведения траекторий в достаточно малой фиксированной
окрестностиUε(O) воспользуемся методом нормальных форм. В этой связи бу-
дем предполагать, что f(x, y, µ) и g(x, y, µ) – аналитические функции в некото-
рой окрестности начала координат O(0, 0). Разложив f и g в ряды, перепишем
систему (2.1) в следующем виде2

ẋ = µx− y +
∑

m+n≥2

amnx
myn, ẏ = x+ µy +

∑
m+n≥2

bmnx
myn. (2.4)

2В случае, когда f и g являются Cr-гладкими, мы рассматриваем в (2.4) конечные отрезки соответствующих
рядов с 2 ≤ m+ n ≤ r − 1 и остаточные члены вида O

(
(x2 + y2)r/2

)
(либо с 2 ≤ m+ n ≤ r и o

(
(x2 + y2)r/2

)
соответственно). Если r = ∞, то ряды в (2.4) являются формальными.
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Рис. 1: Динамика линейной системы ẋ = µx− y, ẏ = x+ µy при изменении µ

Динамика линеаризованной системы (2.4), ẋ = µx − y, ẏ = x + µy, весьма
простая:

Задача 2. Показать, что у линеаризованной системы (2.4) состояние равно-
весия O(0, 0) является линейным центром при µ = 0, устойчивым фокусом
при µ < 0, и неустойчивым фокусом при µ > 0, см. рис. 1. ▲

Ясно, что учет нелинейных членов должен сильно испортить такое простое
поведение траекторий. Чтобы это выяснить, введем вместо x, y некоторые спе-
циальные координаты, в которых уравнения (2.4) примут так называемую нор-
мальную форму, см. Лемма 1.

Перейдем в системе (2.4) к комплексным переменным u = x+iy, v = x−iy.
Здесь v = u∗, где ∗ означает комплексное сопряжение. Тогда относительно u, v
получим следующую систему:

u̇ = (µ+ i)u+
∑

m+n≥2

Amnu
mvn, v̇ = (µ− i)v +

∑
m+n≥2

Bmnu
mvn. (2.5)

Коэффициенты Amn и Bmn будут теперь комплексными величинами, удовле-
творяющими, в силу вещественности системы (2.4), соотношениям A∗

mn =
Bnm.3

Рассмотрим теперь замену переменных (u, v) → (ξ, η) вида

u = ξ +
∑

m+n≥2

αmnξ
mηn, v = η +

∑
m+n≥2

βmnξ
mηn, (2.6)

где αmn, βmn – неопределенные коэффициенты, для которых выполнены соот-
ношения α∗

mn = βnm.

3Действительно, из (2.5) мы получаем, что
1

2
(u̇+ v̇) = ẋ = µx− y +

1

2

∑
(Amnz

m(z∗)n +A∗
mn(z

∗)mzn), где
z = u, z∗ = v, так уравнение для ẋ – вещественное. Отсюда видно, что A∗

mn = Bnm.
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В новых переменных система (2.5) принимает вид

ξ̇ = (µ+ i)ξ +
∑

m+n≥2

Âmnξ
mηn, η̇ = (µ− i)η +

∑
m+n≥2

B̂mnξ
mηn, (2.7)

где Â∗
mn = B̂nm.

Лемма 1. При µ = 0 существует формальная замена координат вида (2.5),
после которой система (2.7) приводится к формальной нормальной форме ви-
да

ξ̇ = iξ + ξ
∑
n≥1

Ân+1, n |ξη|n, η̇ = −iη + η
∑
n≥1

Â∗
n+1, n |ξη|n. (2.8)

Доказательство. Подставляя (2.6) в первое уравнение из (2.5) и заменяя ξ̇ и η̇ на их выражения из (2.7),
получим (

1 +
∑

αmnmξm−1ηn
) [

(µ+ i)ξ +
∑

Âmnξ
mηn

]
+

+
∑

αmnnξ
mηn−1

[
(µ− i)η +

∑
B̂mnξ

mηn
]
=

= (µ+ i) (ξ +
∑

αmnξ
mηn)+

+
∑

Amn

(
ξ +

∑
i+j≥2

αijξ
iηj

)m(
η +

∑
i+j≥2

βijξ
iηj

)n

, m+ n ≥ 2.

(2.9)

Используя это равенство, мы можем теперь последовательно, по мере возрастания m + n, найти
искомые αmn.

Рассмотрим случайm+ n = 2. Тогда из (2.9) получаем следующее равенство

αmnmξmηn(µ+ i) + Âmnξ
mηn + αmnnξ

mηn(µ− i) =

= (µ+ i)αmnξ
mηn +Amnξ

mηn, m+ n ≥ 2.

Откуда находим
Âmn = Amn − αmn [(µ+ i)(m− 1) + (µ− i)n] .

Таким образом, если (µ+ i)(m− 1) + (µ− i)n ̸= 0, то мы можем сделать Âmn = 0, полагая

αmn =
Amn

(µ+ i)(m− 1) + (µ− i)n
.

При µ = 0 это можно сделать, если
m− n− 1 ̸= 0. (2.10)

Для m + n = 2 условие (2.10) выполняется всегда. Следовательно, при µ = 0 и при всех достаточно
малых µ, можно так подобрать коэффициенты αmn с m + n = 2, что Âmn = 0. Автоматически при
βnm = α∗

mn зануляются также все коэффициенты B̂mn с m + n = 2. Отметим, что αmn в этом случае
гладко зависит от µ. При µ = 0 для αmn сm+ n = 2 получаем тогда формулы

α20 = −iA20, α11 = iA11, α02 =
i

3
A02. (2.11)
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Рассмотрим случайm+ n = 3. Тогда мы выводим из (2.9), так как Âij = B̂ij = 0 при i + j = 2,
что

Âmn = Amn − αmn [(µ+ i)(m− 1) + (µ− i)n] + ..., m+ n = 3,

где многоточием обозначены члены, зависящие от αij с i+j = 2, которые уже определены выше. Пола-
гая в этой формуле Âmn = 0, мы опять можем найти соответствующий коэффициент αmn сm+ n = 3
(который зависит уже от Amn с m + n = 3 и известных αij с i + j = 2) при выполнении неравенства
(2.10) для m + n = 3. Это можно сделать при всех таких m и n, кроме случая m = 2, n = 1 (который
называется тождественным (или тривиальным) резонансом) – здесь мы положим α21 = 0. Заметим,
что при этом в выражение для нового коэффициента Â21 войдут старый коэффициент A21 перед куби-
ческим членом u2v из (2.5) и некоторая уже известная комбинация из коэффициентов A20, A11 и A02

(см. задачу 3).
Поступая таким же образом с остальными коэффициентами приm+n > 3, мы получим при µ = 0

формальные ряды в правой части системы (2.7), у которых можно занулить все коэффициенты, кроме
Ân+1, n и B̂n, n+1 = Â∗

n+1, n.4

Замечание 2. Система (4) имеет неподвижную точкуO с собственными зна-
чениями λ1 = µ+ i и λ2 = µ− i. Тогда мономAmnξ

mηn является резонансным,
если выполняется условие λ1 = mλ1 + nλ2, которое в данном случае имеет
вид (m−1)(µ+1)+n(µ− i) = 0. При µ = 0 это соотношение принимает вид
m−1 = n. Тогда говорят, что в случае мономов видаAj+1, j ξ

j+1ηj, j = 1, 2, ...
имеет место тождественный (тривиальный) резонанс. Аналогично получа-
ем, что мономы Bj, j+1 ξ

jηj+1 являются тождественно резонансными. Таким
образом, формальная нормальная форма (2.8) – это та, в которой в правых
частях исходной системы (2.5) остаются только лишь тождественно резо-
нансные члены.

Очевидно, что вместо формальной замены координат вида (2.6) на практике
удобнее рассматривать полиномиальные замены координат вида

u = ξ +
N∑

m+n≥2

αmn ξ
mηn, v = η +

N∑
m+n≥2

βmn ξ
mηn, (2.12)

где α∗
mn = βnm и N = 2k + 1. Тогда соответствующая нормальная форма по-

рядка k будет иметь при всех достаточно малых µ следующий вид

ξ̇ = (µ+ i)ξ + ξ
k∑

j≥1

Âj+1, j |ξη|j +O(ρ2k+2),

η̇ = (µ− i)η + η
k∑

j≥1

Â∗
j+1, j |ξη|j +O(ρ2k+2),

(2.13)

где ρ2 = ξ2 + η2. Поскольку указанные замены являются полиномиальными,
4Заметим однако, что при µ ̸= 0 соответствующие формальные ряды могут расходиться (в заменах появля-

ются малые знаменатели вида (µ+ i)(m− 1) + (µ− i)n).
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то нет проблем с их сходимостью, за исключением того, что при k → ∞ ин-
тервал значений параметра µ, при которых эти замены справедливы, должен
стягиваться к µ = 0.

Преобразование (2.6) с подходящими αmn при m + n = 2, 3, приводит си-
стему (2.7) к виду:

ξ̇ = (µ+ i)ξ + Â21ξ
2η + . . . , η̇ = (µ− i)η + Â∗

21ξη
2 + . . . , (2.14)

где многоточием обозначены члены четвертого порядка и выше.
На плоскости (ξ, η) введем полярные координаты ξ = ρeiφ, η = ρe−iφ. Тогда

получим

ρ̇eiφ + ρeiφiφ̇ = (µ+ i)ρeiφ + Â21ρ
3eiφ +O(ρ4),

ρ̇e−iφ − ρe−iφiφ̇ = (µ− i)ρe−iφ + Â∗
21ρ

3e−iφ +O(ρ4).

Поделим первое уравнение на eiφ, а второе на e−iφ. Затем, складывая и вычитая
полученные уравнения, находим, что система (2.14) в полярных координатах
может быть представлена в следующем виде

ρ̇ = µρ+Gρ3 +O(ρ4), φ̇ = 1 +Bρ2 +O(ρ3), (2.15)

где G = Re Â21, B = Im Â21. Коэффициент G наывается первой ляпуновской
величиной.

Наше основное предположение – это то, что G(0) ̸= 0. В этом случае мы
можем еще упростить систему (2.15). Во-первых, сделаем замену времени

tnew = t
(
1 +Bρ2 +O(ρ3)

)
.

Тогда (2.15) перепишется как

ρ̇ = µρ+ (G+Bµ)ρ3 +O(ρ4), φ̇ = 1. (2.16)

Далее сделаем еще одну нормировку

ρ =
1√

|G+Bµ|
ρnew.

Тогда (2.16) перепишется в следующем виде

ρ̇ = µρ+ L1ρ
3 +O(ρ4), φ̇ = 1, (2.17)

гдеL1 = sign G(0). Заметим, что здесьO(ρ4)-члены зависят, вообще говоря, от
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φ. Однако главная часть от φ не зависит, поэтому если G(0) ̸= 0, то поведение
траекторий в достаточно малой окрестности начала координат ρ = 0 можно
полностью изучить, зная свойства простой одномерной системы

ρ̇ = µρ+ ρ3 − в случае G(0) > 0

или
ρ̇ = µρ− ρ3 − в случае G(0) < 0,

определенной на луче ρ ≥ 0. При этом очевидно, что нулевому состоянию
равновесия ρ = 0 этой одномерной системы в (2.17) и (2.15) будет отвечать
состояние равновесия в начале координат исходной системы, а ненулевому со-
стоянию равновесия ρ = ρ0 – предельный цикл, близкий к окружности ради-
уса ρ0. В случае G(0) ̸= 0 знак первой ляпуновской величины определяет тип
устойчивости негрубого состояния равновесия при µ = 0. При G < 0 в малой
окрестности O все траектории системы (2.15) являются спиралями, стремя-
щимися к O при t → +∞, а при G > 0 они стремятся к O при t → −∞.5
Такое состояние равновесия называется сложным фокусом первого порядка,
устойчивым при G < 0 и неустойчивым при G > 0. Из самой процедуры при-
ведения системы (2.4) к виду (2.15) вытекает, что величина G ̸= 0 зависит
только от коэффициентов amn, bmn системы (2.4) сm+ n ≤ 3.

Задача 3. Показать, что

G = ReA21 − Im (A11A20),

где Aij – коэффициенты системы (2.5). ▲
Решение. Полагая в (2.9) α21 = 0 и B̂mn = 0 при m + n = 2, получим следующее соотношение для
определения мономов относительно ξ2η

Â21ξ
2η = A21ξ

2η +A20(ξ + α20ξ
2 + α11ξη)

2 +A11(ξ + α20ξ
2 + α11ξη)(η + β20ξ

2 + β11ξη)+

+A02(η + β20ξ
2 + β11ξη)

2 +O(|η|2 + |ξ|3).

Откуда, выделяя члены содержащие только ξ2η, получаем

Â21 = A21 + 2A20α11 +A11β11 + α20A11 + 2A02β20.

Учитывая соотношения (2.11) и то, что β11 = α∗
11, β20 = α∗

02, получаем

Â21 = A21 + iA20A11 − i|A11|2 −
2i

3
|A02|2.

5При это для решения ρ = ρ(t) с начальной точкой вблизи ρ = 0, как легко видеть, будет иметь место асимп-
тотика ρ ∼|t|−1/2 при |t| → ∞ (t → +∞ в случае G < 0 и t → −∞ в случае G > 0). То есть, здесь имеет место
степенной по времени, ∼|t|−1/2, характер стремления к нулю, а не экспоненциальный, как в грубом случае, где
ρ(t) ∼eµt для системы ρ̇ = µρ+ ...
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Так как G = Re Â21, отсюда вытекает, что G = ReA21 − Im (A11A20).

Явный вид величины G, как функции от amn, bmn, был получен Н.Н. Баути-
ным [12]. Мы приведем формулу Баутина для случая системы

ẋ = ax+ by + P2(x, y) + P3(x, y) + ...,

ẏ = cx+ dy + P2(x, y) + P3(x, y) + ...,

где ad− bc > 0, a+ d = 0 и

P2(x, y) = a20x
2 + a11xy + a02y

2,
Q2(x, y) = b20x

2 + b11xy + b02y
2,

P3(x, y) = a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3,
Q3(x, y) = b30x

3 + b21x
2y + b12xy

2 + b03y
3.

Тогда

G = − π

4bω3

{
ac(a211 + a11b02 + a02b11) + ab(b211 + a20b11 + a11b20)+

+c2(a11a02 + 2a02b02)− 2ac(b202 − a20a02)− 2ab(a220 − b20b02)−

−b2(2a20b20 + b11b20) + (bc− 2a2)(b11b02 − a11a20)−

−(a2 + bc) [3(cb03 − ba30) + 2a(a21 + b12) + (ca12 − bb21)]
}
,

(2.18)

где ω2 = ad− bc.
Для случая системы (2.4) формула (2.18) немного упрощается (здесь a =

0, b = −1, c = 1, d = 0):

G =
π

4
[a11a02 + 2a02b02 − 2a20b20 − b11b20 − b11b02+

+a11a20 + 3(b03 + a30) + a12 + b21] .
(2.19)

Задача 4. Исследовать устойчивость нулевого состояния равновесия и найти
критический случай, когда G = 0, для следующих систем:
а) ẋ = −y + ax2 + bxy, ẏ = x+ cx2 + dxy.
б) ẋ = x− 2y + ax2, ẏ = x− y + by2. ▲

Замечание 3. Пусть система ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y) имеет состояние рав-
новесия S(x0, y0). Рассмотрим матрицу линеаризации этого состояния рав-
новесия

A =

(
P ′
x(x0, y0) P ′

y(x0, y0)

Q′
x(x0, y0) Q′

y(x0, y0)

)
.
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Тогда, если выполняются следующие условия

detA = ω2 > 0 и trA = P ′
x(x0, y0) +Q′

y(x0, y0) = 0, (2.20)

состояние равновесия S(x0, y0) будет иметь чисто мнимые характеристиче-
ские корни λ1,2 = ± iω. Соответственно, условия (2.20) нужно рассматри-
вать как необходимые условия для осуществимости бифуркации Андронова-
Хопфа.

В невырожденном случае G ̸= 0 нормальная форма (2.15) позволяет срав-
нительно легко описать бифуркации состояния равновесия O при изменении
параметра µ. Мы дадим описание этих бифуркаций как в двумерном случае,
так и в трехмерном, когда исходное состояние равновесия имеет характеристи-
ческие корни λ1 = λ∗

2 = iω, λ3 < 0.

Случай 1. G < 0.

Двумерный случай. Если µ ≤ 0, то все траектории стремятся к состоянию
равновесия – устойчивомуфокусу (рис. 2a). Приµ > 0 состояние равнове-
сия становится неустойчивым фокусом, и из него рождается устойчивый
предельный цикл Lµ (рис. 2б).

Трехмерный случай. Если µ ≤ 0, то все траектории стремятся к устойчи-
вому состоянию равновесия (рис. 2в). При µ > 0 состояние равновесия
становится седло-фокусом типа (1,2), и из него рождается устойчивый
предельный цикл Lµ (рис. 2г). Здесь центральное инвариантное много-
образиеW c

µ двумерно, и состояние равновесия Oµ и предельный цикл Lµ

лежат на нем.

В случаеG < 0 такуюбифуркациюназывают прямой бифуркацией Андронова-
Хопфа, часто используются также термины мягкая или суперкритическая би-
фуркация Андронова-Хопфа. Она приводит к рождению устойчивого предель-
ного цикла, и на физическом языке, эта бифуркация отвечает мягкому воз-
буждению автоколебаний. Соответствующая граница устойчивости состояния
равновесия является в этом случае безопасной, т.к. при потере устойчивости
состоянием равновесия траектории не покинут его достаточно малой (порядка√
|µ|) окрестности.

Случай 2. G > 0.

Двумерный случай. При µ < 0 состояние равновесия устойчиво, его окру-
жает неустойчивый предельный цикл Lµ (рис. 3a). При µ ≥ 0 состояние
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Рис. 2: Случай G < 0. Прямая бифуркация Андронова-Хопфа

равновесия неустойчиво, и все траектории выходят из окрестности точки
O (рис. 3б).

Трехмерный случай.Приµ < 0 состояние равновесия устойчиво, его окру-
жает седловой предельный цикл Lµ, лежащий в W c (рис. 3в). При µ = 0
цикл «влипает» в состояние равновесия, которое становится при µ ≥ 0
седлового типа – при µ = 0 оно негрубое (наW c – это сложный неустой-
чивый фокус), а при µ > 0 точка O(0, 0, 0) является седло-фокусом типа
(1,2). При µ ≥ 0 все траектории выходят из окрестности V точкиO(0, 0, 0)
(рис. 3г).

В случаеG > 0 такуюбифуркациюназывают обратной бифуркацией Андро-
нова-Хопфа, используются также термины жесткая или субкритическая би-
фуркацияАндронова-Хопфа. В результате такой бифуркации в устойчивое рав-
новесие влипает неустойчивый предельный цикл, после чего само равновесие
становится полностью неустойчивым. Такая бифуркация приводит к жесткой
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Рис. 3: Случай G > 0. Обратная бифуркация Андронова-Хопфа

потере устойчивости. Соответствующая граница устойчивости состояния рав-
новесия является в этом случае опасной, т.к. при потере устойчивости состо-
янием равновесия все траектории (кроме самого состояния равновесия) поки-
дают его окрестность.

Задача 5. Исследовать поведение траекторий укороченной системы ρ̇ = µρ+
Gρ3, φ̇ = 1 в случаях (а) G < 0 и (б) G > 0. ▲

Задача 6. Нарисовать качественные картины поведения траекторий при из-
менении µ в случаях, когда трехмерная система имеет при µ = 0 состояние
равновесия c собственными значениями λ1 = λ∗

2 = i, λ3 > 0 и (а) G < 0; (б)
G > 0. ▲

2.2. Основная теорема о бифуркацииАндронова-Хопфав слу-
чае двумерных потоков

Выше мы изучили бифуркацию Андронова-Хопфа на основе анализа нор-
мальной формы (2.17). Следующая теорема показывает, что результаты оста-
ются верными и в общем случае системы (2.1) или этой же системы, записан-
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ной в развернутом виде (2.4). Мы также показали, что система (2.4) с помощью
полиномиальных замен координат и невырожденной замены времени может
быть записана в полярных координатах в форме (2.17), где L1 = −1, если пер-
вая ляпуновская величинаG отрицательна, иL1 = +1, если она положительна.

Теорема 2 (О структуре бифуркации Андронова-Хопфа двумерных систем).
Если первая ляпуновская величина G отрицательна, т.е. L1 = −1 у системы
(2.17), то для малых µ ≤ 0 состояние равновесия O устойчиво, и все траек-
тории в некоторой окрестности U точки O стремятся к O (рис. 2а). Когда
µ > 0, состояние равновесия становится неустойчивым и возникает устой-
чивая периодическая орбита диаметра ∼√

µ такая, что все траектории из
U , за исключением O, стремятся к ней (рис. 2б).

Если первая ляпуновская величина G положительна (т.е. L1 = +1 у систе-
мы (2.17)), то для малых µ ≥ 0 состояние равновесия O неустойчиво, и все
остальныетраектории покидают ее некоторую окрестностьU (рис. 3а). Ко-
гда µ < 0, состояние равновесия становится устойчивым, его область при-
тяжения ограничена неустойчивой периодической орбитой диаметра диа-
метра ∼

√
−µ, которая стягивается к O при µ = 0 (рис. 3б).

Доказательство. Так как φ̇ = 1 в случае системы (2.17), любая траектория, отличная от точки O,
должна пересекать луч R : φ = 0, ρ > 0. Поэтому здесь (при малых ρ) будет определено отображение
луча R в себя по траекториям системы (2.17). Для нахождения вида этого отображения перепишем
систему (2.17) в форме дифференциального уравнения первого порядка

dρ

dφ
= µρ+ L1ρ

3 +O(ρ4). (2.21)

Найдем решение ρ = ρ(φ), которое начинается в точке ρ = ρ0 при φ = 0. Пусть

ρ(φ) = α1(φ)ρ0 + α2(φ)ρ
2
0 + α3(φ)ρ

3
0 +O(ρ40). (2.22)

Поскольку ρ(0) = ρ0, то
α1(0) = 1, α2(0) = 0, α3(0) = 0. (2.23)

Подставив (2.22) в (2.21), мы получим следующие дифференциальные уравнения для определения ко-
эффициентов αi(φ), i = 1, 2, 3,

dα1

dφ
= µα1;

dα2

dφ
= µα2;

dα3

dφ
= µα3 + L1α

3
1.

Отсюда, учитывая условия (2.23), находим

α1(φ) = eµφ; α2(φ) = 0; α3(φ) =
L1

2µ
eµφ

(
e2µφ − 1

)
.

Таким образом,

ρ(φ) = eµφρ(0) +
L1

2µ
eµφ

(
e2µφ − 1

)
ρ3(0) +O(ρ4(0)).

Подставляя φ = 2π, мы получаем отсюда выражение для отображения луча R на себя: ρ = ρ(0) →
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ρ(2π) = ρ̄:

ρ̄ = e2πµρ+
L1

2µ
eµφ

(
e2µφ − 1

)
ρ3 +O(ρ4) =

= e2πµρ+ 2πL1(1 +O(µ))ρ3 +O(ρ4).
(2.24)

Анализ динамики этого отображения вблизи неподвижной точки ρ = 0 достаточно прост. Для ко-
ординаты ρ неподвижных точек отображения (2.24) получаем следующее уравнение

ρ
[(
e2πµ − 1)

)
/2π + L1(1 +O(µ))ρ2 +O(ρ3)

]
= 0.

Отсюда получаем, что при L1µ ≥ 0 отображение (2.24) имеет одну неподвижную точку ρ = 0, и при
L1µ < 0 возникает еще одна неподвижная точка ρ =

√
−µ/L1 +O(µ), которая отрождается от исход-

ной неподвижной точки (напомним, что отображение (2.24) определено только для ρ ≥ 0, его отрица-
тельные корни не учитываются). Из (2.24) мы получаем следующее выражение для мультипликатора
нетривиальной неподвижной точки

ν(µ) = 1− 4πµ+O(µ2).

Как мы видим, эта неподвижная точка устойчива, если L1 < 0 (т.к. она существует при µ > 0) и
неустойчива, если L1 > 0 (существует при µ < 0). Это доказывает теорему 2.

2.3. БифуркацияАндронова-Хопфа вкритическом случаеG =

0

Рассмотрим случай, когда состояние равновесия O является сложным фо-
кусом (т.е., оно имеет пару чисто мнимых корней), у которого первая ляпунов-
ская величинаG равна нулю. Тогда полиномиальная замена координат (2.12) с
N = 5 и подходящими αmn, βmn = α∗

nm приm+n = 2, 3, 4, 5 приводит систему
(2.5) к нормальной форме (2.13) до членов пятой степени

ξ̇ = (µ+ i)ξ + Â21(µ)ξ
2η + Â32(µ)ξ

3η2 +O(ρ6),

η̇ = (µ− i)η + Â∗
21(µ)ξη

2 + Â∗
32(µ)ξ

2η3 +O(ρ6),

(2.25)

гдеReÂ21(0) = 0. Теперь система (2.25) в полярных координатах ξ = ρeiφ, η =
ρe−iφ запишется в таком виде

ρ̇ = µρ+G1(µ)ρ
3 +G2(µ)ρ

5 +O(ρ6), φ̇ = 1 + Im Â21ρ
2 +O(ρ3), (2.26)

где G1(µ) = ReA21(µ), G2(µ) = ReA32(µ) и G1(0) = 0, G2(0) ̸= 0.
Систему (2.26) можно немного упростить. Сделаем замену ρ → |G2(µ)|−1/4ρ.

Тогда (2.26) перепишется как

ρ̇ = µρ+
G1(µ)√
|G2(µ)|

ρ3 + sign G2ρ
5 +O(ρ6), φ̇ = 1 +O(ρ2). (2.27)
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Рис. 4: Бифуркационная диаграмма в случае вырожденной бифуркации Андронова-Хопфа

Теперь задача изучения бифуркаций сложного фокуса второго порядка сво-
дится к анализу двухпараметрического семейства (2.26), в котором полагаем

µ1 = µ и µ2 =
G1(µ)√
|G2(µ)|

. Рассмотрим для определенности случай G2(0) < 0

(случай G2(0) > 0 очевидно сводится к рассматриваемому заменой t на −t).
Тогда получаем следующую следующую двухпараметрическую нормальную
форму

ρ̇ = µ1ρ+ µ2ρ
3 − ρ5 +O(ρ6), φ̇ = 1 +O(ρ2). (2.28)

На плоскости параметров (µ1, µ2) есть три бифуркационные кривые семей-
ства (2.28) – это Γ1: {µ1 = 0, µ2 < 0}, Γ2: {µ1 = 0, µ2 > 0} и Γ3: {µ1 =

−µ2
2

4
(1+ ...), µ2 > 0}. На Γ1 и Γ2 состояние равновесия имеет пару чисто мни-

мых корней иG = µ2. Таким образом, при переходе через эти кривые происхо-
дит невырожденная бифуркация Андронова-Хопфа – прямая на Γ1 и обратная
на Γ2. На кривой Γ3 система имеет двойной предельный цикл, получившийся
из слияния двух грубых предельных циклов. Кривыми Γ1, Γ2 и Γ3 окрестность
точки µ1 = µ2 = 0 разбивается на три области Ei, i = 1, 2, 3. В каждой из об-
ластей Ei система при всех µ ∈ Ei будет иметь одинаковую топологическую
структуру (рис. 4).

Точка O является неустойчивым фокусом в области E1 (при µ1 > 0) и
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неустойчивым фокусом при µ1 < 0. В областиE1∪E2 существует устойчивый
предельный цикл, который стягивается вO приµ ∈ Γ1. В областиE3 существу-
ют два предельных цикла: устойчивый (внешний) и неустойчивый (внутрен-
ний) – последний стягивается в O при µ ∈ Γ2. В области E2 нет предельных
циклов.

Задача 7. Изучить случай G1(0) = 0, G2(0) > 0. Построить бифуркационную
диаграмму для семейства

ρ̇ = µ1ρ+ µ2ρ
3 + ρ5, φ̇ = 1. ▲

2.4. Примеры систем с бифуркацией Андронова-Хопфа для
потоков

Отметим, что хотя математическая теория бифуркации Андронова-Хопфа
была построена в работе А.А. Андронова и Е.А. Леонтович [3] 1937 года, са-
ма эта бифуркация была описана и изучена А.А. Андроновым несколько ранее,
также как и бифуркации рождения устойчивых предельных циклов из двукрат-
ного цикла и из гомоклинической петли седло-узла (см., например, [1]). Также
в первом издании книги «Теория колебаний» А.А. Андронов, А.А. Витт, С.Э.
Хайкин, 1937, бифуркация рождения предельного цикла из сложного фокуса
на плоскости изложена уже с математическим доказательством и рассмотрены
примеры. Сам Андронов отмечал прежде всего важное значение этой бифур-
кации для физики. В частности, она позволила ответить на важные в то вре-
мя вопросы о природе возникновения автоколебаний и их разрушений. Сейчас
известно большое число конкретных систем, в которых наблюдается бифурка-
ция Андронова-Хопфа. В настоящем пособии мы рассмотрим несколько таких
примеров, показывающих, в частности (см. примеры 2.4.2 и 2.4.3), что доста-
точно простая бифуркация Андронова-Хопфа играет фундаментальную роль в
теории динамического хаоса.

2.4.1. Бифуркация Андронова-Хопфа в модели колебательного контура
с жестким возбуждением автоколебаний

В данном примере рассматривается линейный автоколебательный контур,
в который включен элемент, обладающий нелинейной проводимостью (рис.
5) [6]. Вольт-амперная характеристика данного элемента представлена на ри-
сунке 6. Выведем уравнение рассматриваемого генератора. Вольт-амперную
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Рис. 5: Схема генератора с активным нелинейным элементом

u

I

Рис. 6: Вольт-амперная характеристика нелинейного элемента генератора с активным нелинейным элементом

характеристику нелинейного элемента аппроксимируем функцией

I = −g0u− g1u
3 + g2u

5,

где коэффициенты g0, g1, g2 принимают положительные значения. Используя
правила Кирхгофа, для колебательного контура можно записать следующие
уравнения относительно тока через индуктивность iL и напряжения u на каж-
дом из элементов контура:

L
diL
dt

= u,

C
du

dt
+ gu+ I + iL = 0,

из которых следует уравнение

C
du

dt
+ gu− g0u− g1u

3 + g2u
5 +

1

L

∫
udt = 0.
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Дифференцируя уравнение 2.4.1 по времени, запишем уравнение в осцилля-
торной форме:

d2u

dt2
−
[
g0 − g

C
+

3g1
C

u2 − 5g2
C

u4
]
du

dt
+ ω2

0u = 0,

где ω2
0 = 1/LC. Введем безразмерное время τ = ω0t и произведем следующую

замену переменных и параметров x = u

(
5g2

√
L

C

)1/4

, ε0 = (g0 − g)

√
L

C
,

ε1 =
3g1
√

L/C√
5g2
√

L/C
. В результате получим уравнение в безразмерной форме:

ẍ− (ε0 + ε1x
2 − x4)ẋ+ x = 0. (2.29)

Уравнение 2.29 описывает динамику генератора с жестким возбуждением ав-
токолебаний. Поведение данного осциллятора зависит от двух управляющих
параметров ε0 и ε1. С учетом того, что g0, g1, g2 > 0, параметр возбуждения ε0
может принимать любые значения, когда как параметр нелинейной диссипа-
ции ε1 > 0.

Исследуем динамику генератора, для чего проведем анализ устойчивости
состояний равновесия уравнения 2.29. Перепишем (2.29) в виде двух уравне-
ний первого порядка

ẋ = y,
ẏ = (ε0 + ε1x

2 − x4)y − x.
(2.30)

Система (2.30) имеет единственное состояние равновесия O: x0 = 0, y0 = 0.
Собственные значения данного состояния равновесия имеют вид: λ1,2 =

ε0
2
±√

ε20
4
− 1. Таким образом устойчивость состояния равновесияO зависит от од-

ного управляющего параметра ε0. При ε0 < −2 состояние равновесия пред-
ставляет собой устойчивый узел, при −2 < ε0 < 0 – устойчивый фокус, при
0 < ε0 < 2 – неустойчивый фокус, при ε0 > 2 – неустойчивый узел.

Исследуем бифуркационные переходы в данной системе. Для этого вос-
пользуемсяметодомВан-дер-Поля, позволяющимполучить укороченные урав-
нения для амплитуды и фазы автоколебаний в генераторе. Будем полагать, что
управляющие параметры ε0 и ε1 близки к нулю, и система представляет со-
бой квазигармонический осциллятор, т.е. правая часть уравнения (2.29) есть
слабое возмущение гармонического осциллятора. В данном случае решение
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можно искать в виде гармонической функции с медленно меняющимися во
времени амплитудой и фазой, а именно

x(t) = Re (a(t)eit), (2.31)

где a(t) – комплексная амплитуда. Подставим (2.31) в уравнение осциллятора
(2.29) и, предполагая, что a(t) и ȧ(t) являются медленно меняющимися во вре-
мени функциями, т.е. остающимися практическими постоянными величинами
на периоде колебаний 2π, получим укороченное уравнение для комплексной ам-
плитуды

ȧ =

(
ε0
2
+

ε1
8
|a|2 − 1

16
|a|4
)
a. (2.32)

Представляя комплексную величину a(t) в показательном виде a(t) = ρ(t)eiϕ(t),
перепишем уравнение (2.32) в виде системы уравнений для амплитуды и фазы

ρ̇ =

(
ε0
2
+

ε1
8
ρ2 − 1

16
ρ4
)
ρ, (2.33)

ϕ̇ = 0. (2.34)

Таким образом, с помощьюметода Ван-дер-Поля мы получили систему уко-
роченных уравнений (2.33), (2.34), которая представляет собой двухпарамет-
рическую нормальную форму бифуркации Андронова-Хопфа. Эти уравнения
аналогичны уравнению (2.28), анализ которого приведен в разделе 2.3.

Из системы (2.33), (2.34) видно, что в рассматриваемом приближении урав-
нение для амплитуды и уравнение для фазы полностью разделены: первое не
зависит от фазы, второе не зависит от амплитуды. Фаза ϕ(t) не меняется во
времени, ее величина зависит от начальных условий. Таким образом задача о
существовании периодических движений в генераторе с жестким возбуждени-
ем колебаний (2.29) в квазигармоническом приближении сводится к изучению
амплитудного уравнения (2.33).

Для амплитудного уравнения (2.33) получаем три состояния равновесия с
координатами

ρ01 = 0, (2.35)

ρ02 =

√
ε1 +

√
ε21 + 8ε0, (2.36)

ρ03 =

√
ε1 −

√
ε21 + 8ε0. (2.37)

В результате анализа устойчивости состояний равновесия генератора с жест-
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ким возбуждением колебаний получается бифуркационная диаграмма, пред-
ставленная на рис. 7. Динамика системы зависит от управляющего парамет-
ра ε0, значения которого отложены на оси абсцисс. По оси ординат отложены
стационарные значения амплитуды ρ(t). Для исходного уравнения генератора
(2.29) точки ρ = 0 на бифуркационной диаграмме соответствуют неподвиж-
ной точке O на фазовой плоскости. Точки с ординатой ρ > 0 соответствуют
предельному циклу радиуса ρ на фазовой плоскости с центром в начале коор-
динат.

Ρ1

0

Ρ2

0

Ρ3

0

-¶
1

2�8
¶0

¶1

Ρ

Рис. 7: Бифуркационная диаграмма генератора с жестким возбуждением

В генераторе с жестким возбуждением (2.29) при ε0 < −ε21/8 существу-
ет единственный аттрактор – устойчивая особая точка в начале координат.
При переходе через значение ε0 = −ε21/8 происходит бифуркация рождения
пары циклов – устойчивого с радиусом ρ02 и неустойчивого с радиусом ρ03.
При достижении значения ε0 = 0 неподвижный устойчивый цикл стягивает-
ся в неподвижную устойчивую точку, происходит субкритическая бифуркация
Андронова-Хопфа, состояние равновесия ρ01 = 0 становится неустойчивым.

Существенной особенностью генератора с жестким возбуждением являет-
ся наличие бистабильности, т.е. явление сосуществования нескольких аттрак-
торов: при значениях параметров −ε21/8 < ε0 < 0 в фазовом пространстве
есть устойчивая особая точка O и устойчивый предельный цикл радиуса ρ02.
Вследствие мультистабильности в генераторе с жестким возбуждением также
демонстрируется явление гистерезиса.

2.4.2. О сценарии Шильникова возникновения спирального хаоса

Со случаем 1 приG < 0 (прямая бифуркация Андронова-Хопфа) непосред-
ственно связан один очень интересный универсальный сценарий возникнове-
ния хаоса у трехмерных потоков. Этот сценарий был предложен Л.П.Шильни-
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ковым в работе [22]. На рис. 8 представлены основные этапы этого сценария
– сценария возникновения аттрактора Шильникова.

Рис. 8: Основные этапы сценария возникновения аттрактора Шильникова. Одним из критериев такого аттрак-
тора является существование двоякоасимптотической (гомоклинической) траектории у седло-фокуса Oµ

Для того, чтобы описать этот сценарий, рассмотрим однопараметрическое
семействоXµ трехмерных систем таких, что приµ < 0 системаXµ имеет един-
ственное асимптотически устойчивое состояние равновесия Oµ (все его соб-
ственные значения лежат слева от мнимой оси). Другими словами, глобальным
аттрактором системыXµ при µ < 0 является устойчивое состояние равновесия
Oµ. Предположим, что при µ = 0 в системе происходит прямая бифуркация
Андронова-Хопфа (случай G < 0). То есть, при µ > 0 состояние равновесия
Oµ становится седло-фокусом типа (1,2), а в его окрестности рождается устой-
чивый предельный цикл Lµ. Соответственно, глобальным аттрактором систе-
мы при всех достаточно малых µ > 0 является этот асимптотически устой-
чивый предельный цикл Lµ. Характер устойчивости этого цикла определяется
его мультипликаторами ρ1(µ) и ρ2(µ), которые при малых µ > 0 оба положи-
тельны и меньше единицы (при этом 1 > ρ1(µ) > ρ2(µ) > 0, условно можно
сказать, что ρ1(µ) → 1, ρ2(µ) → eλ3 при µ → +0). В этом случае неустойчивое
многообразие точки Oµ является двумерным диском с краем Lµ. Также пред-
положим, что при дальнейшем изменении µ мультипликаторы ρ1(µ) и ρ2(µ)
при некотором µ = µ∗ становятся равными (1 > ρ1(µ

∗) = ρ2(µ
∗) > 0), а

при µ > µ∗ – комплексно сопряженными. Другими словами, здесь происхо-
дит «гладкая бифуркация», в результате которой неустойчивое многообразие
W u(Lµ) начинает навиваться на цикл Lµ. Образуется т.н. «воронкаШильнико-
ва», в которую втягиваются все траектории системы Xµ (строго говоря, кроме
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одной траектории – устойчивой сепаратрисы W s−(Oµ) состояния равновесия
Oµ, см. рис. 8). При дальнейшем изменении µ «воронка» может сохраниться,
а предельный цикл может потерять свою устойчивость. На его месте может
образоваться странный аттрактор6, который, в свою очередь может трансфор-
мироваться в спиральный аттрактор Шильникова, т.е. странный аттрактор, ко-
торый содержит седло-фокус Oµ.

Описанный сценарий Шильникова может реализовываться в системах раз-
личной природы. В качестве примера рассмотрим систему А.Арне́до, П.Колле,
К.Трессе, описывающую динамику колебательной системы

ẍ+ βẋ+ x = η (2.38)

с внешним воздействием η(x), задаваемым уравнением η̇ = µx(1−x) [28, 29].
Для исследования бифуркаций приведем систему (2.38) к виду

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = −y − βz + µx(1− x).

(2.39)

При любых значениях параметров β и µ в системе (2.39) существует два со-
стояния равновесия: O1 = (0, 0, 0) и O2 = (1, 0, 0).

Далее зафиксируем параметр β = 0.4 и проследим эволюцию аттракторов в
системе при изменении параметра µ в диапазоне (µ0 = 0, µloop1 ≈ 0.86311445).
Заметим, что на всем рассматриваемом диапазоне состояние равновесие O1

является седло-фокусом (2,1). При µ < µ1 = 0.4 траектории в системе притя-
гиваются к состоянию равновесияO2 (рис. 9а). При µ = µ1 состояние равнове-
сия O2 претерпевает прямую бифуркацию Андронова-Хопфа (случай G < 0),
становясь седло-фокусом (1,2). После чего, при µ1 < µ < µ2 ≈ 0.72 аттрак-
тором является устойчивый предельный цикл (см. рис. 9б). Начиная с µ = µ2

цикл начинает удваиваться (см. рис. 9в и 9г после первого и второго удвоений).
При µ = 0.782 в результате бифуркаций удвоения периода в системе рождает-
ся хаотический аттрактор типа Эно (см. рис. 9д). С дальнейшим увеличением
параметра µ аттрактор качественно не меняется (см. рис., например, 9е при
µ = 0.8) вплоть до µ = µloop1, пока траектории не начинают посещать сколь
угодно малую окрестность седло-фокуса O2.

Оказывается, что двумерное неустойчивое многообразие седло-фокуса (1,2)
с ростом параметра µ (после бифуркацииАндронова-Хопфа) образует воронку
Шильникова, а при µ = µloop1 ≈ 0.86311445 устойчивое многообразие (выпу-

6например, типа «тор-хаос» [11], см. также главу 2.
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а) µ = 0.3 б) µ = 0.5 в) µ = 0.75

г) µ = 0.776 д) µ = 0.782 е) µ = 0.8

Рис. 9: Сценарий возникновения странных аттракторов в системе Арнеодо (2.39)

щенное в обратном времени), покидает окрестность O2, обходит вокруг ат-
трактора, после чего возвращается к O2 (см. рис. 10a). Таким образом, при
µ = µloop1 выполняются условия теоремы Шильникова [21], и поэтому здесь
возникает аттрактор Шильникова (см. рис. 10).
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b) µ = 0.86311445

Рис. 10: µ = µloop1 ≈ 0.86311445. Жирная линяя – петля седло-фокуса O2. Серая линяя – траектория на
аттракторе

2.4.3. БифуркацияАндронова-Хопфаи сценарий возникновения аттрак-
тора Лоренца

Известно много примеров конкретных систем, в которых обратная бифур-
кация Андронова-Хопфа играет принципиально важную роль при возникнове-
нии новых предельных множеств и даже странных аттракторов. Одна из таких
систем – это модель Лоренца (или Зальцмана-Лоренца), которая имеет следу-
ющий вид7

ẋ = −σ(x− y), ẏ = −xz + rx− y, ż = xy − bz. (2.40)

При b = 8/3, r = 28, σ = 10 Э. Лоренц счетом на ЭВМ обнаружил хаоти-
ческое поведение траекторий [34]. На рис. 5.1(a) показано типичное поведе-
ние одной из неустойчивых сепаратрис седлового состояния равновесия, при-
надлежащего аттрактору. Поведение другой неустойчивой сепаратрисы будет
симметричным, т.к. система (2.40) допускает симметрию (x, y, z) 7→ (−x,−y, z).
Рис. 11a дает адекватное представление о форме аттрактора Лоренца, т.к. в ти-
пичном случае этот аттрактор является замыканием любой из неустойчивых

7Система (2.40) представляет собой сильно упрощенную модель задачи Релея о конвективном течении в слое
жидкости постоянной толщины при условии, что разность температур между нижней и верхней границами слоя
фиксирована. Здесь параметры σ, r и b имеют вполне определенный физический смысл (например, σ – это число
Прандтля, r – число Релея, а b – параметр, характеризующий частоту внешних возмущений в задаче Релея).
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Рис. 11: Два типа аттракторов Лоренца (а) стандартный и (b) с лакуной, содержащей седловое периодическое
движение

сепаратрис седлового равновесия.8 Заметим, что в работах Афраймовича, Бы-
кова иШильникова [9, 23, 10] были также исследованы бифуркации аттрактора
Лоренца, приводящие к его рождению и изменению структуры, в частности,
с образованием лакун, содержащих седловые периодические траектории (на
рис. 11b показан пример аттрактора Лоренца с лакуной).

Однако, «главная бифуркация», в результате которой жестким образом рож-
дается аттрактор Лоренца в системе (2.40) является весьма простой – это об-
ратная бифуркация Андронова-Хопфа. На рис. 12 схематически показаны ос-
новные этапы образования аттрактора Лоренца в модели (2.40) при изменении
r от 10 до 28 для фиксированных σ = 10, b = 8/3 – здесь мы следуем работе
Л.П. Шильникова [23].

При r ∈ [10, r1] , где r1 ≈ 13.92 , система имеет три состояния равнове-
сия O(0, 0, 0, ), O1 и O2 , из которых O является седлом, имеющим двумерное
устойчивое инвариантное многообразиеW s и две выходящие траектории Γ1 и
Γ2 , которые будем называть сепаратрисами. Одна из них, для определенности
Γ1, стремится к устойчивому состоянию равновесия O1, а другая Γ2 – к O2

(рис. 12а).
При r = r1 каждая из сепаратрис Γ1 и Γ2 становится двоякоасимптотиче-

ской к седлуO (рис. 12б). При переходе r через r1 из каждой петли сепаратри-
сы рождается по седловому периодическому движению L1 и L2. Более того,
вместе с рождением L1 и L2 появляется инвариантное предельное множество

8В общем же случае, аттрактор Лоренца – пролонгация сепаратрисы седла (т.е. множество точек, достижимых
из седла ε-траекториями про сколь угодно малом ε).
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Рис. 12: Основные этапы развития аттрактора Лоренца в системе (2.40) при фиксированных b = 8/3, σ = 10 и
изменении r

Ω1 сложной структуры. Однако это множество не является притягивающим,
и, следовательно, устойчивыми предельными множествами остаютсяO1 иO2.
Такая ситуация будет иметь место для r ∈ [r1, r2], где r2 ≃ 24.06, только теперь
Γ1 будет стремиться к O2, а Γ2 – к O1 (рис. 12в).

Момент r = r2 является бифуркационным. Он характерен тем, что если
раньше Γ1 и Γ2 шли в устойчивые фокусы O2 и O1 , то при r1 = r2, Γ1 и
Γ2 ложатся на устойчивые многообразия седловых циклов L2 и L1 соответ-
ственно (pис. 12г) и стремятся к ним. Это приводит к тому, что на месте Ω1

при r2 < r < 28 возникает уже двумерное предельное множество Ω2 (дву-
мерные неустойчивые многообразия седловых циклов L2 и L1 «включаются
в динамику»).

При r = r3 происходит обратная бифуркация Андронова-Хопфа: седло-
вые предельные циклы L2 и L1 влипают в устойчивые равновесия O1 и O2

(pис. 12д и 12е), сравни с рис. 3в и 3г. Соответственно при r > r3 равновесия
O1 и O2 теряют устойчивость – становятся седло-фокусами, и именно в этот
момент в модели и возникает аттрактор Лоренца.

Задача 8. Для системы Лоренца (2.40)
1) Вывести уравнение бифуркационной поверхности (в пространстве па-

раметров (σ, r, b)), отвечающей бифуркации Андронова-Хопфа ненулевого со-
стояния равновесия.
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2*)9 Показать, что при σ > 1+b первая ляпуновская величинаG здесь поло-
жительна, т.е. имеет место случай обратной (субкритической) бифуркации
Андронова-Хопфа.

Подсказка: см. Приложение C.5 из [26], в частности, задачи С.5.62 и С.5.63.
▲

2.4.4. Бифуркация Андронова-Хопфа в модели Шимицу-Мориока

В модели Шимицу-Мориока [39]

ẋ = y, ẏ = x− λy − xz, ż = −αz + x2;
α > 0, λ > 0,

(2.41)

также в некоторой области параметров наблюдается аттрактор Лоренца. Одна-
ко, в отличие от системыЛоренца, здесь бифуркацияАндронова-Хопфа несим-
метричных состояний равновесия в сценарии возникновения аттрактора Ло-
ренца может быть прямой (мягкой), [24, 40], см. рис. 13.

Задача 9. Для системы (2.41)
1) Вывести уравнение бифуркационной кривойAH (на плоскости парамет-

ров (α, λ) при α+λ > 0), отвечающей бифуркации Андронова-Хопфа ненуле-
вого состояния равновесия.

2*) Показать, что на кривой AH первая ляпуновская величина G может
менять знак.

Подсказка: см. Приложение C.5 из [26], в частности, задачи С.5.62 и C.5.65.
▲

2.4.5. Реакция Белоусова-Жаботинского и колебания в химических ре-
акциях

История исследования реакции Белоусова-Жаботинского и колебаний в хи-
мических реакциях довольно поучительна. Несмотря на то, что колебательные
реакции наблюдались химиками ещё до работ Белоусова иЖаботинского, дол-
гое время считалось, что в гомогенных реакциях (то есть, реакциях, в которых
участвуют вещества, находящиеся в одной фазе) колебания невозможны. Если
они наблюдаются в экспериментах, то это связано либо с процессами перено-
са, либо с тем, что в механизме реакции всё же присутствует гетерогенная ста-
дия. Это мнение было распространённым, несмотря на работы Лотки и Брея,

9Задачи, отмеченные знаком *, это, как правило, настоящие исследовательские задачи, решение которых со-
ставляло в свое время предмет соответствующей статьи. Так, например, задача 8.2*) была решена в [20].
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Рис. 13: Основные этапы возникновения аттрактора Лоренца в модели Шимицу-Мориока а)–с) также как и
в системе Лоренца; при переходе от с) к d) происходит прямая бифуркация Андронова-Хопфа у ненулевых со-
стояний равновесия, а затем, при переходе от d) к e), устойчивые и седловые циклы сливаются и исчезают и
жестким образом рождается аттрактор Лоренца. Таким образом, в модели Шимицу-Мориока граница существо-
вания аттрактора Лоренца является также опасной, но ей соответствует седло-узловая бифуркация при слиянии
устойчивого и седлового предельных циклов

в которых показывалось, что возникновение колебаний в гомогенных химиче-
ских реакциях возможно. Принятию другой точки зрения на это явление в том
числе препятствовало ошибочное убеждение, что даже вдали от равновесия
такие колебания запрещены вторым началом термодинамики. В 1951 г. Б. П.
Белоусов обнаружил, что в одной из исследуемых им реакций раствор регу-
лярно меняет свою окраску от бесцветной к жёлтой, затем снова к бесцветной
и так далее. Несмотря на достаточно подробное проведённое исследование,
открытие было встречено крайне скептично, и его статью дважды отклоняли
редакции химических журналов. Результаты Белоусова оставались неизвест-
ными мировому химическому сообществу вплоть до пражского симпозиума
по биохимическим и биологическим осцилляторам 1968 г., где А.М. Жаботин-
ский представил свои исследования этой реакции. В итоге эти работы, а также
работы Тьюринга по химическим основам морфогенеза и работы Пригожина
по термодинамике открытых систем вызвали глубокий интерес к колебаниям
в химических реакциях.10

Исходная реакция Белоусова-Жаботинкого довольно сложна: наиболее пол-
10Более подробное изложение истории исследований колебаний в химических реакциях можно найти, напри-

мер, в [17].
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ный известный на сегодня реакционный механизм включает в себя порядка
80 элементарных реакций, что делает прямой анализ системы затруднитель-
ным. Существует несколько распространённых моделей реакции: например,
модельЖаботинского-Корзухина, брюсселятор, орегонатор. Эти модели пыта-
ются объяснить наблюдаемое явление с помощью небольшого числа элемен-
тарных реакций. Мы рассмотрим модель брюсселятора, предложенную При-
гожиным и Лефевром. Это гипотетическая реакция следующего вида:

A
k1−→ X

B +X
k2−→ Y +D

2X + Y
k3−→ 3X

X
k4−→ E

В этой реакции шесть действующих веществ, и изменение их концентраций
должна была бы описывать система из шести дифференциальных уравнений.
Однако, за счёт упрощающих предположений можно понизить размерность
этой системы. Заметим, что в этой реакции вещества D и E участвуют только
в качестве продуктов элементарных реакций. Это позволяет исключить урав-
нения для них из системы. Также будем считать, что концентрации веществ
A и B поддерживаются постоянными. Тогда система уравнений химической
кинетики для этого набора реакций имеет вид

dX

dt
= k1A− k2BX + k3X

2Y − k4X,

dY

dt
= k2BX − k3X

2Y.

(2.42)

Заменой τ = k4t, x =

√
k3
k4
X , y =

√
k3
k4
Y её можно привести к виду

ẋ = a− (b+ 1)x+ x2y,

ẏ = bx− x2y,
(2.43)

где a =

√
k21k3
k34

A, b =
k2
k4
B. Исходя из задачи, переменные x, y и параметры a

и b могут принимать только положительные значения.
Проанализируем состояния равновесия данной системы. Эта система обла-

дает единственным состоянием равновесия, координаты которого равны
(
a,

b

a

)
.
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Определим, при каких значениях параметров возможна смена его устойчиво-
сти. Матрица Якоби J , вычисленная в состоянии равновесия, равна(

b− 1 a2

−b −a2

)
.

Согласно формуле (2.20), условия tr J = 0, det J > 0 выделяют точки в про-
странстве параметров, в которых происходит бифуркация Андронова-Хопфа.
Условие tr J = 0 задаёт кривую b = 1 + a2. Вдоль неё det J = a2 > 0, а это
значит, что фрагмент кривой b = a2 + 1, a > 0 отвечает кривой бифурка-
ций Андронова-Хопфа. Первую ляпуновскую величину G можно вычислить,

приведя систему (2.43) с помощью замены координат x = ξ + a, y = η +
b

a
к

виду

ξ̇ =
[
(b− 1)ξ + a2η

]
+

[
b

a
ξ2 + 2aξη

]
+
[
ξ2η
]
,

η̇ =
[
−bξ − a2η

]
+

[
− b

a
ξ2 − 2aξη

]
+
[
−ξ2η

] (2.44)

и воспользовавшись формулой (2.18). Вдоль кривой b = a2 + 1 первая ля-
пуновская величинаG отрицательна, что соответствует суперкритической би-
фуркации Андронова-Хопфа: при b < a2 + 1 состояние равновесия является
устойчивым гиперболическим фокусом, при b = a2 + 1 состояние равновесия
становится устойчивым сложным фокусом, а при b > a2 + 1 состояние равно-
весия становится неустойчивым гиперболическим фокусом и от него отделя-
ется устойчивый предельный цикл. Таким образом, возникновение колебаний
концентраций веществ в брюсселяторе может быть объяснено посредством би-
фуркации Андронова-Хопфа.

Задача 10. Для системы (2.44) вычислите первую ляпуновскую величинуG со-
стояния равновесия в начале координат, используя формулу (2.18). Покажи-
те, что вдоль кривой b = a2 + 1, a > 0 знак первой ляпуновской величины
совпадает со знаком выражения −a2(a2 + 2).
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3. Бифуркация Андронова-Хопфа пери-
одической траектории (бифуркациярож-
дения инвариантного тора)

Здесь мы рассмотрим случай локальной бифуркации периодической тра-
ектории многомерного потока в случае, когда два мультипликатора этой тра-
ектории являются комплексно-сопряженными числами и лежат на единичной
окружности, т.е. λ1,2 = e±iφ, φ /∈ {0, π}, а все остальные мультипликаторы
λi, i = 3, ..., n, не равны по модулю единице, |λi| ̸= 1. По теореме сведения ис-
следование бифуркаций такой негрубой периодической траектории сводится
к изучению локальных бифуркаций диффеоморфизма плоскости T , имеющего
негрубую неподвижную точкуO с мультипликаторами λ1,2 = e±iφ, φ /∈ {0, π}.
В окрестности этой точки можно ввести такие координаты (x, y), что непо-
движная точка находится в начале координат и матрица линейной части диф-
феоморфизма T является матрицей поворота на угол φ:

T :
x̄ = x cosφ− y sinφ+

∑
aijx

iyj,

ȳ = x sinφ+ y cosφ+
∑

bijx
iyj.

(3.1)

Заметим, что линейное отображение

x̄ = ax+ by, ȳ = cx+ dy (3.2)

имеет неподвижную точку O(0, 0) с собственными значениями (мультиплика-

торами) λ1,2 = e±iφ, φ /∈ {0, π}, если след матрицыA =

(
a b
c d

)
равен 2 cosφ,

а ее определитель равен 1, т.е.

−2 < a+ d = 2 cosφ < 2, и ad− bc = 1. (3.3)

Задача 11. С помощью линейной замены координат привести систему (3.2),
для которой выполнены условия (3.3), к линейному повороту на угол φ:

x̄ = x cosφ− y sinφ, ȳ = x sinφ+ y cosφ. (3.4)

Подсказка: положить в (3.2) xnew = x, xnew cosφ − ynew sinφ = ax + by.
▲
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3.1. Нормальная форма бифуркации рождения инвариант-
ного тора

Аналогично задаче о бифуркациях состояния равновесия типа сложный фо-
кус (см. главу 2), воспользуемся методами теории нормальных форм. Рассмот-
рим сначала отображение T в форме (3.1). Введем комплексные переменные
z = x+ iy и z∗ = x− iy, и запишем (3.1) в виде

z̄ = eiφz +
∑
m,n

Amnz
m(z∗)n , (3.5)

где, например,

A20 = (a20 + b11 − a02) /4 + i (b20 − a11 − b02) /4,
A11 = (a20 + a02) /2 + i (b20 + b02) /2,
A02 = (a20 − b11 − a02) /4 + i (b20 + a11 − b02) /4,
A21 = (3a30 + b21 + b21 + 3b03) /8 + (3b30 − a21 + b12 − 3a03) /8,

(3.6)

и т.д.
Введем теперь новую комплексную координату w по формуле

z = w +
∑
s,t

αstw
s(w∗)t . (3.7)

Пусть в новых координатах отображение (3.5) принимает вид

w̄ = eiφ

(
w +

∑
m,n

Ãmnw
m(w∗)n

)
. (3.8)

Как обычно, при такой замене координат мы преследуем цель, чтобы в правых
частях отображения (3.8) было как можно больше нулевых членов Ãmn.

Лемма 2. Существует формальная замена координат вида (3.7), приводящая
систему (3.5) к формальной нормальной форме вида (3.8), где Ãmn ≡ 0 для всех
таких целыхm+ n ≥ 2, при которых

eiφ(m−n−1) ̸= 1. (3.9)
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Доказательство. Подставим (3.7) в (3.5), получим такое представление отображения (3.8)

w̄ +
∑
s,t

αste
iφ(s−t)

(
w +

∑
p,q

Ãpqw
p(w∗)q

)s(
w∗ +

∑
p,q

Ã∗
pq(w

∗)pwq

)t

=

= eiφ

(
w +

∑
s,t

αstw
s(w∗)t

)
+

+
∑
m,n

Amn

(
w +

∑
s,t

αstw
s(w∗)t

)m(
w∗ +

∑
s,t

α∗
st(w

∗)swt

)n

.

(3.10)

Сначала соберем в (3.10) члены сm+ n = 2. Тогда (3.10) можно переписать как

w̄ +
∑

m+n=2
αmne

iφ(m−n)wm(w∗)n =

= eiφ
(
w +

∑
m+n=2

αmnw
m(w∗)n

)
+

∑
m+n=2

Amnw
m(w∗)n +O

(
|w|3

)
.

(3.11)

Сравнивая квадратичные члены этой системы и (3.8), получим

Ãmn = Amn + eiφαmn − αmne
iφ(m−n), m+ n = 2.

Положим теперь

αmn =
Amn

eiφ
(
eiφ(m−n−1) − 1

) . (3.12)

Тогда, если (3.9) выполнено, то получим, что Ãmn ≡ 0 приm+ n = 2.
Очевидно, при m + n = 2 неравенство (3.9) выполняться при всех 0 < φ < π кроме φ = 2π/3

– здесь условие (3.9) нарушается при m = 0, n = 2, т.е. моном Ã02(z
∗)2 является резонансным при

φ = 2π/3. Случай φ =
2π

3
называется сильным резонансом 1 : 3, и в настоящем пособии мы его не

будем касаться.
Рассмотрим теперь члены с m + n = 3. Теперь мы можем положить в (3.8), что Ãmn ≡ 0 при

m+n = 2 (кроме Ã02 приφ = 2π/3). Тогда из (3.8) для соответствующих коэффициентов Ãmn получим
следующие выражения

Ãmn = Amn + eiφαmn +−αmne
iφ(m−n) +Hmn (αij , Aij |i+j=2) , m+ n = 3,

гдеHmn – некоторая известная функция коэффициентов αij и Aij с i+ j = 2. Тогда, положив

αmn =
Amn +Hmn

eiφ
(
eiφ(m−n−1) − 1

) , m+ n = 3,

мы зануляем в (3.8) соответствующие Ãmn. Однако это опять можно сделать только при техm+n = 3,
при которых выполняется неравенство (3.9). Исключением являются два случая:

• случайm = 2, n = 1 т.н. тривиального резонанса – здесь моном Ã21z
2z∗ является резонансным

при всех φ, и мы полагаем в (3.7) α21 = 0;

• случай φ =
π

2
,m = 0, n = 3 сильного резонанса 1:4 – здесь резонансным (кроме монома

Ã21z
2z∗) также является и моном Ã03(z

∗)3.

Теперь по индукции нетрудно вывести из (3.10), что для коэффициентов Ãmn сm+ n = k, k > 3,
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будут иметь место следующие выражения

Ãmn = Amn + eiφαmn − αmne
iφ(m−n) +Hk

mn (αij , Aij |2≤i+j≤k−1) , m+ n = k,

гдеHk
mn – некоторая известная функция коэффициентов αij и Aij с 2 ≤ i+ j ≤ k − 1. Тогда, положив

αmn =
Amn +Hk

mn

eiφ
(
eiφ(m−n−1) − 1

) , m+ n = k,

мы зануляем в (3.8) соответствующие Ãmn, опять при условии (3.8) для m + n = k. В случае тожде-
ственных резонансов мы полагаем в (3.7), что αn+1n = 0.

Рассмотрим случай, когда φ/2π иррационально. Сразу заметим, что из лем-
мы 2 вытекает следующее

Следствие 1. Пусть φ/2π – иррационально, тогда формальная нормальная
форма имеет вид

w̄ = eiφ

(
w +

∑
m≥1

Ãm+1,mw
m+1w∗m

)
. (3.13)

Отсюда, в частности, получаем, что подходящее полиномиальное преобра-
зование (степени 2m+ 1) приводит отображение (3.5) к виду

w̄ = eiφw
(
1 + Ã21|w|2 + ...+ Ãm+1,m|w|2m

)
+O

(
|w|2m+2

)
(3.14)

для произвольно заданногоm (вообще говоря, не превышающего (r−1)/2, где
r – гладкость отображения).

Рассмотрим отображение (3.14) и перейдем в нем к полярным координатам
(R, θ), где w = Reiθ. Тогда (3.14) перепишется в виде

R̄eiθ̄ = eiφReiθ
(
1 + Ã21R

2 + ...+ Ãm+1,mR
2m
)
+O

(
R2m+2

)
.

Добавим к этому уравнению еще и уравнение для w̄∗:

R̄e−iθ̄ = e−iφRe−iθ
(
1 + Ã∗

21R
2 + ...+ Ã∗

m+1,mR
2m
)
+O

(
R2m+2

)
.
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Умножим и поделим эти уравнения одно на другое, получим

R̄2 = R2
(
1 + Ã21R

2 + ...+ Ãm+1,mR
2m
)(

1 + Ã∗
21R

2 + ...+ Ã∗
m+1,mR

2m
)
+

+o
(
R2m+3

)
,

e2i(θ̄−θ−φ) =
1 + Ã21R

2 + ...+ Ãm+1,mR
2m +O

(
R2m+2

)
1 + Ã∗

21R
2 + ...+ Ã∗

m+1,mR
2m +O (R2m+2) .

Эти соотношения позволяют записать отображение T в явном виде

R̄ = R + L1R
3 + ...+ LmR

2m+1 +O
(
R2m+2

)
,

θ̄ = θ + φ+B1R
2 + ...+BmR

2m +O
(
R2m+1

)
,

(3.15)

где величины Lk и Bk выражаются через коэффициенты Ãj+1j = aj + ibj при
j = 1, ..., k. Например,

L1 = a1, B1 = b1,

L2 = a2 + b21/2, B2 = b2 − a1b1.
(3.16)

Числа Lk называются ляпуновскими величинами.

Лемма 3. Пусть φ/2π иррационально, и пусть Lk – первая отличная от нуля
ляпуновская величина (Lk ̸= 0, Li = 0 при i < k). Тогда неподвижная точка
O асимптотически устойчива, когда Lk < 0, и неустойчива, когда Lk > 0.
Доказательство. Из (3.15) имеем

R̄ = R
(
1 + LkR

2k + o(R2k)
)
. (3.17)

Следовательно, если Lk < 0, то R̄ < R, т.е. V (R,φ) ≡ R – функция Ляпунова, и поэтому неподвижная
точка асимптотически устойчива. В случае Lk > 0 мы имеем

R = R̄
(
1− LkR̄

2k + o(R̄2k)
)
,

откуда R̄ > R. Таким образом, V (R,φ) ≡ R – функция Ляпунова для обратного отображения, из чего
следует неустойчивость неподвижной точки.

Рассмотрим теперь случай, когда
φ

2π
рационально, то есть

φ

2π
=

p

q
, где p

и q – взаимно простые натуральные числа и q ≥ 3.1 Очевидно, резонансные
соотношения

ei2π
p
q (m−n−1) = 1

1Формально говоря, случаи q = 1 и q = 2 отвечают φ = 0 и φ = π соответственно. Эти случаи относят
к сильным резонансам 1:1 и 1:2, но обычно не связывают с дискретной бифуркацией Андронова-Хопфа. Так,
основной случай бифуркации с φ = 0 называется дискретным вариантом бифуркации Богданова-Такенса, а в
случае φ = π говорят о дискретном варианте бифуркации Хорозова-Такенса, см. [8].
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выполняются здесь, когда

m− n− 1 = kq при k = 0,±1, . . . .

Случай k = 0 отвечает тривиальным резонансам, которые существуют при
всехφ, рациональных и иррациональных.Однако здесь существуют также нетри-
виальные резонансы, отвечающие соотношениям видаm = n+1+kq при k ̸=
0. Среди бесконечного множества таких резонансов нас в первую очередь ин-
тересуют, конечно, главные нетривиальные резонансы, т.е. члены Ãmnz

m(z∗)n,
отвечающие минимальному значениюm+n приm,n ≥ 0. Нетрудно показать,
что главный нетривиальный резонанс при q ≥ 3 всегда один – это член вида
Ã0,q−1(z

∗)q−1.
Действительно, приm = 0 мы получаем, что n = −1− kq ≥ 0. При k = −1

отсюда получаем, чтоm = 0, n = q−1. Это показывает, что нормальная форма
(3.13) справедлива и в рациональном случае

φ

2π
=

p

q
при 2n < q − 2. Соответ-

ственно, лемма 3 в этом случае может быть переформулирована следующим
образом.

Лемма 4. Пусть
φ

2π
=

p

q
, где p и q – взаимно простые натуральные числа

и q ≥ 5, и пусть Lk – первая отличная от нуля ляпуновская величина (Lk ̸=
0, Li = 0 при i < k) и

k <
q − 2

2
. (3.18)

Тогда неподвижная точка O асимптотически устойчива, когда Lk < 0, и
неустойчива, когда Lk > 0.

Заметим, что случаи q = 3 и q = 4 отвечают сильным резонансам, и в этих
случаях нормальная форма (3.13) или (3.14) в общем случае несправедлива,
так как здесь появляются нетривиальные резонансные члены – квадратичный
Ã02(z

∗)2 при q = 3, и кубический Ã03(z
∗)3 при q = 4. Таким образом, мыможем

сейчас представить основные комплексные нормальные формы отображений
в окрестности неподвижной точки с мультипликаторами e±iφ, где 0 < φ < π :

• Основной случай, при 0 < φ < π и φ /∈ {π/2, 2π/3}

z̄ = eiφ
(
z + Ã21|z|2z

)
+O(|z|4) . (3.19)

• Резонанс 1:4, при φ = π/2,

z̄ = eiπ/2
(
z + Ã21|z|2z + Ã03(z

∗)3
)
+O(|z|4) . (3.20)
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• Резонанс 1:3, при φ = 2π/3,

z̄ = ei2π/3
(
z + Ã02(z

∗)2
)
+O(|z|3) . (3.21)

В силу лемм 3 и 4, в общем случае (когда φ /∈ {π/2, 2π/3} и L1 ̸= 0)
устойчивость неподвижной точки определяется первой ляпуновской величи-
ной L1 = Re Ã21. Если L1 < 0, то неподвижная точка устойчива. В противном
случае, когда L1 > 0, неподвижная точка неустойчива. Далее мы будем рас-
сматривать бифуркацию Андронова-Хопфа в основном случае. Особенности
этой бифуркации в случае сильных резонансов 1:3 и 1:4 предполагается рас-
смотреть во второй части пособия.

3.2. Формула для первой ляпуновской величины

Пусть отображение (3.5) приведено к нормальной форме (3.19). Можно по-
казать, что в этом случае

Ã21 = e−iφA21 + A20A11
2eiφ − 1

1− eiφ
e−2iφ − |A11|2

1− eiφ
− |A02|2

1− e3iφ
. (3.22)

Рассмотрим формулу (3.10) при условии, что Ãmn = 0 при m + n = 2 и
α21 = 0. Тогда по лемме 3 получим

w̄ = eiφw + A21w
2w∗ + A20

(
w + α20w

2 + α11ww
∗ + α02w

∗2)2+
+A11

(
w + α20w

2 + α11ww
∗ + α02w

∗2) (w∗ + α∗
20w

∗2 + α∗
11ww

∗ + α∗
02w

2
)
+

+A02

(
w∗ + α∗

20w
∗2 + α∗

11ww
∗ + α∗

02w
2
)2

+ ...,
(3.23)

где многоточиями обозначены члены вида O(|z|3), не содержащие мономов
w2w∗. Выделив из (3.23) члены с w2w∗, получим в силу леммы 3 следующее
выражение

w̄ = eiφw + (A21 + 2A20α11 + A11[α20 + α∗
11] + 2A02α

∗
02)w

2w∗ +O(|z|4).

Сравнивая эту формулу с (3.8), получим, что

Ã21 = e−iφ (A21 + 2A20α11 + A11[α20 + α∗
11] + 2A02α

∗
02) .

Тогда из (3.12) получим

Ã21 = e−iφA21 + A20A11
2eiφ − 1

1− eiφ
e−2iφ − |A11|2

1− eiφ
− 2|A02|2

1− e3iφ
,
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где Aij – коэффициенты из (3.5). Таким образом, для первой ляпуновской ве-
личины L1 = Re Ã21 получаем такую формулу

L1 = Re (A20A11)
cos 3φ− 3 cos 2φ+ 2 cosφ

2(1− cosφ)
+

+Im (A20A11)
sin 3φ− 3 sin 2φ+ 2 sinφ

2(1− cosφ)
−

−|A02|2 − 1
2|A11|2 + ReA21 · cosφ+ Im C21 · sinφ.

(3.24)

Мы можем также использовать эту формулу непосредственно для исходно-
го отображения (3.1), учитывая связь (3.6) между соответствующими коэффи-
циентами.

3.3. Бифуркация в основном случае нормальной формы

Аналогично задаче о бифуркациях состояния равновесия типа сложный фо-
кус (см. главу 2) рассмотрим однопараметрическое семейство Tµ двумерных
диффеоморфизмов, непрерывно зависящих от параметра µ, таких, что

• при всех достаточно малых µ диффеоморфизм Tµ имеет неподвижную
точку Oµ(0, 0) в начале координат;

• при µ = 0 точка O имеет собственные значения e±iφ, где 0 < φ < π и
φ /∈ {0, π, 2π/3, π/2};

• первая ляпуновская величина L1 не равна нулю;

• модуль собственных значений меняется монотонно при изменении µ.

В этом случае, не ограничивая общности, мы можем представить семейство
Tµ в комплексных координатах следующим образом

z̄ = (1 + µ)eiφ
(
z + Ã21|z|2z

)
+O(|z|4) . (3.25)

После перехода к полярным координатам z = Reiθ система (3.25) перепишется
в таком виде (см. (3.15))

R̄ = (1 + µ)R + L1(µ)R
3 +O

(
R4
)
,

θ̄ = θ + φ+B1(µ)R
2 +O

(
R3
)
,

(3.26)

где L1(0) ̸= 0.
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После стандартной нормировки L1 к единице (R → 1√
|L1|

R) отображение

(3.26) перепишется в виде

R̄ = (1 + µ)R + sign L1R
3 +O

(
R4
)
,

θ̄ = θ + φ+B(µ)R2 +O
(
R3
)
,

(3.27)

где B = B1/L1.
Для определенности, рассмотрим случай L1 < 0, так как случай L1 > 0

сводится также к нему для обратного отображения.
Если в (3.27) отброситьO-члены, то анализ бифуркаций соответствующего

укороченного отображения T̃µ в малой окрестности точки R = 0 достаточно
прост, и он сводится к исследованию бифуркаций неподвижных точек одно-
мерного отображения τµ : R̄ = (1+ µ)R−R3 полупрямой R ≥ 0 в себя. Легко
видеть, что при всех µ ≤ 0 отображение τµ имеет единственную неподвижную
точку R = 0, которая асимптотически устойчива (экспоненциально устойчива
при µ < 0 и «полиномиально» устойчива при µ = 0, см. Леммы 3 и 4). При
µ > 0 точка R = 0 становится неустойчивой, а в ее окрестности появляется
асимптотически устойчивая неподвижная точка O∗(R =

√
µ). Соответствен-

но, для отображения T̃µ это означает следующее: при µ ≤ 0 отображение T̃µ

имеет единственную неподвижную точку Oµ(R = 0) типа устойчивый фокус
при µ < 0 и сложный устойчивый фокус при µ = 0; при µ > 0 точкаOµ(R = 0)
становится неустойчивым фокусом, а в ее окрестности появляется асимптоти-
чески устойчивая замкнутая инвариантная криваяC∗(µ) радиусаR =

√
µ. См.

рис. 14, который иллюстрирует основные особенности этой бифуркации при
L1 < 0 (рис. 14а и 14б) и L1 > 0 (рис. 14в и 14г).

Для системы дифференциальных уравнений появление замкнутой инвари-
антной кривой у отображения Пуанкаре соответствует рождению из перио-
дической траектории инвариантного двумерного тора, см. рис. 15. С физиче-
ской точки зрения, это соответствует смене режима автоколебаний на режим
биений. Последний режим может быть квазипериодическим или периодиче-
ским, в зависимости от того является число вращения ν на инвариантной кри-
вой C∗(µ) иррациональным или рациональным. В этом случае отображение
(3.27) можно рассматривать как отображение Пуанкаре вблизи периодической
траектории соответствующей трехмерной системы. Пусть инвариантная кри-
вая отображения (3.27) имеет уравнениеC∗(µ) : R = hµ(θ), где hµ(θ) – гладкая
периодическая по θ функция. Тогда число вращения ν вычисляется по диффео-
морфизму окружности T̃µ|C∗(µ) : θ̄ = θ + φ + B(µ)hµ(θ)

2 + O
(
h3
µ

)
. Заметим,
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Рис. 14: Основные элементы дискретной бифуркации Андронова-Хопфа при L1 < 0 и L1 > 0

что в случае, когда ν рационально, ν = p/q, но q достаточно большое, то со-
ответствующий периодический режим на торе будет практически не отличим
от квазипериодического. Поэтому такие режимы на практике относят также к
квазипериодическим. В случае, когда q не слишком большое, инвариантный
тор становится резонансным, и на нем в общем случае лежат две периодиче-
ские траектории, устойчивая и седловая.

3.4. Теорема о рожденииинвариантнойкривойиз неподвиж-
ной точки

Как мы видели, анализ нормальной формы, т.е. отображения (3.27) без O-
членов, сравнительно прост. Однако доказательство факта рождения из непо-
движной точки единственной замкнутой инвариантной кривой для полного
отображения (3.27) является достаточно сложным. Оно проводится с помощью
т.н. принципа кольца, который мы будем рассматривать в § 4 А здесь мы только
воспользуемся соответствующим результатом, теорема 4 из § 4, о достаточных
условиях существования и единственности замкнутой инвариантной кривой у
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Рис. 15: Рождение устойчивого двумерного инвариантного тора Tµ из устойчивой периодической траектории
Lµ

отображения кольца в себя.
Как было показано выше, отображение в окрестности негрубой неподвиж-

ной точки с собственными значениями λ1,2 = e±iφ, φ /∈ {0, π, 2π/3, π/2},
приводится к виду

R̄ = (1 + µ)R−R3 +R4F (R, θ),
θ̄ = θ + φ+BR2 +R3G(R, θ).

(3.28)

Покажем, что при µ > 0 в окрестности начала координат существует коль-
цо Kµ, которое стягивается к нулю при µ → +0 и отображается внутрь себя
относительно отображения (3.28).

Рассмотрим кольцо

Kµ =

{
(R, θ)

∣∣∣∣ 23√µ < R <
4

3

√
µ, 0 ≤ θ < 2π

}
.

В силу (3.28), получаем, что при µ > 0

R =
2

3

√
µ ⇒ R̄ = (1 + µ)

2

3

√
µ− 8

27
µ
√
µ+O(µ2) =

=
2

3

√
µ+

10

27
µ
√
µ+O(µ2) >

2

3

√
µ

и
R =

4

3

√
µ ⇒ R̄ = (1 + µ)

4

3

√
µ− 64

27
µ
√
µ+O(µ2) =

=
4

3

√
µ− 28

27
µ
√
µ+O(µ2) <

4

3

√
µ

при достаточно малых µ.
Таким образом, (3.28) отображает кольцо Kµ внутрь себя.
Нетрудно проверить, что приµ > 0 отображение (3.28) на кольцеKµ удовле-

творяет условию (4.4). Очевидно, отображение (3.28) можно записать в виде
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(4.4), тогда нужно положить x = R−√
µ и r0 =

1

3

√
µ. Тогда из (3.28) выводим,

что
∂g

∂θ
= 1 +O

(
µ3/2

)
,

∂f

∂x
= 1 + µ− 3R2 +O(R3) < 1− µ

3
+O(µ3/2),

∂g

∂x
= 2BR +O(R2) = O(

√
µ),

∂f

∂θ
= O(R4) = O(µ2).

Тогда неравенство (4.4) очевидно выполнено при достаточно малых µ, так как
его левая часть оценивается снизу как

µ

3
, а правая часть не меньше, чем Cµ5/4,

где C – некоторая константа.
Полученный результат может быть сформулирован следующим образом.

Теорема 3. Существуют такие µ0 > 0, ρ0 > 0 такие, что отображение
(3.28) при |µ| ≤ µ0 имеет в окрестности Dρ0 = |R| ≤ ρ0 единственную непо-
движную точку R = 0. При −µ0 ≤ µ < 0 точка R = 0 является устойчи-
вым фокусом, при µ = 0 – устойчивым сложным фокусом, при 0 < µ0 ≤ µ0

– неустойчивым фокусом. При 0 < µ0 ≤ µ0 в окрестности Dρ0 существу-
ет единственная устойчивая замкнутая инвариантная кривая C∗(µ), кото-
рая рождается из точки R = 0 при µ > 0. Кривая C∗(µ) имеет уравнение
R = hµ(θ), где функция hµ(θ) является периодической по θ, она непрерывно
зависит от µ и удовлетворяет условию Липшица по координате θ.

3.5. Примеры систем с бифуркацией Андронова-Хопфа для
отображений

3.5.1. О сценарии возникновения дискретного аттрактора Шильникова

Со случаем L1 < 0 дискретной бифуркации Андронова-Хопфа, см. рис. 14а
и 14б, непосредственно сценарий возникновения дискретного спирального ат-
трактора Шильникова у трехмерных отображений. Этот сценарий был пред-
ложен в работе [13]. На рис. 16 представлены основные этапы этого сценария.

Этот сценарий может наблюдаться в однопараметрических семействах Tµ

трехмерных диффеоморфизмов таких, что Tµ имеет неподвижную точку Oµ,
которая асимптотически устойчива при µ ∈ [µ0, µ1], становится седловой при
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Рис. 16: К сценарию возникновения дискретного аттрактора Шильникова

µ > µ1, а при µ > µ2 > µ1 у точки Oµ появляются гомоклинические траекто-
рии, и соответственно здесь может наблюдаться странный аттрактор спираль-
ного типа.

Для сценария возникновения дискретного аттрактора Шильникова харак-
терны следующие этапы (см. рис. 16). При µ = µ1 точка Oµ теряет устойчи-
вость в результате мягкой (суперкритической) бифуркации Неймарка-Сакера
– при µ > µ1 эта точка становится седло-фокусом типа (1,2), т.е. с одномерным
устойчивым и двумерным неустойчивым инвариантными многообразиями, а
в ее окрестности рождается устойчивая замкнутая инвариантная кривая Lµ.
Соответственно, при µ > µ1 сначала аттрактором является эта кривая Lµ, а
затем при дальнейшем изменении µ она теряет устойчивость (каким способом
– здесь неважно). При µ > µ2 > µ1 формируется странный гомоклинический
аттрактор, содержащий седло-фокус Oµ и его неустойчивое двумерное мно-
гообразие. Заметим, что подобный сценарий возникновения спирального ат-
трактора у трехмерных потоков был рассмотрен еще в работе Л.П.Шильникова
[22]. Фактически, в работе [13] была предложена его модификация для случая
трехмерных отображений, более подробно этот сценарий рассматривается в
работе [30].

Как мы сказали выше, такой сценарий может наблюдаться в трехмерных
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отображений. Рассмотрим конкретный пример отображения следующего вида

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Ay + Cz − y2. (3.29)

Отображение (3.29) имеет постоянный якобианB, и поэтому оно называет-
ся обычно трехмерным обобщенным отображением Эно. Точка с координа-
тами O (0,0,0) является неподвижной точкой для отображения (3.29) при всех
параметрах A,B,C. Зафиксируем параметры B и A и будем исследовать ди-
намику отображения в зависимости от параметра C.

Рис. 17: . Эволюция аттракторов в (3.29) при фиксированных B = 0.5 и A =1.43: (а) C = -1.4 (неподвижная
точка); (б) C = -1.66 (замкнутая инвариантная кривая); (в) C = -1.72 (инвариантная кривая «удвоилась»); (г) C =
-1.75 (второе удвоение); (д) C = -1.76 (тор-хаос) ; (е) C = -1.77 (развитие тор-хаоса); (ж) C = -1.83 (тор-хаос, нет
гомоклинических пересечений многообразий седла O; (з) C = -1.84 (аттрактор Шильникова, гомоклинические
пересечения многообразий седла O присутствуют)

На рисунке 17 черным цветом показана проекция аттрактора отображения
(3.29) на плоскость XOY при различный значениях параметра C, также на
рисунке 17ж и 17з построена устойчивая сепаратриса седлаO в обратном вре-
мени зеленым цветом.

55



3.5.2. Бифуркация Андронова-Хопфа для отображений в живых систе-
мах

Указанный бифуркационный сценарий также является характерным для ан-
самблей нейроноподобных элементов, связанных химическими (синаптиче-
скими) тормозящими связями. Рассмотрим пример ансамбля дискретных ней-
ронов Рулькова[37], где каждый элемент задается системой

xn+1 = f(xn, zn, yn),
yn+1 = yn + µ(−xn − 1 + σ),
zn+1 = xn,

(3.30)

где

f(x, z, y) =


α/(1− x) + y, x ≤ 0,
α + y, (0 < x < α + y) & (z ≤ 0),
−1, (x ≥ α + y) || (z > 0).

(3.31)

Переменная x качественно описывает изменение мембранного потенциала на
поверхности нейрона. Посредством переменной y в систему вводится нели-
нейная обратная связь. Последовательность переменных zn получена из по-
следовательности xn сдвигом на единицу назад по времени. Таким образом,
система (3.30) позволяет моделировать нейрон с дискретным временным ша-
гом, сравнимым со временем генерации нейроном одиночного импульса. Зна-
чения параметров индивидуального элемента α = 3.9 и σ = 1. Малый па-
раметр µ = 0.001 обеспечивает медленные изменения переменной y. Связь
между элементами задается с помощью добавочных членов в правых частях
уравнений (3.30)

Ijin = γjiI
ji
n−1 + gji(xrp − xin)ξ(x

j
n). (3.32)

Здесь j — номер воздействующего элемента, i — номер элемента, на кото-
рый направлено воздействие. Параметры γji соответствуют скорости связи,
0 ≤ γji ≤ 1. Значение γji = 0 соответствует быстрым тормозящим связям,
значение γji = 1 соответствует медленным тормозящим связям. Параметры
gji соответствуют силе связи между элементами j и i, gji ≥ 0. Константа xrp
— реверсивный потенциал, который определяет тип связи (при моделирова-
нии обычно выбирают значение −1.5 для тормозящей связи и значение +1
для возбуждающей связи). Функция ξ(x)— ступенчатая функция вида

ξ(x) =

{
1, x > xth,
0, x ≤ xth,

(3.33)
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с пороговым значением xth, которая реализует принцип тормозящей связи. Ес-
ли значение мембранного потенциала x превышает пороговое значение xth,
воздействующий элемент полностью подавляет активность в элементе, на ко-
торый он воздействует.

В итоге дискретные уравнения, которые описывают сеть трех систем Руль-
кова со взаимными тормозящими связями, определяемыми уравнением (3.32),
имеют следующий вид

xin+1 = f(xin, x
i
n−1, y

i
n +

βsyn
2

∑
j ̸=i

Ijin ),

yin+1 = yin + µi(−xin − 1 + σi +
σsyn
2

∑
j ̸=i

Ijin ),

zin+1 = xin,
i = 1, 2, 3.

(3.34)

В данном исследовании примем равными все значения параметров связей, на-
правленных по часовой стрелке, т.е. g12 = g23 = g31 = g1 и γ12 = γ23 = γ31 =
γ1, а также примем равными все значения параметров связей, направленных
против часовой стрелки, т.е. g21 = g32 = g13 = g2 и γ21 = γ32 = γ13 = γ2. Также
примем xrp = −1.5, βsyn = 0.0001, σsyn = 1.

В данном случае нас будет интересовать бифуркационный переход от со-
существующих в фазовом пространстве системы устойчивых периодических
точек периода 4, 5 и 6 к хаосу. Для проведения бифуркационного анализа бы-
ли вычислены мультипликаторы периодических решений. Их эволюция пред-
ставлена на рисунке 19.

Был проведен следующий эксперимент: значение силы связи g2 = 7 зафик-
сировано, а значение связи g1 уменьшалось от начального значения 7. Было
показано, что в этом случае тройки устойчивых периодических точек пери-
одов 4, 5 и 6 последовательно бифурцируют через субкритические бифурка-
ции Андронова—Хопфа, когда значение параметра связи g1 достигает поро-
гового значения для каждой тройки периодических точек. Тройка периоди-
ческих точек периода 4 исчезает первой при достижении порогового значе-
ния g1 ≈ 4.99 (рис. 19a). Вместо неё после бифуркации появляется тройка
неустойчивых циклов, которые невозможно наблюдать в численном экспери-
менте из-за отсутствия явного выражения для системы, обратной к системе
(3.34). Далее при достижении порогового значения g1 ≈ 4.85 по аналогич-
ному сценарию происходит бифуркация тройки устойчивых периодических
точек периода 5. Когда величина g1 достигает третьего порогового значения
g1 ≈ 4.49, последняя тройка устойчивых периодических точек периода 6 раз-

57



(а)

−2

0

2

−2
0

2

−2

0

2

x
1

x
2

x
3

(б)

0 100 200 300 400
−2

0

2

x
1

0 100 200 300 400
−2

0

2

x
2

0 100 200 300 400
−2

0

2

x
3

Time

Рис. 18: Сосуществование троек устойчивых периодических точек периодов 4, 5, 6 в фазо-
вом пространстве системы (3.34). (а) Тройка периодических точек периода 5 (б) Временные
реализации динамического режима, соответствующего периодической точке периода 5

рушается вследствие субкритической бифуркации Андронова—Хопфа, на ее
месте образуется тройка неустойчивых циклов. После этой последней бифур-
кации режим «один подавляет всех» исчезает, и в системе наблюдается хаоти-
ческая динамика. Этот результат инвариантен относительно замены (g1 → g2)
и (g2 → g1) вследствие симметрии системы (3.34).

Субкритическая бифуркацияАндронова—Хопфа коразмерности 2 (рис. 19б)
наблюдается в случае одновременного достижения значениями cвязей g1 и
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(а)

(б)

Рис. 19: Положение мультипликаторов (синий маркер) на комплексной плоскости по отно-
шению к единичной окружности (зеленый маркер). Индекс означает номер мультиплика-
тора. (а) Субкритическая бифуркация Андронова—Хопфа тройки периодических точек: два
комплексно-сопряженных мультипликатора периодической точки периода 4 выходят на еди-
ничную окружность, g2 = g‘2 ≈ 7, g1 варьируется от 7 до 4.99. (б) Двойная субкритическая би-
фуркация Андронова—Хопфа тройки периодических точек периода 4: две пары комплексно-
сопряженных мультипликаторов соответствующей периодической точки выходят на единич-
ную окружность, g2 = g1 варьируются от 7 до 4.99. В обоих случаях все остальные мульти-
пликаторы остаются внутри единичной окружности

g2 бифуркационных значений при переходе из области сосуществующих ре-
жимов «один подавляет всех» в область хаотической активности по линии
g1 = g2. Бифуркационные значения сил связей для троек периодических то-
чек периодов 4, 5, 6 такие же, как и в предыдущем случае.
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Рис. 20: Бифуркационный переход вблизи границы окна регулярности (область существова-
ния устойчивой периодической точки периода 19) внутри области хаоса. Значения парамет-
ров связей g2 ≈ 3.9, g1 варьируется от 3.556 до 4.698. Положение мультипликаторов (синий
маркер) на комплексной плоскости по отношению к единичной окружности (зеленый мар-
кер). Красным маркером отмечена начальное значение мультипликаторов. Индекс означает
номер мультипликатора. Два комплексно-сопряженных мультипликатора устойчивой перио-
дической точки имеют тенденцию к выходу на единичную окружность на левой границе окна
регулярности

Бифуркационные переходы вблизи границ окон регулярности внутри обла-
сти хаоса также были численно исследованы. В этом случае бассейны при-
тяжения устойчивых периодических точек вблизи бифуркационных значений
сил связей (при которых рождаются и разрушаются периодические точки) очень
малы, что сильно затрудняет численное исследование бифуркационных пере-
ходов. В этом случае два комплексно-сопряженных мультипликатора перио-
дической точки вблизи бифуркационных значений параметров связи имеют
тенденцию к выходу на единичную окружность на левой границе окон регу-
лярности (рис. 20).
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4. Теорема о существовании инвариант-
ного тора. Принцип кольца

Рассмотрим отображение T :

x̄ = f(x, θ), θ̄ = θ + g0(x, θ) ≡ g(x, θ) (mod 2π), (4.1)

где θ ∈ Tm, x ∈ Rn, m ≥ 1, n ≥ 1, вектор-функции f(x, θ), g(x, θ) являются
гладкими и 2π-периодическими по θ = (θ1, ..., θm).

Пусть K – кольцо, задаваемое как

K = {(x, θ) : ∥x∥ ≤ r0, θ ∈ Tm}.

Предположим, что T переводит кольцо K в себя. Введем следующее обозна-
чение для векторнозначной или матричнозначной функции φ(x, θ):

∥φ∥◦ = sup
(x,θ)∈K

∥φ(x, θ)∥,

где ∥(·)∥ – стандартная евклидова норма.

Предположение 1. Отображение

x̄ = f(x, θ)

является сжимающим для любого фиксированного θ, то есть∥∥∥∥∂f∂x
∥∥∥∥
◦
< 1. (4.2)

Предположение 2. Отображение

θ̄ = θ + g0(x, θ) ≡ g(x, θ)

является диффеоморфизмом для любого фиксированного x. В частности, из
этого следует, что ∥∥∥∥∥

(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

≤ C < ∞. (4.3)
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Теорема 4 (Принцип кольца). При сделанных выше предположениях, если

1−

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

·
∥∥∥∥∂f∂x

∥∥∥∥
◦
> 2

√√√√∥∥∥∥∥
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

·
∥∥∥∥∂g∂x

∥∥∥∥
◦
·

∥∥∥∥∥∂f∂θ
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

,

(4.4)
то диффеоморфизм (4.1) имеет в кольцеK инвариантныйm-мерный тор Tm,
который содержит ω-предельные точки всех положительных полутраекто-
рий, лежащих в K. Тор Tm является графиком x = h∗(θ), где h∗ – перио-
дическая по θ с периодом 2π и удовлетворяющая условию Липшица вектор-
функция.

Так как якобиан матрицы
∂θ̄

∂θ
= Em +

∂g0
∂θ

не равен нулю в силу предполо-
жения 2, то по теореме о неявной функции равенства (4.1) можно переписать
в перекрестном виде:

x̄ = F (x, θ̄), θ = G(x, θ̄) (mod 2π). (4.5)

Заметим, что при этом имеют место тождества

F (x, θ̄) ≡ f
(
x,G(x, θ̄)

)
, θ̄ ≡ g

(
x,G(x, θ̄)

)
, (4.6)

из которых для производных функций F и G получаем следующие оценки∥∥∥∥∂G∂θ̄
∥∥∥∥
◦
=

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

,

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
=

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂θ

)−1
∂g

∂x

∥∥∥∥∥
◦

≤
∥∥∥∥∂g∂x

∥∥∥∥
◦
·

∥∥∥∥∥
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

,

∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
=

∥∥∥∥∥∂f∂θ
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

,

∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
≤
∥∥∥∥∂f∂x

∥∥∥∥
◦
+

∥∥∥∥∂g∂x
∥∥∥∥
◦
·

∥∥∥∥∥∂f∂θ
(
∂g

∂θ

)−1
∥∥∥∥∥
◦

.

(4.7)

Доказательство оценок (4.7). Дифференцируя по θ̄ второе тождество из (4.7), получаем

Em =
∂g

∂θ
· ∂G
∂θ̄

⇒ ∂G

∂θ̄
=

(
∂g

∂θ

)−1

.
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Дифференцируя по x второе тождество из (4.7), получаем

0 =
∂g

∂x
+

∂g

∂θ
· ∂G
∂x

⇒ ∂G

∂x
= −

(
∂g

∂θ

)−1

· ∂g
∂x

.

Дифференцируя по θ̄ первое тождество из (4.7), получаем

∂F

∂θ̄
=

∂f

∂θ
· ∂G
∂θ̄

=
∂f

∂θ
·
(
∂g

∂θ

)−1

.

Наконец, дифференцируя по x первое тождество из (4.7), получаем

∂F

∂x
=

∂f

∂x
+

∂f

∂θ
· ∂G
∂x

=
∂f

∂x
− ∂f

∂θ
·
(
∂g

∂θ

)−1

· ∂g
∂x

.

Задача 12. Проверить, что из оценок (4.7) и общего неравенства (4.4) выте-
кает неравенство√∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
+

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
< 1. (4.8)

Решение. Обозначив через a и b соответствующие члены в неравенстве (4.4), его можно переписать
как

a+ 2
√
b < 1 .

Используя оценки (4.7), неравенство (4.8) можно записать в таком виде
√
a+ b+

√
b < 1 ,

или (
√
a+ b)2 < (1−

√
b)2, что влечет a+ 2

√
b < 1.

Тем не менее заметим, что
√
a+ b+

√
b ≥ a+ 2

√
b, если a+ 2

√
b ≤ 1.

Из (4.8) получаем, в частности, что∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
< 1 .

В соответствии с предположением 2, для каждого фиксированного x отоб-
ражение θ = G(x, θ̄) является диффеоморфизмом тора Tm на себя и, следова-
тельно, оно не может быть сжимающим. Таким образом, максимум нормы его
матрицы Якоби обязательно больше 1:∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
≥ 1 .
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Из этого, в свою очередь, следует, что∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
< 1 .

Тогда из неравенства (4.8) также вытекает, что∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
+

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
< 1. (4.9)

Введем обозначение

L =

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦

(∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦

)−1

(4.10)

(в частном случае, когда
∂G

∂x
≡ 0, в качествеL выбирается достаточно большое

число).
Следующие оценки вытекают из (4.8):

L

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
< 1, (4.11)

∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
<

(
1− L

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦

)(
1− 1

L

∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦

)
, (4.12)∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
<

(
1− L

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦

)2

. (4.13)

Из неравенства (4.9) получаем∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
< 1− L

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
. (4.14)

Вывод неравенств (4.11) – (4.14). • Неравенство (4.11):

L

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
=

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦

(∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦

)−1 ∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
=

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
< 1 в силу (4.8).
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• Неравенство (4.12): перепишем неравенство (4.8) в виде

∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦
<

(
1−

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦

)2

=

=

(
1− ∥Gx∥◦ ·

{√
∥Fθ̄∥◦√
∥Gx∥◦

})1− ∥Fθ̄∥◦ ·

{√
∥Fθ̄∥◦√
∥Gx∥◦

}−1
 ,

где в фигурных скобках стоит L.

• Неравенство (4.13): выводится аналогично.

• Неравенство (4.14): перепишем неравенство (4.9) в виде∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
< 1−

√∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
= 1− ∥Gx∥◦ ·

{√
∥Fθ̄∥◦√
∥Gx∥◦

}
.

Обозначим через H(L) пространство вектор-функций x = h(θ), график ко-
торых лежит в кольцеK, т.е. справедливо неравенство ∥h∥ ≤ r0, и, кроме того,
h удовлетворяет условию Липшица:

∥h(θ +∆θ)− h(θ)∥ ≤ L∥∆θ∥. (4.15)

Хорошо известно, что H(L) является банаховым (полным метрическим) под-
пространством в пространстве ограниченных непрерывных функций.

Лемма 5. Пусть неравенства (4.11) и (4.12) выполнены. Тогда отображение
T порождает оператор T : H(L) → H(L) (то есть, образ графика функции
x = h(θ) c константой Липшица L при отображении T представляет собой
график функции x̄ = h̃(θ̄), которая удовлетворяет условию Липшица с той
же константой L).
Доказательство. Пусть h ∈ H(L). Сначала покажем, что образ T{x = h(θ)} является поверхностью
вида x̄ = h̃(θ̄) с некоторой однозначной функцией h̃. Другими словами, нам нужно показать, что для
любого θ̄ существует такое значение x̄ (которое и дает h̃(θ̄)), что (x̄, θ̄) = T (h(θ), θ) при некотором зна-
чении θ. В силу (4.5), это эквивалентно существованию единственного решения следующего уравнения
для θ при любом фиксированном значении θ̄:

θ = G(h(θ), θ̄). (4.16)

При каждом фиксированном θ̄ это уравнение можно рассматривать как уравнение на неподвижную
точку отображения тора в себя:

θ 7→ G(h(θ), θ̄). (4.17)

Существование и единственность искомой неподвижной точки будет следовать из принципа Банаха,
если мы докажем, что данное отображение является сжатием. Однако это – простое следствие условий
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(4.11) и (4.15):

∥G(h(θ1), θ̄)−G(h(θ2), θ̄)∥ ≤
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L∥θ1 − θ2∥ < q∥θ1 − θ2∥,

где 0 < q < 1 в силу (4.11).
Образ T{x = h(θ)} записывается в виде

x̄ = F (h(θ), θ̄), θ = G(h(θ), θ̄).

Возьмем две точки (x1, θ1) и (x2, θ2) на поверхности h, т.е. xi = h(θi), i = 1, 2. Образы этих точек
относительно T – это точки (x̄1, θ̄1) и (x̄2, θ̄2), координаты которых удовлетворяют соотношениям

x̄1 = F (h(θ1), θ̄1), θ1 = G(h(θ1), θ̄1),
x̄2 = F (h(θ2), θ̄2), θ2 = G(h(θ2), θ̄2),

из которых получаем следующие неравенства

∥x̄1 − x̄2∥ ≤
∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
· ∥h(θ1)− h(θ2)∥+

∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
· ∥θ̄1 − θ̄2∥ ≤

≤
∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
· L · ∥θ1 − θ2∥+

∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦
· ∥θ̄1 − θ̄2)∥,

∥θ1 − θ2∥ ≤
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· ∥h(θ1)− h(θ2)∥+

∥∥∥∥∂G∂θ̄
∥∥∥∥
◦
· ∥θ̄1 − θ̄2∥ ≤

≤
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L · ∥θ1 − θ2∥+

∥∥∥∥∂G∂θ̄
∥∥∥∥
◦
· ∥θ̄1 − θ̄2)∥.

(4.18)

Последнее неравенство можно переписать в следующем виде

∥θ1 − θ2∥ ≤

∥∥∥∥∂G∂θ̄
∥∥∥∥
◦

1−
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

· ∥θ̄1 − θ̄2)∥.

Тогда, подставив это выражение в первое неравенство из (4.18), получим

∥x̄1 − x̄2∥ ≤ L


∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂θ̄

∥∥∥∥
◦

1−
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

+
1

L

∥∥∥∥∂F∂θ̄
∥∥∥∥
◦

 · ∥θ̄1 − θ̄2)∥.

Здесь выражение в фигурных скобках меньше 1 в силу неравенства (4.12). Таким образом, функция
x̄ = h̃(θ̄) удовлетворяет условию Липшица с константой L, что и требовалось доказать.

Лемма 6. Пусть выполнено неравенство (4.14). Тогда оператор T : H(L) →
H(L) является сжимающим.
Доказательство. Рассмотрим поверхности x = h1(θ) и x = h2(θ), принадлежащие H(L). Их образы
относительно T , поверхности x̄ = h̄1(θ̄) и x̄ = h̄2(θ̄) задаются уравнениями

x̄ = F (h1(θ), θ̄), θ = G(h1(θ), θ̄)
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и
x̄ = F (h2(θ), θ̄), θ = G(h2(θ), θ̄),

соответственно.
Определим расстояние между поверхностями h1 и h2 как

dist {h1, h2} = max
θ

∥h1(θ)− h2(θ∥.

Соответственно,
dist {h̄1, h̄2} = max

θ̄
∥h̄1(θ̄)− h̄2(θ̄∥.

Поэтому, чтобы оценить расстояние между h̄1 и h̄2, мы будем полагать в формулах, что θ̄ одно и то
же (однако начальные точки θ1 на кривой h1 и θ2 на кривой h2 могут быть различными). Тогда запишем
уравнение поверхностей h̄1 и h̄2 в следующем виде{

x̄1 = F (h1(θ1), θ̄),
θ1 = G(h1(θ1), θ̄),

{
x̄2 = F (h2(θ2), θ̄),
θ2 = G(h2(θ1), θ̄).

(4.19)

Используя эти соотношения, получим следующие оценки

∥x̄1 − x̄2∥ = ∥F (h1(θ1), θ̄)− F (h2(θ2), θ̄)∥ =

= ∥F (h1(θ1), θ̄)− F (h1(θ2), θ̄) + F (h1(θ2), θ̄)− F (h2(θ2), θ̄)∥ ≤

≤
∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
· L∥θ1 − θ2∥+

∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦
· ∥h1 − h2∥ ,

∥θ1 − θ2∥ = ∥G(h1(θ1), θ̄)−G(h1(θ2), θ̄) +G(h1(θ2), θ̄)−G(h2(θ2), θ̄)∥ ≤

≤
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L∥θ1 − θ2∥+

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦
· ∥h1 − h2∥ .

(4.20)

Перепишем второе неравенство в (4.20) как

∥θ1 − θ2∥ ≤

∥∥∥∥∂G∂x
∥∥∥∥
◦

1−
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

∥h1 − h2∥

и подставим его в первое из (4.20), тогда получим

∥x̄1 − x̄2∥ = ∥h̄1 − h̄2∥ ≤


∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦
·
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

1−
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

+

∥∥∥∥∂F∂x
∥∥∥∥
◦

 · ∥h1 − h2∥ =

=


∥∥∥∥∂F∂x

∥∥∥∥
◦

1−
∥∥∥∥∂G∂x

∥∥∥∥
◦
· L

 · ∥h1 − h2∥.

Таким образом, в силу условия (4.14), оператор T : H(L) → H(L) является сжимающим.
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Итак, мы доказали существование и единственность инвариантного липши-
цева многообразияM ∗ : {x = h∗(θ)}. Поскольку неподвижная точка сжимаю-
щего оператора (в нашем случае, оператора T : H(L) → H(L)) является пре-
делом последовательных приближений, стартующих с произвольных началь-
ных условий, для любой липшицируемой функции h0 имеем h∗ = lim

k→∞
T̃ kh0

или, что то же самое, образы положительных итераций отображения T любой
липшицевой поверхности {x = h0(θ)} сходятся к инвариантному многообра-
зию M ∗. Тем самым доказано утверждение теоремы, что предельное множе-
ство итераций всех точек кольца K лежит в многообразииM ∗.
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