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1 Ââåäåíèå

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðèîáðåòåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ðåøå-

íèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåíí�îé

îáëàñòè (Ê�ÂÎ). Îáîçíà÷åíèå Ê�ÂÎ ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì íà ðóññêèé òåðìèíà

FDTD method (�nite-di�eren
e time-domain method), èñïîëüçóåìîãî â àíãëî-

ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå. Ìåòîä Ê�ÂÎ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

í¼ííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ïîñîáèè èçëîæåíû îñíîâû ìåòîäà Ê�ÂÎ

íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ (1D) è äâóìåðíûõ (2D) çàäà÷. Ïðèîáðåò¼í-

íûå íàâûêè ïîìîãóò ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè ìåòîäà è åãî ïðèìåíåíèè äëÿ

ðåøåíèÿ è òðåõìåðíûõ (3D) çàäà÷.

Â ïîñîáèè äåëàåòñÿ óïîð íà ñëåäóþùèõ âîïðîñàõ:

1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà Ê�ÂÎ è îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñå-

òîê.

2. �àçðàáîòêà ïðîãðàìì ñ ìîäóëüíîé ñòðóêòóðîé.

3. Îðãàíèçàöèÿ �àéëîâ, äèðåêòîðèé è ïðîöåññà ñîçäàíèÿ âûïîëíÿåìûõ

�àéëîâ äëÿ îïòèìèçàöèè ìîäåëèðîâàíèÿ.

4. Ïðîðàáîòêà è óñâîåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîë-

íîãî òåêñòà ïðîãðàìì ìîäåëèðîâàíèÿ.

5. Ôîðìèðîâàíèå áàçîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé è ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ

äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà Ê�ÂÎ ïðè ðåøåíèè 3D çàäà÷.

Â ïîñîáèå âêëþ÷åíû îñíîâíûå ïðèåìû ìåòîäà Ê�ÂÎ, ïîçâîëÿþùèå èñïîëü-

çîâàòü ñðåäû ñ äèñïåðñèåé è ïîãëîùåíèåì, ìîäåëèðîâàòü îòêðûòûå ñèñòåìû ñ

ïîìîùüþ èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûõ ñëî¼â íà ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè,

ïîëó÷àòü ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäå-

íèÿ).

Äëÿ îâëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì â ïîñîáèè ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàíèå ýëåêòðîìàã-

íèòíîé òåîðèè â ðàìêàõ êóðñà îáùåé �èçèêè, îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

è íàëè÷èå íàâûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû ïðîãðàììû

íà ÿçûêå C è äàíû ïðàêòè÷åñêèå ñîâåòû ïî èõ êîìïèëÿöèè è èñïîëüçîâàíèþ

äëÿ ðàáîòû íà ñèñòåìàõ Unix/Linux. Ïðîãðàììû áûëè íàïèñàíû â òåêñòî-

âîì ðåäàêòîðå XEma
s, êîòîðûé îáëåã÷àåò ðåäàêòèðîâàíèå èñõîäíûõ êîäîâ

íà ìíîæåñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ C. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà-

�èêîâ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîãðàììà Gnuplot. Àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå

â ïîñîáèè, ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ÷èòàòåëåì â êîíêðåòíûå ïðîãðàììû è íà

äðóãèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à ïðîãðàììû ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ è ïîä

5



äðóãèìè îïåðàöèîííûìè ñèñòåìàìè. Òåì íå ìåíåå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âû-

áîð ÿçûêà C è ñèñòåì Unix/Linux îáóñëîâëåí èõ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì êàê

â êîììåð÷åñêèõ êîìïàíèÿõ, òàê è â ðàçëè÷íûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ëà-

áîðàòîðèÿõ è óíèâåðñèòåòàõ âî âñåì ìèðå.

2 �àññìàòðèâàåìûå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå

çàäà÷è

Ïîâåäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà.

Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé âîçìîæíî òîëüêî â îò-

äåëüíûõ èäåàëèçèðîâàííûõ ñëó÷àÿõ. Ïðèìåðàìè òàêèõ ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ îò-

ðàæåíèå îò ïëîñêîé ãðàíèöû èëè ðàññåÿíèå ñâåòà ñ�åðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåí-

íûå ìåòîäû. Ìåòîä Ê�ÂÎ çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ êàê äîñòàòî÷íî íàäåæíûé

è óíèâåðñàëüíûé ìåòîä, êîòîðûé ê òîìó æå äîâîëüíî ïðîñò íà ïðàêòèêå.

Åãî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå îáóñëîâëåíî ïðèìåíèìîñòüþ ê îáúåêòàì ïðî-

èçâîëüíîé �îðìû è ê ñðåäàì ñ ïðîèçâîëüíûìè ñâîéñòâàìè, âêëþ÷àÿ âðå-

ìåíí�óþ äèñïåðñèþ è àíèçîòðîïèþ.

Ìíîãèå êîììåð÷åñêèå ïàêåòû ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñ-

ïîëüçóþò ìåòîä Ê�ÂÎ, íàïðèìåð, FullWAVE êîìïàíèè Synopsys (ÑØÀ),

CST Mi
rowave Studio êîìïàíèè CST (ÑØÀ), OptiFDTD êîìïàíèè Optiwave

Systems (Êàíàäà), FDTD Solutions êîìïàíèè Lumeri
al (Êàíàäà), OmniSim

FDTD êîìïàíèè Photon Design (Âåëèêîáðèòàíèÿ), EM-Suite êîìïàíèè Pano-

rami
 Te
hnology (ÑØÀ) è äðóãèå.

Ìåòîä Ê�ÂÎ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äèçàéíà ðàçëè÷íûõ ïðèáîðîâ è ìîäåëèðî-

âàíèÿ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð:

• Ïðèáîðû (ðåçîíàòîðû) äëÿ ñïåêòðàëüíîãî óïëîòíåíèÿ êàíàëîâ (WDM).

• Äè�ðàêöèîííûå ðåø¼òêè.

• Ñâåòîèçëó÷àþùèå äèîäû è ëàçåðû.

• Àíòåííû.

• Ïðîöåññû ëèòîãðà�èè, ñîçäàíèå è îïòèìèçàöèÿ ìàñîê.

• Âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñ áèîëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè (áèî�îòîíèêà).

• �àññåÿíèå ñâåòà.

• Èçó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ìåòàìàòåðèàëîâ.
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t=t1 t=t2

(a) (b) (c)

J(r,t)

�èñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. (a) Èçëó÷åíèå

âîëí èñòî÷íèêàìè òîêà ñ ïðîèçâîëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé çà-

âèñèìîñòÿìè. (b) �àñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. (
) �àññåÿíèå

âîëí íà íåêîòîðîì îáúåêòå.

Ìíîãèå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèëîæåíèé ìåòîäà Ê�ÂÎ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå óïðîùåííûõ òèïè÷íûõ çàäà÷, ïðîèëëþñòðèðîâàííûõ íà ðèñ. 1:

• Èçëó÷åíèå çàäàííûõ èñòî÷íèêîâ òîêà â ñðåäå.

• �àñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ.

• �àññåÿíèå èìïóëüñîâ íà ðàçëè÷íûõ îáúåêòàõ.

Ìîæíî çäåñü ïðèâåñòè è ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà ê ðåøåíèþ êîíêðåò-

íîé çàäà÷è. Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ òåðà-

ãåðöîâîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ãåíåðàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïòè÷åñêèõ

èìïóëüñîâ â íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ. Íàâîäÿùàÿñÿ íåëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, êîòîðûé è ãåíåðèðóåò âîëíû ïðè åãî äâèæåíèè. Â äâó-

ìåðíîé ìîäåëè, â êîòîðîé ïîëÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z è èìïóëüñ ðàñ-

ïðîñòðaíÿåòñÿ âäîëü x, ìîæíî çàïèñàòü íåëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ â âèäå

Pz(x, y, t) = p0F (ξ)G(x, y), ãäå F (ξ) = e−ξ2/τ2, G(y) = e−y2/a2
0. (1)

Ïåðåìåííàÿ ξ = t−x/Vgr îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ îïòè-

÷åñêîãî èìïóëüñà Vgr = c/ngr. Ïàðàìåòð τ îïðåäåëÿåò äëèòåëüíîñòü èìïóëü-

ña, a a0 � âåëè÷èíó åãî �îêóñèðîâêè. Âåëè÷èíà ïîëÿðèçàöèè p0 îïðåäåëÿåòñÿ
íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè êðèñòàëëà è èíòåíñèâíîñòüþ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñ-

ëè ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èìïóëüñà Vgr ïðåâîñõîäèò �àçîâóþ ñêîðîñòü

òåðàãåðöîâûõ âîëí, îïðåäåëÿåìóþ èíäåêñîì nTHz, òî áóäåò âîçíèêàòü ÷åðåí-

êîâñêèé êîíóñ, êàê è â ñëó÷àå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ñðåäå. Ïðî-

ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåðàãåðöîâîãî èçëó÷åíèÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 2,

ãäå âèäíî �îðìèðîâàíèå ÷åðåíêîâñêîãî êîíóñà èç òåðàãåðöîâûõ âîëí. Ïîëî-

âèíà óãëà ðàñòâîðà êîíóñà θ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì sin θ = ngr/nTHz.

Ïîìèìî ýòîãî, îò ãðàíèöû êðèñòàëëà îòõîäèò öèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà, êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü

ê îïèñàíèþ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
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�èñ. 2: Òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Ez(x, y), �îðìèðóåìîå â íåëèíåéíîì

êðèñòàëëå LiNbO3 (ïðè x > 0) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå ïàäå-

íèÿ èç âàêóóìà (x < 0) íà åãî ãðàíèöó ñ�îêóñèðîâàííîãî îïòè÷åñêîãî èì-

ïóëüña. Öåíòð èìïóëüñà íåëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè â ìîìåíò ñíèìêà ïîêà-

çàí ÷åðíîé òî÷êîé. Ïàðàìåòðû: äëèòåëüíîñòü τ = 0.1 ïñ, øèðèíà a0 = 10
µm, êîý��èöèåíò ïðåëîìëåíèÿ äëÿ òåðàãåðöîâûõ âîëí nTHz = 5.12, ãðóïïî-
âîé èíäåêñ â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ngr = 2.23. Óãîë ðàñòâîðà êîíóñà ðàâåí

2θ = 2 arcsin(ngr/nTHz) = 51.64◦.

3 Îñíîâíûå ïðèíöèïû ðåøåíèÿ

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (2a)

∇×H =
1

c

∂D

∂t
+

4π

c
J. (2b)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ:

E � íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

H � íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

D � ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ,

B � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ,

J � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (2) çàïèñàíû â ãàóññîâîé ñèñòåìå, â êîòîðîé ïîëÿ E,

D, H, B èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè. Òàêîé âûáîð óäîáåí íå òîëüêî äëÿ
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òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê, íî è äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà, òàê êàê âåëè÷èíû ïî-

ëåé èìåþò ñðàâíèìûå çíà÷åíèÿ. ×àñòî òàêæå çàïèñûâàþò ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà â ñèñòåìå ÑÈ, à çàòåì äîìíîæàþò ïîëÿ íà îïðåäåëåííûå êîý�-

�èöèåíòû, ÷òîáû ïðèâåñòè èõ ê ñîèçìåðèìûì âåëè÷èíàì. Ïîñëå ÷èñëåííîãî

ðàñ÷¼òà ïîëó÷åííûå ïîëÿ ïåðåâîäÿò îáðàòíî â åäèíèöû ÑÈ. Ìû íå áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé ÑÈ â äàííîì ïîñîáèè. Óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò äîïîë-

íèòü ìàòåðèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå áóäóò îáñóæäàòüñÿ ïîçäíåå.

xz

y E

H

�èñ. 3: �àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà âäîëü îñè x â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå â

1D ñëó÷àå.

�àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà â ñâîáîäíîì

ïðîñòðàíñòâå â 1D ñëó÷àå, ñì. ðèñ. 3. Mû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êîìïîíåíòàìè

Ey, Dy, Jy, Hz, Bz. Òîãäà âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñâîäÿòñÿ ê

∂Bz

∂t
= −c

∂Ey

∂x
, (3a)

∂Dy

∂t
= −c

∂Hz

∂x
− 4πJy. (3b)

Äàëåå ìû îïóñòèì èíäåêñû x è y, ïîêàçûâàþùèå îðèåíòàöèþ ïîëåé, òàê êàê

êàæäîå ïîëå èìååò òîëüêî îäíó âåêòîðíóþ êîìïîíåíòó. Ìû ïîëó÷èì

∂B

∂t
= −c

∂E

∂x
, (4a)

∂D

∂t
= −c

∂H

∂x
− 4πJ. (4b)

Óðàâíåíèÿ (4) � îñíîâà ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Â ñâîáîäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå D = E è B = H.

Äëÿ ðàñ÷¼òà èçìåíåíèÿ ïîëÿ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäíûå

â (4) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç êîíå÷íûå ðàçíîñòè. Ïðîèçâîäíóþ â ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êå ìîæíî îöåíèòü ïóòåì ðàñ÷¼òà çíà÷åíèé �óíêöèè â îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè. Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïðîèçâîäíóþ îò íåêîòîðîé

�óíêöèè f(x) ïðè x = x0, ñì. ðèñ. 4. Ìû çíàåì, ÷òî

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)

2 +O((x− x0)
3). (5)
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x0

∆ x ∆ x

x

f(x)

�èñ. 4: Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè f(x) ïðè x = x0.

boundary

HzEy
x

y 

z

simulation domain

boundary

one cell

�èñ. 5: �àçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ (simulation domain) íà ÿ÷åéêè

(
ells) è ðàñïîëîæåíèå òî÷åê (óçëîâ), â êîòîðûõ çàäàíû ïîëÿ Ey è Hz.

Òîãäà ìû ìîæåì îöåíèòü f ′(x0), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ f(x0) è f(x0 +∆x):

f ′(x0) =
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+O(∆x). (6)

Òî÷íîñòü òàêîé îöåíêè ïðîïîðöèîíàëüíà ∆x. Áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò, ñ òî÷-
íîñòüþ ïîðÿäêà ∆x2

, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü öåíòðàëüíóþ ðàçíîñòü,

òî åñòü çíà÷åíèÿ f(x0 −∆x) è f(x0 +∆x):

f ′(x0) =
f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x
+O(∆x2). (7)

Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â àëãîðèòìàõ.

�àññìîòðèì òåïåðü âíèìàòåëüío îäíî èç óðàâíåíèé, íàïðèìåð, (4a). Âðå-

ìåíí�îå èçìåíåíèå ïîëÿ B â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ïðîèçâîäíîé îò ïîëÿ E, êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç çíà÷åíèÿ E
â äâóõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âðåìåíí�îå ïðèðàùåíèå ïîëÿ B
ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ åãî çíà÷åíèÿ ñäâèíóòûå ïî âðåìåíè. Òàêèå ðàñ-

ñóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ öåíòðàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ â
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�èñ. 6: Ñõåìà àëãîðèòìà ïåðåñ÷¼òà ïîëÿ.

ïðîñòðàíñòâå óäîáíî çàäàâàòü çíà÷åíèÿ ïîëåé E è B íà îäíîìåðíûõ ñåòêàõ,

êîòîðûå ñìåùåíû ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó, ñì. ðèñ. 5. Òàêèì æå îáðàçîì

íàäî âûáèðàòü è ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîëå D çàäàåòñÿ â òåõ æå òî÷êàõ è â òå

æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî è E, à ïîëå H � ãäå è B.
Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîëíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç ÿ÷ååê

ðàçìåðà ∆x, â êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàíû ïîëÿ E è H â ñìåùåííûõ òî÷êàõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆t � øàã ïî âðåìåíè. Òîãäà ìû ìîæåì çàäàòü ïîëå E â

ìîìåíòû âðåìåíè t = n∆t, ãäå n = 0, 1, 2, . . ., à ïîëå H � â ìîìåíòû t =
(n+1/2)∆t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî En

i � çíà÷åíèå ïîëÿ E â i-îé ÿ÷åéêå â ìîìåíò

âðåìåíè t = n∆t è H
n+1/2
i - çíà÷åíèå ïîëÿ H â i-îé ÿ÷åéêå â ìîìåíò âðåìåíè

t = (n+ 1/2)∆t. Ïîä÷åðíåì åùå ðàç, ÷òî â òàêîé çàïèñè ïîëÿ E è H èìåþò

îäèíàêîâûé ïðîñòðàíñòâåííûé èíäåêñ è ïðèíàäëåæàò îäíîé ÿ÷åéêå i, íî â

äåéñòâèòåëüíîñòè îíè çàäàþòñÿ â òî÷êàõ, îòñòîÿùèõ íà ∆x/2 äðóã îò äðóãà.
Ìû ìîæåì çàïèñàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

ñ ó÷¼òîì ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé. Óðàâíåíèÿ (4) ñòàíîâÿòñÿ äèñêðåòíûìè è

âûãëÿäÿò (áåç ó÷åòà òîêà) êàê

B
n+1/2
i −B

n−1/2
i = −c∆t

∆x
(En

i+1 − En
i ) , (8a)

Dn+1
i −Dn

i = −c∆t

∆x

(

H
n+1/2
i −H

n+1/2
i−1

)

. (8b)

Äàëåå, óðàâíåíèÿ (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

B
n+1/2
i = B

n−1/2
i − ξ (En

i+1 − En
i ) , (9a)

Dn+1
i = Dn

i − ξ
(

H
n+1/2
i −H

n+1/2
i−1

)

, (9b)

ãäå áûë ââåä¼í ïàðàìåòð ξ = c∆t/∆x.
Ñ ó÷åòîì D = E è B = H ìû ïîëó÷àåì èç (9) óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî
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ïðîñòðàíñòâà:

H
n+1/2
i = H

n−1/2
i − ξ (En

i+1 − En
i ) , (10a)

En+1
i = En

i − ξ
(

H
n+1/2
i −H

n+1/2
i−1

)

, (10b)

Óðàâíåíèÿ (9) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüña â ñâîáîäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Àëãîðèòì ïðîäâèæåíèÿ âî âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñõåìû

· · · → Hn+1/2 → En+1 → Hn+3/2 → En+2 → · · · (11)

Ýòà ñõåìà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 6. Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ H
1/2
i

áåð¼òñÿ åãî ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå H
−1/2
i è çíà÷åíèÿ ïîëåé E0

i , E
0
i+1 â ñîñåäíèõ

òî÷êàõ. Òîæå äåëàåòñÿ è äëÿ íàõîæäåíèÿ E1
i .

Êàê âèäíî èç (9a), èçìåíåíèå ïîëÿ B â îïðåäåë¼ííîé òî÷êå çàâèñèò îò çíà-

÷åíèé E â òî÷êàõ ñïðàâà è ñëåâà îò íåå. Òîæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîëåé D è

H â (9b). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îãðàíè÷èòü îáëàñòü ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû

ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü îãðàíè÷åíà ñòåíêàìè, íà êîòîðûé çàíóëÿåòñÿ

ïîëå E, òî åñòü èìååòñÿ èäåàëüíûé ìåòàëëè÷åñêèé ïðîâîäíèê. Òàêîå óñëîâèå
âåä¼ò ê îòðàæåíèþ èìïóëüñîâ îò ãðàíèö îáëàñòè. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçáåæàòü òàêîå îòðàæåíèå è ïîëó-

÷èòü âûõîä èìïóëüñîâ èç îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ, êàê ýòî è ïðîèñõîäèò â

íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ íà÷àëà ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ñõåìå (11) òðåáóåòñÿ òàêæå çàäàòü íà÷àëü-

íûå ïîëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé èìïóëüñ, êîòîðûé ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ âäîëü x. Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå

Ey(x, t) = Hz(x, t) = f(t− x/v), (12)

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ è v = c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëü-

ñà. Ôóíêöèÿ (12) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ïîëÿ Ey(x, t = 0), Hz(x, t = −∆t/2)

è ñîçäàòü ðàñïðåäåëåíèÿ E0
i , H

−1/2
i , êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïðî-

äâèæåíèÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî (11). Äàëåå â ïîñîáèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

f(t) = cos(ω0t)e
−t2/τ2

(13)

ãäå ω0 � óãëîâàÿ ÷àñòîòà èìïóëüñà è τ � åãî ïðîäîëæèòåëüíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìû ìîæåì òå-

ïåðü ïðèìåíèòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó (10) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

èìïóëüñà.
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4 Ïðèìåð 1: �àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà â

ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå

4.1 �àçðàáîòêà ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ

�àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëü-

ñà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà ïîäðîáíî íà òîì, êàê âî-

ïëîòèòü àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå â ðàçäåëå 3, â ïðîãðàììû íà ÿçûêå C.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîãðàììû íà C ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ �óíêöèé, êîòîðûå

âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìî-

ãóò èñïîëüçîâàòü äåñÿòêè è ñîòíè ðàçëè÷íûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó ïðè íàïè-

ñàíèè ïðîãðàìì îñîáîå âíèìàíèå òðåáóåòñÿ óäåëÿòü âûäåëåíèþ îïåðàöèé â

�óíêöèè è ðàçáèâêå �óíêöèé ïî �àéëàì. Îïòèìàëüíàÿ ðàçáèâêà ïîçâîëÿåò

ñîáèðàòü ðàçëè÷íûå ïðîãðàììû èç óæå ñóùåñòâóþùèõ �óíêöèé è �àéëîâ,

êàê áóäåò âèäíî ïî ìåðå òîãî, êàê ìû áóäåì ñîâåðøåíñòâîâàòü àëãîðèòìû

ìîäåëèðîâàíèÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ (11) ïîäðàçóìåâàåò õðàíåíèå çíà÷åíèé E è H â

âèäå ìàññèâîâ, ñîäåðæèìîå êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âî âðåìåíè.

Ïðè ýòîì çàðàíåå íåèçâåñòíî, ñêîëüêî òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü øàãîâ äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû èìïóëüñ ïðîøåë îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå. Ïîýòîìó óäîáíî ïðåäî-

ñòàâèòü ïîëüçîâàòåëþ âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ,

èõ äîáàâëåíèÿ èëè îñòàíîâêè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Òàêîå ðåøåíèå áóäåò

ïðèíèìàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðîõîæäåíèÿ èìïóëüñîì êàêîãî-ëèáî ðàññòî-

ÿíèÿ. Óäîáíî ðàñïîëîæèòü �óíêöèþ óïðàâëåíèÿ â îäíîì �àéëå, à �óíêöèè,

îòâå÷àþùèå çà àëãîðèòì � â äðóãîì. Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ áóäåò îòâå÷àòü çà

âûäåëåíèå ïàìÿòè, âûâîä äàííûõ è âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëüçîâàòåëåì.

�àçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ �àéëîâ:

free_spa
e.
: �óíêöèÿ óïðàâëåíèÿ.

fdtd_1d_maxwell.
 è fdtd_1d_maxwell.h: �óíêöèè àëãîðèòìà è èõ îïè-

ñàíèå.

pulse.
 è pulse.h: �óíêöèè ñîçäàíèÿ èìïóëüñà è èõ îïèñàíèå.

output.
 è output.h: �óíêöèè âûâîäà â �àéëû è èõ îïèñàíèå.


onstants.
: çàäàíèå ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí.

Äàâàéòå òåïåðü èçó÷èì ñîäåðæèìîå �àéëîâ.

Ôàéë free_spa
e.
 ñ �óíêöèåé óïðàâëåíèÿ free_spa
e():
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1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<stdlib.h>

3 #in
lude<string.h>

4 #in
lude<math.h>

5

6 #in
lude"fdtd_1d_maxwell.h"

7 #in
lude"pulse.h"

8 #in
lude"output.h"

9

10 extern 
onst double 
speed;

11

12 /********************************************************************/

13 void free_spa
e(void){

14

15 
onst 
har *tag="v1"; // label for output files

16

17 /** Opti
al pulse ***/

18 double tau = 1.0; // fs, width of the pulse

19 double w0=0; // no os
illating 
omponent

20

21 /*** Computational parameters ***/

22 int Nx = 4000; // number of 
ells along x

23 double dx = 20.0; // nm

24 double xi = 0.9;

25 int ix0 = 1000; // 
ell number of the pulse 
enter at t=0

26 int No = 1000; // defines the output rate

27

28 /*** start exe
ution ***/

29 double dt = xi*dx/
speed; // in fs

30 printf("dx=%.12e nm, dt=%.12e fs\n", dx, dt);

31

32 /*** arrays for the fields ***/

33 double *fields = mallo
(2*Nx*sizeof(double));

34 double *Hz = fields+0*Nx;

35 double *Ey = fields+1*Nx;

36

37 int T=0; // total steps

38

39 
reate_initial_dist(Nx, Ey, Hz, dx, dt, 
speed, ix0, tau, w0);

40 output_Ey_vs_x(Nx, Ey, 0, dx, tag);

41

42 for(;;){

43 printf("Number of steps to run (<=0 to exit) -> "); fflush(stdout);

44 int steps;

45 s
anf("%d", &steps);

46 if(steps<=0) break;

47

48 printf("Making %d steps\n", steps);
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49 for(int n=0; n<steps; n++, T++){

50 update_Bz(Nx, Hz, Ey, xi); // find Bz at n+1/2

51 update_Dy(Nx, Ey, Hz, xi); // find Ey at n+1

52

53 /* output of Hz */

54 if((T+1)%No == 0){

55 printf("Elapsed time -> %g fs (%d steps)\n", dt*(T+1), T+1);

56 output_Ey_vs_x(Nx, Ey, T+1, dx, tag);

57 }

58 }// end of n loop

59 }// end of global loop

60

61 free(fields);

62 }

63

64 /********************************************************************/

65 int main(void){

66

67 free_spa
e();

68

69 return 0;

70 }

71

72 /*** END OF FILE ****************************************************/

Â �óíêöèè free_spa
e() çàäàþòñÿ îñíîâíûå ïàðàìåòðû: Nx � êîëè÷åñòâî

ÿ÷ååê âäîëü îñè x, dx � ïðîñòðàíñòâåííûé øàã, xi � ïàðàìåòð ξ, ix0 � íîìåð
ÿ÷åéêè, ãäå ðàñïîëîæåí ïèê èìïóëüñà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, tau è

w0 � ïàðàìåòðû èìïóëüñà. Ïåðåìåííàÿ T ñîäåðæèò ïîëíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ.

Ïðîãðàììà ñïðàøèâàåò ïîëüçîâàòåëÿ, ñêîëüêî øàãîâ òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü

è äà¼ò âîçìîæíîñòü îñòàíîâêè ïîñëå èõ âûïîëíåíèÿ. Ïîñëå êàæäûõ No øà-

ãîâ ïðîãðàììà çàïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ïîëÿ E â �àéë. Èìÿ �àéëà ñîäåðæèò

çíà÷åíèå T, ÷òî ïîçâîëÿåò õðàíèòü èí�îðìàöèþ î äèíàìèêå â ðàçëè÷íûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè. Èìÿ �àéëà òàêæå èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ìåòêó, çàäàííóþ

ïåðåìåííîé tag, ÷òî ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü �àéëû ïðè çàïóñêå ïðîãðàììû ñ

èçìåí¼ííûìè ïàðàìåòðàìè. Ââåðõó �àéëà âêëþ÷àþòñÿ �àéëû ñ îïèñàíèåì

�óíêöèé, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â äðóãèõ �àéëàõ.

Ôàéë fdtd_1d_maxwell.
 ñ îñíîâíûìè �óíêöèÿìè àëãîðèòìà (9):

1 /********************************************************************/

2 void update_Bz(int Nx, double *Bz, 
onst double *Ey, double xi){

3

4 for(int i=0; i<Nx-1; i++){// ex
ept the last point

5 Bz[i℄ +=-xi*(Ey[i+1℄-Ey[i℄);

6 }

7 int i=Nx-1; // last point
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8 Bz[i℄ +=-xi*(0.0 - Ey[i℄);

9 }

10

11 /********************************************************************/

12 void update_Dy(int Nx, double *Dy, 
onst double *Hz, double xi){

13

14 // Ey[0℄=0 always and not updated

15 for(int i=1; i<Nx; i++){

16 Dy[i℄ +=-xi*(Hz[i℄-Hz[i-1℄);

17 }

18 }

19 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôóíêöèè update_Bz() è update_Dy() èçìåíåíÿþò ïîëÿ âî âðåìåíè. Çàìåòèì,

÷òî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïîëåé B è D, à íå E è H,

÷òî óäîáíåå äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ �óíêöèé.

Ôàéë fdtd_1d_fspa
e_basi
.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç fdtd_1d_maxwell.
:

1 void update_Bz(int Nx, double *Bz, 
onst double *Ey, double xi);

2 void update_Dy(int Nx, double *Dy, 
onst double *Hz, double xi);

Ôàéë pulse.
 ñ �óíêöèÿìè ñîçäàíèÿ èìïóëüñà:

1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<math.h>

3

4 /********************************************************************/

5 double pulse(double x, double t, double speed, double tau, double w0){

6 double t1 = t - x/speed;

7 double a = t1/tau;

8 return exp(-a*a)*
os(w0*t1);

9 }

10

11 /********************************************************************/

12 void 
reate_initial_dist(int Nx, double *Ey, double *Hz, double dx,

13 double dt, double speed, int ix0, double tau,

14 double w0){

15 /*

16 * Creates Ey[T=0℄ and Hz[T=-0.5℄

17 */

18

19 printf("Pulse parameters: w0=%g rad/fs, tau=%g fs\n", w0, tau);

20

21 for(int i=0; i<Nx; i++){

22 Ey[i℄ = pulse(dx*(i+0.0-ix0), 0*dt, speed, tau, w0);

23 Hz[i℄ = pulse(dx*(i+0.5-ix0), -0.5*dt, speed, tau, w0);
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24 }

25 Ey[0℄=0; // to satisfy b.
.

26 }

27

28 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôóíêöèÿ 
reate_initial_dist() çàäà¼ò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé.

Ôàéë pulse.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç pulse.
:

1 double pulse(double x, double t, double speed, double tau, double w0);

2 void 
reate_initial_dist(int Nx, double *Ey, double *Hz, double dx,

3 double dt, double speed, int ix0, double tau,

4 double w0);

Ôàéë output.
 ñ �óíêöèÿìè âûâîäà â �àéëû:

1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<string.h>

3

4 /********************************************************************/

5 void output_Ey_vs_x(int Nx, 
onst double *Ey, int T, double dx,

6 
onst 
har *tag){

7

8 
har fname[100℄;

9 sprintf(fname, "Ey_vs_x_T=%d_%s.dat", T, tag);

10 FILE *fp=fopen(fname, "w");

11 fprintf(fp, "# 1: x (mi
ron) | 2 : Ey (a.u.) \n");

12 for(int i=0; i<Nx; i++){

13 double x=i*dx; // 
oordinate for Ey

14 fprintf(fp, "% .12e % .12e\n", 1e-3*x, Ey[i℄);

15 }

16 f
lose(fp);

17 printf("Completed writing to file \"%s\"\n", fname);

18 }

19 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë output.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç output.
:

1 void output_Ey_vs_x(int Nx, 
onst double *Ey, int T, double dx,

2 
onst 
har *tag);

Ôàéë 
onstants.
 çàäàåò ñêîðîñòü ñâåòà c è çíà÷åíèå π:

1 
onst double 
speed=299.792458; // nm/fs

2 
onst double pi=3.141592653589793;

17



Ïîñëå ðàçáèâêè �óíêöèé ïî �àéëàì, îáñóäèì òåïåðü ñòðóêòóðó äèðåêòî-

ðèé (êàòàëîãîâ), êîòîðàÿ óäîáíà äëÿ õðàíåíèÿ èñõîäíûõ �àéëîâ, êîìïèëÿöèè

ïðîãðàììû è âûïîëíåíèÿ ðàñ÷¼òîâ. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ èåðàð-

õè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äèðåêòîðèé:

1 free_spa
e/

2 |-- bin

3 | `-- fdtd_1d.exe

4 |-- data [137 entries ex
eeds filelimit, not opening dir℄

5 |-- makefile

6 |-- obj

7 | |-- 
onstants.o

8 | |-- fdtd_1d_maxwell.o

9 | |-- free_spa
e.o

10 | |-- output.o

11 | `-- pulse.o

12 `-- sr


13 |-- 
onstants.


14 |-- fdtd_1d_maxwell.


15 |-- fdtd_1d_maxwell.h

16 |-- free_spa
e.


17 |-- output.


18 |-- output.h

19 |-- pulse.


20 `-- pulse.h

21

22 4 dire
tories, 15 files

Â äèðåêòîðèè sr
/ õðàíÿòñÿ èñõîäíûå �àéëû, â obj/ � îáúåêòíûå �àéëû, â

bin/ � âûïîëíÿåìûå �àéëû, à â data/ � �àéëû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷¼òîâ.

Äëÿ ñîçäàíèÿ âûïîëíÿåìîãî �àéëà ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðò-

íóþ êîìàíäó make, êîòîðàÿ âûïîëíÿåò èíñòðóêöèè èç �àéëà makefile. Ïðå-

èìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ êîìàíäû make çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íå íàäî çà-

ïîìèíàòü âñå îïöèè êîìïèëÿöèè �àéëîâ, à òîëüêî îäèí ðàç èõ çàïèñàòü â

makefile. Ñîçäàíèå âûïîëíÿåìîãî �àéëà ñîñòîèò èç äâóé øàãîâ. Ñíà÷àëà

ïðîõîäèò êîìïèëÿöèÿ �àéëîâ ñ èñõîäíûì êîäîì è ïîëó÷åíèå èç íèõ îáú-

åêòíûõ �àéëîâ. Çàòåì � ñîåäèíåíèå îáúåêòíûõ �àéëîâ è ïîëó÷åíèå èç íèõ

âûïîëíÿåìîãî �àéëà.

Ñîäåðæàíèå �àéëà makefile:

1 CC=g



2 GCCFLAGS= -O3 -Wall -std=
99

3

4 all : free_spa
e
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5

6 OBJFS = obj/free_spa
e.o obj/fdtd_1d_maxwell.o obj/pulse.o \

7 obj/output.o obj/
onstants.o

8 free_spa
e: $(OBJFS)

9 $(CC) $(GCCFLAGS) -o bin/free_spa
e.exe $(OBJFS) -lm

10 �e
ho -e 'Created exe
utable "bin/free_spa
e.exe"\n'

11

12 ### 
reation of obje
t files

13 obj/%.o : sr
/%.


14 $(CC) -
 $(GCCFLAGS) $< -o $�

15

16 
lean:

17 rm -f obj/*.o bin/*.exe

Â �àéëå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðóêòóðà:

öåëü: çàâèñèìîñòè

[tab℄ êîìàíäà

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñòðîêà ñ êîìàíäîé äîëæíà âñåãäà íà÷èíàòüñÿ ñ òà-

áóëÿöèè.

Âûïîëíÿåìûé �àéë ñîçäàåòñÿ â äèðåêòîðèè bin/ ïîñëå âûïîëíåíèÿ make

èç äèðåêòîðèè free_spa
e/. Âûïîëíÿòü ïðîãðàììó óäîáíî èç äèðåêòîðèè

data/, êóäà è áóäóò çàïèñûâàòüñÿ âñå �àéëû ñ äàííûìè. Ïîñëå çàïóñêà ïðî-

ãðàììû èñïîëüçóÿ ../bin/fdtd_1d.exe ïîÿâëÿåòñÿ ñòðîêà, çàïðàøèâàþùàÿ

òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî øàãîâ. Çàòåì ïðîãðàììà âûïîëíèò ââåä¼ííîå êîëè÷å-

ñòâî øàãîâ è ïîâòîðèò çàïðîñ. Çàêîí÷èòü âûïîëíåíèå ìîæíî ââåäÿ ÷èñëî

60. Ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò âûâîä äàííûõ â �àéëû, ÷òî

ïîçâîëÿåò ñðàçó æå àíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû.

4.2 �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è èõ îáñóæäåíèå

Âîçüì¼ì ñíà÷àëà îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ñ Nx=4000 ÿ÷åéêàìè è çàïóñòèì

ãàóññîâ èìïóëüñ. Òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Êàê è îæèäàëîñü, ñîçäàííûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò

èìïóëüñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âïðàâî. Äîñòèãíóâ ãðàíèöû, îí îòðàæàåòñÿ ñ èç-

ìåíåíèåì çíàêà è íà÷èíàåò áåæàòü âëåâî.

Äàâàéòå ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì �îðìû èìïóëüñà áîëåå âíèìàòåëüíî.

Äëÿ ýòîãî ìû óâåëè÷èì îáëàñòü ðàñ÷¼òà, ÷òîáû äàòü èìïóëüñó áîëüøå ìåñòà

äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Òàê êàê â ìîäåëèðóåìîé ñðåäå íåò äèñïåðñèè, òî èì-

ïóëüñ íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî

ðåçóëüòàòà óäîáíî ñòðîèòü çàâèñèìîñòü ïîëÿ îò âåëè÷èíû x− (i0+ξT )∆x, òî
åñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùåé ñ ïèêîì èìïóëüñà. Òàêèå ðåçóëüòàòû

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå øàãîâ èìïóëüñ
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�èñ. 7: �àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ïðè τ = 1 �ñ, ∆x = 20 íì, Nx = 4000, ξ = 0.9.
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�èñ. 8: Èçìåíåíèå �îðìû èìïóëüñà â ïðîöåññå åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè∆x =
20 íì, ξ = 0.9 è τ = 1, 2 �ñ.

äå�îðìèðóåòñÿ. Ïðè÷¼ì äå�îðìàöèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå çàìåòíîé ñ óìåíüøå-

íèåì øèðèíû èìïóëüñà τ .
Äàâàéòå òåïåðü ïîïðîáóåì èçìåíèòü âðåìåíí�îé øàã è ïîñìîòðåòü, êàê ýòî

ñêàæåòñÿ íà ðåçóëüòàòå, ñì. ðèñ. 9. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè ïà-

ðàìåòðà ξ, à çíà÷èò è ìåíüøåì âðåìåíí�îì øàãå ∆t, èìïóëüñ äå�îðìèðóåòñÿ
áîëüøå ïðè ïðîõîæäåíèè îäèíàêîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïðè ìåíüøåì ξ ïðè ýòîì

òðåáóåòñÿ, åñòåñòâåííî, âûïîëíèòü è áîëüøå øàãîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàçðàáîòàëè ïðîñòåéøóþ ïðîãðàììó äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè

åå �óíêöèîíàëüíîñòü. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ìû ïîëó÷è-

ëè õîðîøåe ñîõðàíåíèå �îðìû èìïóëüñà ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå

øàãîâ èìïóëüñ íà÷èíàåò èñêàæàòüñÿ. Ñòåïåíü åãî èñêàæåíèÿ ïðè ïðîõîæäå-

íèè îïðåäåë¼ííîãî ðàññòîÿíèÿ âîçðàñòàåò êàê ñ óìåíüøåíèåì åãî øèðèíû τ ,
òàê è âðåìåííîãî øàãà ∆t. Ïðè÷èíà òàêîãî ïîâåäåíèÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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�èñ. 9: Èçìåíåíèå �îðìû èìïóëüñà â ïðîöåññå åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè∆x =
20 íì, ξ = 0.9, 0.45 è τ = 1 �ñ.

5 Âûáîð ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî øà-

ãîâ

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí èñêàæåíèÿ èìïóëüñà ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèñêðåò-

íûõ óðàâíåíèé (10). Îíà îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà ìåæäó çàäàí-

íûìè òî÷êàìè. Ëþáîé ñèãíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé òàêîé ñèñòåìû. Íàéä¼ì ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèè. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

îáùóþ �îðìó ðåøåíèÿ â êîìïëåêñíîì âèäå

E(x, t) = E0e
−iωt+ikx, (14a)

H(x, t) = H0e
−iωt+ikx, (14b)

â ñèñòåìó (10). Ìû ïîëó÷èì

H0e
ik∆x/2

(

e−iω∆t/2 − eiω∆t/2
)

= −ξE0

(

eik∆x − 1
)

, (15a)

E0

(

e−iω∆t − 1
)

= −ξH0e
−iω∆t/2

(

eik∆x/2 − e−ik∆x/2
)

, (15b)

èëè









ξ sin k∆x
2

− sin ω∆t
2

sin ω∆t
2 −ξ sin k∆x

2

















E0

H0









= 0. (16)

Ñèñòåìà (16) èìååò ðåøåíèå, åñëè äåòåðìèíàíò ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïðè-

âîäèò ê

ξ2 sin2
k∆x

2
= sin2

ω∆t

2
. (17)
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Ïîíÿòíî, ÷òî äâà çíàêà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (17) ñîîòâåòñòâóþò âîëíàì,

ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äëÿ àíàëèçà èñêàæåíèÿ

äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíó âîëíó, áåãóùóþ âäîëü +x è óäîâëåòâîðÿþùóþ

ξ sin
k∆x

2
= sin

ω∆t

2
. (18)

Óðàâíåíèå (18) � äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëà âîëí â äèñêðåòíîé ñèñòåìå

(10).

x

y 

z

�èñ. 10: �àñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà ïî 1D ñåòêå.

Åñëè ìû ñîçäàäèì âîëíó ñ íåêîòîðûì âîëíîâûì ÷èñëîì k, òî åå èçìåíåíèå
âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé, ïîëó÷àåìîé èç (18). Äëÿ âîëí ñ k∆x = π
óðàâíåíèå (18) ñòàíîâèòñÿ ξ = sin(ω∆t/2) è ïðè ξ > 1 èìååò ðåøåíèå òîëüêî
íà ìíèìûõ ÷àñòîòàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíû áóäóò íàðàñòàòü ñî âðåìåíåì

è, â êîíöå êîíöîâ, äîñòèãàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé. Òàêîå ïîâåäåíèå

íå ñîîòâåòâóåò ìîäåëè, îïèñûâàåìîé íåïðåðûâíûìè óðàâíåíèÿìè (4). Òàêèì

îáðàçîì, âûáîð ξ > 1 ïðèâîäèò ê ðàñõîæäåíèþ àëãîðèòìà. Êðèòåðèé óñòîé-

÷èâîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è íà ñåòêå, ñì. ðèñ. 10. Çà îäèí âðåìåííîé

øàã ∆t àëãîðèòìà èí�îðìàöèÿ î ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó,

òî åñòü íà ðàññòîÿíèå ∆x. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðàâèëüíîå îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí âîçìîæíî, åñëè òîëüêî âîëíà áåæèò ñ ðàâíîé èëè ìåíüøåé ñêîðî-

ñòüþ, òî åñòü c6∆x/∆t èëè ξ61.
Tåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ61. Äëÿ àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäîáíî ââå-

ñòè ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò (ïîêàçàòåëü) ïðåëîìëåíèÿ n, òî åñòü k =
nω/c, êîòîðûé îïèñûâàåò ÷èñëåííóþ äèñïåðñèþ. Îáîçíà÷àÿ δ = ∆xω/c, ìû
ïîëó÷àåì

n =
2

δ
arcsin

(

1

ξ
sin

(

δ
ξ

2

))

. (19)

Çàâèñèìîñòü n − 1 îò âåëè÷èíû ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà ∆x ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ξ ïîêàçàíà íà ðèñ. 11. Â íåïðåðûâíîé ñèñòåìå (4)

âñå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ n = 1. Â äèñêðåòíîé ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé

óðàâíåíèÿìè (10), �àçîâûå ñêîðîñòè âîëí áóäóò çàâèñåòü îò ïðîñòðàíñòâåí-

íîé è âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèé. Êàê âèäíî èç ðèñ. 11, äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê

ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó íåîáõîäèìî âûáèðàòü ∆x/λ ≪ 1. Òî åñòü øàã ïðî-
ñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè äîëæåí áûòü ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíàÿ
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�èñ. 11: Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî (÷èñëåííîãî) êîý��èöèåíòà ïðåëîìëå-

íèÿ n îò âåëè÷èíû ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà ∆x ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà ξ.

äëèíà âîëíû â ðàçëîæåíèè èìïóëüñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ãàðìîíèêàì. Ïðè

ýòîì ðèñ. 11 ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ ïðè ξ → 1, òî åñòü

óìåíüøåíèå âðåìåííîãî øàãà âåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëåííîé äèñïåðñèè. Ýòî

ñîãëàñóåòñÿ è ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷¼òà, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 9.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå øàãîâ ∆x è ∆t íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïà-
ðàìåòðàìè ìîäåëèðóåìîãî èìïóëüñà. Åãî øèðèíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàê-

ñèìàëüíóÿ äëèíó âîëíû â åãî ñïåêòðå. Ïðîñòðàíñòâåííûé øàã ∆x äîëæåí

áûòü âûáðàí çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ýòà äëèíà. Íà ïðàêòèêå âûáèðàþò

∆x/λ . 1/20. Âðåìåííîé øàã íàäî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ξ61. Ïðè ýòîì íà-

äî èìåòü â âèäó ïðîÿâëåíèå ý��åêòîâ ÷èñëåííîé äèñïåðñèè ïðè áîëüøîì

êîëè÷åñòâå øàãîâ.

6 Ìîäåëèðîâàíèå ñðåä áåç äèñïåðñèè

Èçó÷èâ ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå â ðàçäåëàõ

3 è 4, ìû ìîæåì òåïåðü ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ åãî ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ðàç-

ëè÷íûå íåîäíîðîäíîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî ââåñòè ðàñïðåäåëåíèå äèýëåêòðè÷å-

ñêîé ïðîíèöàåìîñòè (èëè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ) ñðåäû, òî åñòü äîïîëíèòü

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìàòåðèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Êîíêðåòíàÿ çàäà÷à,

êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, ïîêàçàíà íà ðèñ. 12, ãäå èìïóëüñ ïàäàåò íà

ñëîé äèýëåêòðèêà ñ çàäàííîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïîìèìî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà, ïîïðîáóåì íàéòè çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ïðî-

õîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ îò ÷àñòîòû.

Åñòåñòâåííî, ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè óðàâåíåíèÿ Ìàêñâåëëà è èõ

äèñêðåòíàÿ �îðìà îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Íàì ëèøü íàäî äîïîëíèòü èõ ñîîò-
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H

x

�èñ. 12: �åîìåòðèÿ çàäà÷è î ïàäåíèè èìïóëüñà íà äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé.

íîøåíèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ E ÷åðåç D. Ïðåäïîëàÿ, ÷òî ñðåäà îïèñûâàåòñÿ

ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèåì

D(x, t) = ε(x)E(x, t), (20)

äèñêðåòíàÿ �îðìà ïðèíèìàåò âèä

En
i =

Dn
i

εi
, (21)

ãäå εi � çíà÷åíèå ïðîíèöàåìîñòè â òî÷êå çàäàíèÿ ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà-

ëè÷èå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó óñëîæ-

íåíèþ àëãîðèòìà ïåðåñ÷åòà ïîëåé:

· · · → Hn+1/2 → Dn+1 → En+1 → Hn+3/2 → Dn+2 → En+2 → · · · (22)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû ìîãëè áû ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü ïîëåD èç óðàâ-

íåíèé Ìàêñâåëëà, èñïîëüçóÿ (20), è ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïîëÿìè E è H. Â ýòîì

ñëó÷àå ïðîíèöàåìîñòü âîøëà áû â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Òàêîé ïîäõîä ÷àñòî

ïðèìåíÿåòñÿ, òàê êàê äà¼ò âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå

äëÿ ñðåä áåç äèñïåðñèè èç ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãî-

ðèòì (22) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è ïðèìåíèì äàæå äëÿ ñðåä ñ äèñïåðñèåé, åñëè

çàìåíèòü óðàâíåíèå (21) íà ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå. Äëÿ

ñðåä áåç äèñïåðñèè èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ (21) â àëãîðèòìå (22) ïðàêòè-

÷åñêè íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàñ÷¼òà, à ïîýòîìó

èìååò ñìûñë ïîëüçîâàòüñÿ ñðàçó áîëåå îáùèì ïîäõîäîì.

Âàæíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè äèýëåêòðèêîâ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà

èçìåíÿåòñÿ. Äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû áåç äèñïåðñèè ñ âîñïðèèì÷èâîñòüþ

ε êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ

c∆t√
ε∆x

=
ξ√
ε
< 1 èëè

∆x

∆t
> vph, (23)
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ãäå vph � �àçîâàÿ (è ãðóïïîâàÿ) ñêîðîñòü âîëí. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè

äèýëåêòðèêà ìîæíî áðàòü áîëüøèé âðåìåííîé øàã ∆t. Êàê ïðàâèëî, â îáëà-
ñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèñóòñòâóþò äèýëåêòðèêè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ε.
Â ýòîì ñëó÷àå âðåìåííîé øàã ∆t îïðåäåëÿeòñÿ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ε. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâåííûé øàã ∆x îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ìàñ-

øòàáîì ïîëÿ, òî åñòü äëèíîé âîëíû â äèýëåêòðèêå ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì

ε.

7 Ïîëó÷åíèå ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñâîéñòâà ñðåäû ïðè ïàäåíèè ìî-

íîõðîìàòè÷åñêîãî ñèãíàëà, òî åñòü ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ê íèì îòíî-

ñÿòñÿ, íàïðèìåð, êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ çàäà÷è, ïî-

êàçàííîé íà ðèñ. 12. Òàê êàê ðàñ÷¼ò âåä¼òñÿ âî âðåìåíí�îé îáëàñòè, òî äëÿ

ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäà-

¼ò ñîîòíîøåíèå ìåæäó íåêîòîðîé �óíêöèåé âî âðåìåíè f(t) è åå êîìïëåêñ-

íûì ñïåêòðîì f̃(ω). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé:

f(t) =

+∞
∫

−∞

dω f̃(ω)e−iωt, f̃(ω) =
1

2π

+∞
∫

−∞

dt f(t)eiωt. (24)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ñèãíàëà, çàäàííîãî ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðå-

ìåíè, ìû äîëæíû âûáðàòü íàáîð òðåáóåìûõ ÷àñòîò ωj è ïðoñòî ïðîñóììèðî-

âàòü âêëàäû îò ñèãíàëà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì êîý��èöèåíòàìè:

f̃(ωj) =
∆t

2π

T
∑

n=0

f(tn)e
iωjtn. (25)

�àñ÷¼ò ïî �îðìóëå (25) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå âûáîðà òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå,

ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè ñïåêòð ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ïðà-

âèëüíîñòè ðàñ÷¼òà âðåìåíí�îé èíòåðâàë, îãðàíè÷åííûé çíà÷åíèÿìè n = 0 è

n = T , â ñóììå (25) äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû èìïóëüñ ïîëíîñòüþ â íåãî

ïîìåùàëñÿ, òî åñòü çíà÷åíèå èìïóëüñà äîëæíî áûòü ïðåíåáðåæèìî ìàëî êàê

â íà÷àëüíûé, òàê è â êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè ýòîì Ôóðüå ñïåêòð

äîñòèãàåò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ è íå ìåíÿåòñÿ ñ äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèåì

êîëè÷åñòâà øàãîâ T .
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðà íåò íåîáõîäèìîñòè ñíà÷àëà

ñîõðàíÿòü âñå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(tn), à ïîòîì ïðèìåíÿòü (25). Äîñòàòî÷-

íî ïðîñòî äîáàâëÿòü èõ âêëàä âî âñå êîìïîíåíòû f̃(ωj) â êàæäûé ìîìåíò
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âðåìåíè. Ïðè ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé âî âðåìåíè âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâà-

íèå àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðè ýòîì íàáîð ÷àñòîò áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé âðåìåííîãî øàãà è ÷èñëîì øàãîâ. Íàäî òàêæå ó÷è-

òûâàòü, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ, íàïðèìåð, êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ òðåáóåòñÿ

çíàòü íå òîëüêî ñïåêòð îòðàæ¼ííîãî èìïóëüñà, íî è ñïåêòð ïàäàþùåãî.

8 Ïðèìåð 2: Ïàäåíèå èìïóëüñà íà ñëîé

äèýëåêòðèêà

8.1 �àçðàáîòêà ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ

Òåïåðü ïðèìåíèì ìåòîäèêè, ðàçðàáîòàííûå â ðàçäåëàõ 6 è 7, äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ïàäåíèè

âîëíû íà îäíîðîäíûé ñëîé ñ ïðîíèöàåìîñòüþ ε, íàõîäÿùèéñÿ â ñâîáîäíîì

ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî íàäî èçìåíèòü �àéë óïðàâëåíèÿ, à òàêæå íàïèñàòü

íîâûå �óíêöèè äëÿ ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ôàéë slab.
 ñ �óíêöèåé óïðàâëåíèÿ:

1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<stdlib.h>

3 #in
lude<string.h>

4 #in
lude<math.h>

5 #in
lude<
omplex.h>

6

7 typedef double 
omplex d
omplex;

8

9 #in
lude"fdtd_1d_maxwell.h"

10 #in
lude"pulse.h"

11 #in
lude"output.h"

12 #in
lude"mater.h"

13 #in
lude"set_mem.h"

14 #in
lude"rfourier.h"

15

16 extern 
onst double 
speed, pi;

17

18 /********************************************************************/

19 void slab(void){

20

21 
onst 
har *tag="v1"; // label for output files

22 double eslab = 4.0; // permittivity of the slab

23

24 /** Opti
al pulse ***/

25 double lambda0 = 1000; // nm

26 double tau = 8; // fs, width of the pulse

26



27

28 /*** Computational parameters ***/

29 double dx = 20.0; // nm

30 int Nx = 20000; // number of 
ells along x

31 int ix0 = 9000; // 
enter of the pulse at t=0

32

33 int Nslab = 200; // width of the slab

34 int si1 = 10000; // start of the slab

35 int si2 = si1+Nslab-1; // end of the slab

36

37 int fi1 = 7500; // lo
ation of fourier transform

38 int fi2 = si2+10; // lo
ation of fourier transform

39

40 double xi = 0.9;

41 int No = 200; // defines the output rate

42

43 /*** start exe
ution ***/

44 double w0 = 2*pi*
speed/lambda0; // rad/fs

45 double dt = xi*dx/
speed; // fs

46 printf("dx=%.12e nm, dt=%.12e fs\n", dx, dt);

47

48 /*** arrays for the fields ***/

49 double *fields = mallo
(3*Nx*sizeof(double));

50 double *Hz = fields+0*Nx;

51 double *Ey = fields+1*Nx;

52 double *Dy = fields+2*Nx;

53

54 double *eps = mallo
(Nx*sizeof(double));

55

56 
reate_slab(Nx, eps, si1, si2, eslab);

57 output_eps_x(Nx, eps, dx, tag);

58

59 
reate_initial_dist(Nx, Dy, Hz, dx, dt, 
speed, ix0, tau, w0);

60

61 update_Ey(Nx, Ey, Dy, eps);

62 output_Ey_vs_x(Nx, Ey, 0, dx, tag);

63

64 double wmin = 0.8*w0; // rad/fs

65 double wmax = 1.2*w0; // rad/fs

66 int Nw=200;

67

68 d
omplex *ftall=mallo
(2*Nw*sizeof(d
omplex)); // keeps Fourier

69 d
omplex *ft1 = ftall + 0*Nw;

70 d
omplex *ft2 = ftall + 1*Nw;

71 zset_mem(2*Nw, ftall, 0.0+I*0.0); // both parts of 
omplex

72

73 int T=0; // total steps

74 for(;;){

75 printf("Number of steps to run (<=0 to exit) -> "); fflush(stdout);
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76 int steps;

77 s
anf("%d", &steps);

78 if(steps<=0) break;

79

80 printf("Making %d steps\n", steps);

81 for(int n=0; n<steps; n++, T++){

82 update_Bz(Nx, Hz, Ey, xi); // find Bz at n+1/2

83 update_Dy(Nx, Dy, Hz, xi); // find Dy at n+1

84 update_Ey(Nx, Ey, Dy, eps); // find Ey at n+1

85

86 /* output of Ey */

87 if((T+1)%No == 0){

88 printf("Elapsed time -> %g fs (%d steps)\n", dt*(T+1), T+1);

89 output_Ey_vs_x(Nx, Ey, T+1, dx, tag);

90 }

91

92 /*** take running fourier ***/

93 double time=dt*(T+1); // for Ey

94 rfourier2(wmin, wmax, Nw, ft1, ft2, Ey[fi1℄, Ey[fi2℄, dt, time);

95

96 }// end of n loop

97

98 
har fname1[100℄, fname2[100℄;

99 sprintf(fname1, "ft_fi=%d_%s.dat", fi1, tag);

100 sprintf(fname2, "ft_fi=%d_%s.dat", fi2, tag);

101 four_out(Nw, ft1, wmin, wmax, fname1);

102 four_out(Nw, ft2, wmin, wmax, fname2);

103

104 }// end of global loop

105

106 free(fields); free(eps); free(ftall);

107 }

108

109 /********************************************************************/

110 int main(void){

111

112 slab();

113

114 return 0;

115 }

116

117 /*** END OF FILE ****************************************************/

Â íîâîé �óíêöèè óïðàâëåíèÿ slab() ìû çàäà¼ì äîïîëíèòåëüíî ãðàíèöû

ñëîÿ, åãî ïðîíèöàåìîñòü, âûáèðàåì èíòåðâàë ÷àñòîò è òî÷êè, ãäå áåð¼òñÿ ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå. Òàêæå ìû îñóùåñòâëÿåì âûçîâ �óíêöèé, îòâå÷àþùèõ çà

ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà â ìîäåëèðóåìîé îáëàñòè è çà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Â �àéëå mater.
 ìû ïîìåñòèì �óíêöèè, çàäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïðî-
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íèöàåìîñòè âî âñåé îáëàñòè è ðàññ÷èòûâàþùèå ïîëå E. Ôàéë mater.
:

1 #in
lude<stdio.h>

2

3 /********************************************************************/

4 void output_eps_x(int Nx, 
onst double *eps, double dx, 
onst 
har *tag){

5

6 
har fname[100℄;

7 sprintf(fname, "eps_vs_x_%s.dat", tag);

8 FILE *fp=fopen(fname, "w");

9 fprintf(fp, "# 1: x (mi
ron) | 2 : eps \n");

10 for(int i=0; i<Nx; i++){

11 double x=i*dx;

12 fprintf(fp, "% .12e % .12e\n", 1e-3*x, eps[i℄);

13 }

14 f
lose(fp);

15 printf("Completed writing to file \"%s\"\n", fname);

16 }

17

18 /********************************************************************/

19 void 
reate_slab(int Nx, double *eps, int j1, int j2, double eslab){

20 /*

21 * Creates array of diele
tri
 permittivity

22 */

23

24 for(int i=0; i<Nx; i++){

25 eps[i℄ = 1;

26 }

27 for(int i=j1; i<j2+1; i++){

28 eps[i℄ = eslab;

29 }

30

31 }

32

33 /********************************************************************/

34 void update_Ey(int Nx, double *Ey, 
onst double *Dy, 
onst double *eps){

35 /*

36 * Cal
ulates E from D and epsilon

37 */

38 for(int i=0; i<Nx; i++){

39 Ey[i℄ = Dy[i℄/eps[i℄;

40 }

41 }

42

43 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë mater.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç mater.
:
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1 void update_Ey(int Nx, double *Ey, 
onst double *Dy, 
onst double *ebkg);

2 void 
reate_slab(int Nx, double *eps, int j1, int j2, double eslab);

3 void output_eps_x(int Nx, 
onst double *eps, double dx, 
onst 
har *tag);

Äàëåå ìû ñîçäà¼ì �óíêöèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è âûâîäà ñïåêòðà

â �àéë. Ôàéë rfourier.
:

1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<math.h>

3 #in
lude<
omplex.h>

4

5 typedef double 
omplex d
omplex;

6 extern 
onst double 
speed, pi;

7

8 /********************************************************************/

9 void four_out(int Nw, 
onst d
omplex *ft, double wmin, double wmax,

10 
onst 
har *fname){

11

12 FILE *fp=fopen(fname, "w");

13

14 printf("output to \"%s\"\n", fname);

15 double dw=(wmax-wmin)/(Nw-1.0);

16 for(int i=0; i<Nw; i++){

17 double w=wmin+dw*i;

18 fprintf(fp, "% .12e % .12e % .12e\n",

19 w, 
real(ft[i℄), 
imag(ft[i℄));

20 }

21 f
lose(fp);

22 }

23

24 /********************************************************************/

25 void rfourier2(double wmin, double wmax, int Nw, d
omplex *ft1,

26 d
omplex *ft2, double Ey1, double Ey2, double dt,

27 double time){

28

29 double dw = (wmax-wmin)/(Nw-1.0);

30 double mult=dt/(2*pi);

31 for(int n=0; n<Nw; n++){

32 double w=wmin+dw*n;

33 d
omplex 
e=mult*
exp(I*w*time);

34 ft1[n℄ += 
e*Ey1;

35 ft2[n℄ += 
e*Ey2;

36 }

37 }

38 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë rfourier.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç rfourier.
:

30



1 void four_out(int Nw, 
onst d
omplex *ft, double wmin, double wmax,

2 
onst 
har *fname);

3 void rfourier2(double wmin, double wmax, int Nw, d
omplex *ft1,

4 d
omplex *ft2, double Ey1, double Ey2, double dt,

5 double time);

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè, êîòîðûå îñóùåñòâëÿ-

þò èíèöèàëèçàöèþ ìàññèâîâ. Ôàéë set_mem.
:

1 #in
lude<
omplex.h>

2

3 typedef double 
omplex d
omplex;

4

5 /********************************************************************/

6 void zset_mem(int N, d
omplex *A, d
omplex var){

7 for(int i=0; i<N; i++){

8 A[i℄=var;

9 }

10 }

11 /********************************************************************/

12 void dset_mem(int N, double *A, double var){

13 for(int i=0; i<N; i++){

14 A[i℄=var;

15 }

16 }

17 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë set_mem.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç set_mem.
:

1 void zset_mem(int N, d
omplex *A, d
omplex var);

2 void dset_mem(int N, double *A, double var);

Ïîñëå ðàçðàáîòêè âñåõ íîâûõ �óíêöèè ìû äîïîëíèì �àéë makefile âîç-

ìîæíîñòüþ ñîçäàíèÿ âûïîëíÿåìîãî �àéëà slab.exe. Ïðè ýòîì êîìïèëÿöèÿ

áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòü �àéëû, ñîçäàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èìïóëüñà â

ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå â ðàçäåëå 4.

Ôàéë makefile:

1 CC=g



2 GCCFLAGS= -O3 -Wall -std=
99

3

4 all : free_spa
e slab

5
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6 OBJSL = obj/slab.o obj/fdtd_1d_maxwell.o obj/mater.o \

7 obj/pulse.o obj/output.o obj/
onstants.o\

8 obj/set_mem.o obj/rfourier.o

9 slab: $(OBJSL)

10 $(CC) $(GCCFLAGS) -o bin/slab.exe $(OBJSL) -lm

11 �e
ho -e 'Created exe
utable "bin/slab.exe"\n'

12

13 OBJFS = obj/free_spa
e.o obj/fdtd_1d_maxwell.o obj/pulse.o \

14 obj/output.o obj/
onstants.o

15 free_spa
e: $(OBJFS)

16 $(CC) $(GCCFLAGS) -o bin/free_spa
e.exe $(OBJFS) -lm

17 �e
ho -e 'Created exe
utable "bin/free_spa
e.exe"\n'

18

19 ### 
reation of obje
t files

20 obj/%.o : sr
/%.


21 $(CC) -
 $(GCCFLAGS) $< -o $�

22

23 
lean:

24 rm -f obj/*.o bin/*.exe

Ïðèâåä¼ííûé âûøå makefile ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü êàê âûïîëíÿåìûé �àéë

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (ïðè

âûïîëíåíèè êîìàíäû make free_spa
e), òàê è âûïîëíÿåìûé �àéë äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ñëîé (make slab). Ìîæíî òàêæå ñîçäàòü îáà

�àéëà îäíîâðåìåííî ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû make áåç àðãóìåíòîâ.

8.2 �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è èõ îáñóæäåíèå

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îäíà èç òî÷åê, ãäå áåð¼òñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå, íàõîäèòñÿ ñëåâà îò íà÷àëüíîãî èìïóëüñà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàáëþ-

äàòü â ýòîé òî÷êå òîëüêî îòðàæ¼ííûé îò ñëîÿ ñèãíàë. Äðóãàÿ òî÷êà áåð¼òñÿ

ñïðàâà îò ñëîÿ, ãäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðîøåäøèé ñèãíàë. Äëÿ ðàñ÷¼òà êîý�-

�èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ òðåáóåòñÿ òàêæå è ñïåêòð íà÷àëüíîãî

ñèãíàë. Åãî ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü, åñëè âûïîëíèòü ïðîãðàììó åùå ðàç è ëèáî

ïîëîæèòü òîëùèíó ñëîÿ ðàâíîé íóëþ, ëèáî åãî ïðîíèöàåìîñòü � åäèíèöå. Ïî-

ëó÷åííûå �àéëû ñ äàííûìè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òðåáóåìûå êîý��èöèåíòû.

Òèïè÷íûå ñïåêòðû ïðîøåäøåãî è ïàäàþùåãî èìïóëüñîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.

Âèäíî, ÷òî ïðîøåäøèé ñïåêòð ñèëüíî èçìåí¼í ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàäàþùèì.

Èíòåðåñíî ïðîâåðèòü, íàñêîëüêî ïðàâèëåí ðàñ÷¼ò. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïî-

ëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ. Îíè èìåþò ñëåäóþùèé

âèä:

r =
(n2 − 1)(e2iϕ − 1)

(n+ 1)2 − (n− 1)2e2iϕ
, t =

4neiϕ

(n+ 1)2 − (n− 1)2e2iϕ
, (26)
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�èñ. 13: Ñïåêòðû |Ẽ(ω)|2 ïàäàþùåãî (in
ident) è ïðîøåäøåãî (transmitted)

èìïóëüñîâ ïðè λ0 = 1000 íì, τ = 8 �ñ, ε = 4, L = 4000 íì.

ãäå ϕ = nkL, n =
√
ε � èíäåêñ ïðåëîìëåíèÿ äëÿ ñëîÿ, L � åãî òîëùèíà,

k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî â âàêóóìå.
�èñóíîê 14 ïîêàçûâàåò êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ, ðàññ÷è-

òàííûå ÷èñëåííî, è òå æå ñàìûå êîý��èöèåíòû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâàíèè

�îðìóë (26). Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîâïàäàþò.

9 Ìîäåëèðîâàíèå ñðåä ñ ïîãëîùåíèåì

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû èçó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ â ñâîáîä-

íîì ïðîñòðàíñòâå è â äèýëåêòðèêå áåç äèñïåðñèè è ïîãëîùåíèÿ. Íà ïðàêòèêå

æå áîëüøèíñòâî ñðåä èìååò äèñïåðñèþ è ïîãëîùåíèå, à èõ ìîäåëèðîâàíèå

òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû. Áîëåå òîãî, èñïîëüçîâàíèå âðåìåíí�îãî ïîä-

õîäà îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ÷àñòîò,

è ó÷¼ò èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñðåäû â ýòîì äèàïàçîíå ìîæåò áûòü ïðîñòî íåîá-

õîäèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ â òàêèõ ñðåäàõ ñòàíîâèò-

ñÿ, êàê ïðàâèëî, î÷åíü ñëîæíûì, à ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

×èñëåííûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ñðåä ñ äèñïåðñèåé è ïîãëoùåíèåì

çàâèñÿò îò òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòîòíîé çà-

âèñèìîñòè. Ïðè ðàñ÷¼òå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà â äèýëåêòðèêå â ðàçäåëå 6

ìû â íåêîòîðûõ ìîìåíò n∆t íàõîäèëè ïîëå E èç D. À ïîëå D ïîëó÷àëîñü èç

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Äàâàéòå òåïåðü îáîáùèì ýòîò ïîäõîä íà ñëó÷àé, êîãäà
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�èñ. 14: Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ äëÿ ñëîÿ äèýëåêòðèêà,

ðàññ÷èòàííûå ÷èñëåííî (simul.) è àíàëèòè÷åñêè (theory).

â äèýëåêðè÷åñêîé ñðåäå ñ íåêîòîðûì äåéñòâèòåëüíûì ε èìååòñÿ ïîãëîùåíèå,
êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ïðîâîäèìîñòüþ σ:

J =
∂P

∂t
= σE. (27)

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî òîê, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (27), âõîäèò â ïîëå

D è, òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

∂D

∂t
= −c

∂H

∂x
(28)

îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è áåç ïîãëîùåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâÿçüþ ïîëåé

D = εE + 4πP (29)

è, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè ýòî óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì

∂D

∂t
= ε

∂E

∂t
+ 4πσE. (30)

Èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå ðàçíîñòè, ìû ïåðåïèøåì (30) äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè i â
âèäå

Dn+1
i −Dn

i = ε
(

En+1
i − En

i

)

+ 2πσ∆t
(

En+1
i + En

i

)

. (31)

Îáîçíà÷àÿ

η = 2πσ∆t/ε, (32)
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ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ En+1
i :

En+1
i =

1− η

1 + η
En

i +
Dn+1

i −Dn
i

ε(1 + η)
(33)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ En+1
i ïðè íàëè÷èè ïðîâîäèìîñòè σ

íåîáõîäèìî çíàòü íå òîëüêî Dn+1
i , íî è Dn

i , E
n
i , òî åñòü çíà÷åíèÿ ïîëåé â

ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ìîæíî ïîñòóïèòü è ïî-äðóãîìó. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (29) äà¼ò

D(t) = εE(t) + 4πσ

t
∫

−∞

dt′ E(t′). (34)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä òðàïåöèé äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â (34), ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëåé â ìîìåíò âðåìåíè (n+ 1)∆t:

Dn+1
i = εEn+1

i + 2εη

(

n
∑

m=0

Em
i +

1

2
En+1

i

)

. (35)

Èñïîëüçóÿ (35), ïîëå En+1
i ìîæíî íàéòè êàê

En+1
i =

Dn+1
i

ε(1 + η)
− 2ηSn

i

1 + η
, ãäå Sn

i =

n
∑

m=0

Em
i . (36)

Òî åñòü íàëè÷èå ïîãëîùåíèÿ ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ââåñòè âåëè÷èíó Sn
i â

óðàâíåíèå (36), íî íåò íåîáõîäèìîñòè òåïåðü ñîõðàíÿòü Dn
i è En

i .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äâà ðàçíûõ àëãîðèòìà, (33) è (36), äëÿ ðàñ-

÷¼òà En+1
i äëÿ ñðåä ñ ïîãëîùåíèåì. Îáà îíè îäèíàêîâî ïðèìåíèìû è ñîâìå-

ñòèìû ñî ñõåìîé (22). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå �îðìóëû ðàáîòàþò

òîëüêî â ðàìêàõ ìîäåëè ïîãëîùåíèÿ, çàäàâàåìîé �îðìóëîé (27). Ïðè èñïîëü-

çîâàíèè äðóãèõ ìîäåëåé êîíêðåòíûå �îðìóëû àëãîðèòìà áóäóò îòëè÷àòüñÿ

îò (33) è (36), íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â ýòîì ðàç-

äåëå.

10 Áåçîòðàæàòåëüíûå (ïîãëîùàþùèå) ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ïðè ïàäåíèè

èìïóëüñà íà ñëîé â ðàçäåëå 8 íàì ïðèõîäèëîñü áðàòü äîâîëüíî áîëüøóþ îá-

ëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïîïàäàíèÿ ñèãíàëà, îòðàæåííîãî îò
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ãðàíèöû îáëàñòè, â òî÷êè, ãäå áðàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Áûëî áû ïðî-

ùå, åñëè ìîæíî áûëî áû èçáåæàòü òàêîãî îòðàæåíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì çäåñü

äâà ñïîñîáà äîñòè÷ü ýòîãî.

Ñíà÷àëà ðàçáåð¼ìñÿ, ïî÷åìó âîçíèêàåò îòðàæåíèå. �àññìîòðèì ïðàâóþ

ãðàíèöó îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà ðèñ. 5. Ïðè íàõîæäåíèè ïîëÿ Bn+1/2
â

êðàéíåé òî÷êå, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (9a), ìû íå çíàåì ïîëå E ñïðàâà îò íåå.

Ïîýòîìó ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå E = 0, êàê íà èäåàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé

ãðàíèöå, ÷òî è ïðèâîäèëî ê îòðàæåíèþ èìïóëüñà. Â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå

èìïóëüñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà âäîëü îñè x. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè âçÿòü ξ = 1, òî En
ñïðàâà îò ïîñëåäíåé òî÷êè çàäàíèÿ B áóäåò ðàâíî

çíà÷åíèþ ïîëÿ E ñëåâà, íî â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü En−1
.

Ýòî ìîæíî è èñïîëüçîâàòü êàê ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü

îòðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ξ = 1 óðàâíåíèå äëÿ êðàéíåé ïðàâîé òî÷êè

ñòàíîâèòñÿ

B
n+1/2
i = B

n−1/2
i − ξ

(

En−1
i − En

i

)

. (37)

Åñëè âûáðàòü ξ = 1/2, òî íàäî áðàòü çíà÷åíèå En−2
âìåñòî En−1

. Òàêîå

ãðàíè÷íîå óñëîâèå ðàáîòàåò õîðîøî â 1D ñëó÷àå. Â 2D è 3D òàêîé ïîäõîä

íå ðàáîòàåò, òàê êàê âîëíû íå áóäóò ïëîñêèìè è íåëüçÿ áóäåò òàê ïðîñòî

ýêñòðàïîëèðîâàòü èõ çíà÷åíèÿ.

Òåïåðü ìû èçó÷èì ïîäõîä, êîòîðûé ìîæíî îáîáùèòü íà 2D è 3D çàäà-

÷è. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè îêîëî ãðàíèö íåêîòîðîãî ñëîÿ, îò ãðàíèöû

êîòîðîãî íåò îòðàæåíèÿ è âíóòðè êîòîðîãî ïðîøåäøàÿ âîëíà áûñòðî ïîãëî-

ùàåòñÿ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû èç ïðîñòðàíñòâà ñ äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε1 è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µ1 íà ãðà-

íèöó ìàòåðèàëà ñ ε2 è µ2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìàòåðèàë îáëàäàåò ïîãëî-

ùåíèåì, à ïîýòîìó âåëè÷èíû ε2 è µ2 áóäóò êîìïëåêñíûìè ïðè íàõîæäåíèè

ðåøåíèÿ â âèäå e−iωt
. Êîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ äëÿ E èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

r(ω) =

√

ε1/µ1 −
√

ε2/µ2
√

ε1/µ1 +
√

ε2/µ2

. (38)

Âèäíî, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ε2
µ2

=
ε1
µ1

(39)

îòðàæåíèÿ íå áóäåò. Òåïåðü ìû ìîæåò âûáðàòü ïàðàìåòðû ε2 è µ2 òàê, ÷òîáû

êàê óäîâëåòâîðèòü (39), òàê è îáåñïå÷èòü ïîãëîùåíèå:

ε2 = ε1s, µ2 = µ1s, ãäå s = 1 + i
4πσ̄

ω
, σ̄ =

σe

ε1
=

σm

µ1
. (40)
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Âîëíîâîå ÷èñëî k2 ïðîøåäøåé âîëíû áóäåò

Re k2 = k1, Im k2 = k1
4πσ̄

ω
. (41)

Âîëíà, ïàäàþùàÿ íà òàêîé ìàòåðèàë, íå áóäåò îòðàæàòüñÿ èç-çà ïîëíîãî ñî-

ãëàñîâàíèÿ è áóäåò ïîñòåïåííî ïîãëîùàòüñÿ. Ñëîé äîñòàòî÷íîé òîëùèíû èç

òàêîãî ìàòåðèàëà, ïîìåùåííûé íà ïðàâûé è ëåâûé êîíöû îáëàñòè ìîäåëè-

ðîâàíèÿ, ìîæåò ïîëíîñòüþ ïîãëîòèòü óõîäÿùèå âîëíû. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â

òàêîì ñëó÷àå íå áóäóò èãðàòü íèêàêîé ðîëè, òàê êàê âîëíû äî ãðàíèö îáëà-

ñòè ìîäåëèðîâàíèÿ äîõîäèòü íå áóäóò. Îñîáåííîñòüþ òàêîãî èñêóññòâåííîãî

ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîãëîùåíèå ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ ìíèìîé ÷àñòüþ

â ε2, íî è ñ ìíèìîé ÷àñòüþ â µ2. Òàêîå ìàãíèòíîå ïîãëîùåíèå σm
ìîæíî

ââåñòè òàê æå, êàê è ýëåêòðè÷åñêîå σe
, ðàññìîòðåííîå â ðàçäåëå 9. Íàëè÷èå

ìàãíèòíîãî ïîãëîùåíèÿ îáåñïå÷èâàåò è óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ, è äîáàâî÷íîå

ïîãëîùåíèå. Ñëîé òàêîãî ìàòåðèàëà îáû÷íî íàçûâàþò èäåàëüíî ñîãëàñîâàí-

íûì (perfe
tly mat
hed layer èëè PML). Êîíå÷íî, ìîæíî áðàòü è ñëîé òîëüêî

ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîãëîùåíèåì. Íî òîãäà íèçêîå îòðàæåíèå áóäåò òîëüêî ïðè

àäèàáàòè÷åñêè ñëàáîì ðîñòå ïðîâîäèìîñòè σe
. Ýòî ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèå

î÷åíü òîëñòûõ, ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû, ñëî¼â.

Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè èäåàëüíî ñîãëàñîâàííàÿ ãðàíèöà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü

ïîëíîå ïðîõîæäåíèå âîëíû ÷åðåç íåå, íà ïðàêòèêå ïîÿâëÿåòñÿ ñëàáîå îòðàæå-

íèå, ñâÿçàííîå ñ äèñêðåòèçàöèåé. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ïàðàìåòð ïîãëîùå-

íèÿ η(x) = 2πσ̄∆t, îïðåäåë¼ííûé �îðìóëîé (32), âûáèðàþò òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû åãî âåëè÷èíà ïëàâíî íàðàñòàëà îò íà÷àëà ñëîÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 15.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêóþ �îðìó

η(x) = η0

(x

L

)α

, (42)

â êîòîðîé ïàðàìåòðû η0, α è L ïîäáèðàþò ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ îòðàæåíèÿ.

Êàê ïðàâèëî, ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî áðàòü â ïðåäåëàõ

η0 ∼ 0.2÷ 0.5, α ∼ 2÷ 3, L ∼ (10÷ 20)∆x ∼ (0.5÷ 1)λ0. (43)

Êàê âèäèì, äîñòàòî÷íî âûáðàòü òîëùèíó ñëîÿ ïîðÿäêà è äàæå ìåíüøå äëè-

íû âîëíû. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ çàäàíû â

ðàçíûõ òî÷êàõ, òî íàäî âûáèðàòü çíà÷åíèÿ η(x) ñ ó÷¼òîì ýòîãî.

11 Ìîäåëèðîâàíèå ñðåä ñ äèñïåðñèåé

Êàê ìû âèäåëè â ðàçäåëå 6, â ñðåäàõ áåç äèñïåðñèè íàõîæäåíèå ïîëÿ E èç

D íå âûçûâàåò ñëîæíîñòåé. Åñëè æå åñòü äèñïåðñèÿ, òî, êàê ïðàâèëî, ïðîñòîå
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∆ xNpml ∆ xNpml

η(x)η(x)

�èñ. 15: Ïðèìåíåíèå èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ (PML) ñ ïëàâíî ìåíÿþ-

ùèìñÿ ïîãëîùåíèåì íà êîíöàõ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ.

ñîîòíîøåíèå ìåæäó E è D ñóùåñòâóåò òîëüêî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè:

D̃(ω) = ε(ω)Ẽ(ω). (44)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåâåñòè âî âðåìåíí�óþ îáëàñòü è ïîëó÷åííûé èíòå-

ãðàë èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ En+1
. Ýòî íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä.

Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ìîæíî äî-

âîëüíî ïðîñòî ó÷åñòü äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà. Ìû ðàññìîòðèì òèïè÷íûé

ñëó÷àé ñðåäû, ãäå èìåþòñÿ ñâîáîäíûå íîñèòåëè, òî åñòü ïëàçìó. Òàêàÿ ñðåäà

õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòíî-çàâèñèìîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ

ε(ω) = εb

(

1−
ω2
p

ω2

)

, ωp =

√

4πe2N

εbme
, (45)

ãäå εb � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà áåç íîñèòåëåé, ωp � ïëàç-

ìåííàÿ ÷àñòîòà. Íî ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå. Âìåñòî ýòîãî

ìû âîçüì¼ì óðàâíåíèå äëÿ äèíàìèêè ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé

me
∂V

∂t
= eE. (46)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà Jfc = eNV , ìû ïîëó÷àåì

∂Jfc
∂t

=
εbω

2
p

4π
E. (47)

Óäîáíî çàäàâàòü J â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è E. Ïðè ýòîì áðàòü J â ìîìåíòû

âðåìåíè, òàêèå æå êàê H. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

J
n+1/2
i = J

n−1/2
i +

εbω
2
p

4π
∆tEn

i (48)

è

Dn+1
i = Dn

i − ξ
(

H
n+1/2
i −H

n+1/2
i−1

)

− 4π∆tJ
n+1/2
i . (49)
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i1 i2

Object

Scattered field Total field Scattered field

�èñ. 16: �àçáèåíèå îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáëàñòü ïîëíîãî (total) è ðàñ-

ñåÿííîãî (s
attered) ïîëåé.

Íà ïðàêòèêå áûâàåò óäîáíî èçáåæàòü ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé è

ââåñòè, íàïðèìåð, J̄ = 4π∆tJ .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ó÷¼òà äèñïåðñèè, âûçûâàåìîé ñâîáîäíûìè íîñèòåëÿ-

ìè, â îñíîâíîé àëãîðèòì (22) äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷¼òà òîêà (48),

à â óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (49) � äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí. Ïðè ýòîì ñòðóêòó-

ðà àëãîðèòìà è âñå ðàçðàáîòàííûå äî ýòîãî �óíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé.

12 �àçäåëåíèå íà îáëàñòè ïîëíîãî è ðàññåÿí-

íîãî ïîëåé

Â ðàçäåëàõ 4 è 8 ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåáîâàëî çàäàíèÿ íà-

÷àëüíûõ ïîëåé E(x, t = 0) è H(x, t = −∆t/2). Äëÿ ýòîãî íàäî, ÷òîáû îáëàñòü

ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîñòüþ âìåùàëà íà÷àëüíûé èìïóëüñ. Íà ïðàêòèêå ýòî ìî-

æåò ïðèâîäèòü ê íåîáõîäèìîñòè óâåëè÷èâàòü ðàçìåð îáëàñòè, ÷òî îñîáåííî

êðèòè÷íî ïðè îáîáùåíèè ïîäõîäà íà 2D è 3D ñëó÷àè. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäîì, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ èìïóëüñ, êîòîðûé ïàäàåò íà íåêîòîðûé

îáúåêò. Òîãäà ïîëíîå ïîëå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ïàäàþùåãî

ïîëÿ è ðàññåÿííîãî ïîëÿ, âîçáóæäàåìîãî íàâåä¼ííîé ïîëÿðèçàöèåé â îáúåêòå.

Äî ñèõ ïîð ìû âñåãäà ðàññ÷èòûâàëè ïîëíîå ïîëe, òî åñòü íå ðàçäåëÿëè åãî

íà ïàäàþùåå è ðàññåÿííîå.

Ìû òåïåðü ìîæåì ðàçäåëèòü îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íà äâå îáëàñòè, ñì.

ðèñ. 16. Â ïåðâîé îáëàñòè, îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ, â êîòîðóþ âõîäèò è ðàññåè-

âàþùèé îáúåêò, ìû áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïîëíîå ïîëå, êàê è ðàíüøå. Âî âòîðîé

îáëàñòè, îáëàñòè ðàññåÿííîãî ïîëÿ, ìû áóäåò ó÷èòûâàòü òîëüêî ðàññåÿííîå

ïîëe, òî åñòü áåç âêëàäà ïàäàþùåãî ïîëÿ. Â 1D ñëó÷àå îáëàñòü ðàññåÿííîãî

ïîëÿ ñîñòîèò èç äâóõ íåñâÿçàííûõ ÷àñòåé � ñïðàâà è ñëåâà îò îáëàñòè ïîëíîãî

ïîëÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê íàì ïðàâèëüíî ñòûêîâàòü ïîëÿ íà ãðàíèöå. Äà-
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âàéòå ïðåïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöû îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ çàäàíû ÿ÷åéêàìè i1
è i2, ñì. ðèñ. 16. Òîãäà íàì íàäî èçìåíèòü �îðìóëû ïåðåñ÷¼òà ïîëåé ïî îáå

ñòîðîíû îò ãðàíèöû, òî åñòü B
n+1/2
i1−1 , Dn+1

i1
, B

n+1/2
i2

, Dn+1
i2+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ïàäàþùèå ïîëå çàäàíî �óíêöèÿìè E0(x, t) è H0(x, t). Òîãäà íà ëåâîé ãðàíèöå
ìû ïîëó÷àåì

B
n+1/2
i1−1 = B

n−1/2
i1−1 − ξ

[(

En
i1 − E0 (i1∆x, n∆t)

)

− En
i1−1

]

, (50a)

Dn+1
i1

= Dn
i1 − ξ

[

H
n+1/2
i1

−
(

H
n+1/2
i1−1 +H0((i1 − 1/2)∆x, (n+ 1/2)∆t)

)]

(50b)

èëè

B
n+1/2
i1−1 = B

n−1/2
i1−1 − ξ

[

En
i1 − En

i1−1

]

+ ξE0 (i1∆x, n∆t) , (51a)

Dn+1
i1

= Dn
i1 − ξ

[

H
n+1/2
i1

−H
n+1/2
i1−1

]

+ ξH0((i1 − 1/2)∆x, (n+ 1/2)∆t).

(51b)

Ìû âèäèì èç (51), ÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïîëåé ïî �îðìóëàì áåç ó÷¼òà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè ê ïîëÿì ïî îáå ñòîðîíû îò íå¼ íàäî

äîáàâèòü ÷ëåíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïàäàþùåãî ïîëÿ. Íà ïðàâîé ãðàíèöå

ìû ïîëó÷àåì ïîõîæèå �îðìóëû:

B
n+1/2
i2

= B
n−1/2
i2

− ξ
[

(En
i2+1 + E0 ((i2 + 1)∆x, n∆t))− En

i2

]

, (52a)

Dn+1
i2+1 = Dn

i2+1 − ξ
[

H
n+1/2
i2+1 −

(

H
n+1/2
i2

−H0((i2 + 1/2)∆x, (n+ 1/2)∆t)
)]

(52b)

èëè

B
n+1/2
i2

= B
n−1/2
i2

− ξ
[

En
i2+1 − En

i2

]

− ξE0 ((i2 + 1)∆x, n∆t) , (53a)

Dn+1
i2+1 = Dn

i2+1 − ξ
[

H
n+1/2
i2+1 −H

n+1/2
i2

]

− ξH0((i2 + 1/2)∆x, (n+ 1/2)∆t).

(53b)

Ïðè ðàçäåëåíèè îáëàñòåé ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ïàäàþùèé èìïóëüñ äîëæåí íàõîäèòüñÿ ïîëíîñòüþ çà ïðåäåëàìè îá-

ëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî òàêæå çàäàâàòü ïîëå íà÷àëüíî-

ãî èìïóëüñà â îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ, ÷åãî óäîáíåå èçáåæàòü. Îòëè÷èòåëüíîé

îñîáåííîñòü 1D ñëó÷àÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ 2D è 3D ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáëàñòü

ðàññåÿííîãî ïîëÿ ðàçäåëåíà íà äâå íåñâÿçàííûå ÷àñòè. Áûâàåò óäîáíî â 1D

èñïîëüçîâàòü ðàçäåëåíèå íà îáëàñòè ïîëíîå/ðàññåÿííîå ïîëå ñëåâà, ãäå íàõî-

äèòñÿ ïàäàþùèé èìïóëüñ, à ñïðàâà òàêîå ðàçäåëåíèå íå èñïîëüçîâàòü. Ïðè

ýòîì ïðîøåäøåå ïîëå áóäåò ïîëíûì.
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13 Ïðèìåð 3: Ïàäåíèå èìïóëüñà íà ñëîé ïëàç-

ìû

13.1 �àçðàáîòêà ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ

�àññìîòðåíèå ïàäåíèÿ èìïóëüñà íà ñëîé ïëàçìû ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü

ìåòîäèêè ìîäåëèðîâàíèÿ, èçó÷åííûå â ðàçäåëàõ 9, 10, 11, 12: ðàçäåëåíèå íà

îáëàñòè ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé, ñîçäàíèå ïîãëîùàþùèõ ñëîåâ íà ãðà-

íèöå îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ è ó÷¼ò âðåìåííîé äèñïåðñèè. Íèæå ïðèâåäåíû

ðàçðàáîòàííûå �óíêöèè ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ôàéë slab2.
 ñ íîâîé �óíêöèåé óïðàâëåíèÿ slab2():

1 #in
lude<stdio.h>

2 #in
lude<stdlib.h>

3 #in
lude<string.h>

4 #in
lude<math.h>

5 #in
lude<
omplex.h>

6

7 typedef double 
omplex d
omplex;

8 extern 
onst double 
speed, pi;

9

10 #in
lude"fdtd_1d_maxwell.h"

11 #in
lude"pulse.h"

12 #in
lude"output.h"

13 #in
lude"mater.h"

14 #in
lude"pml.h"

15 #in
lude"mater_f
.h"

16 #in
lude"rfourier.h"

17 #in
lude"set_mem.h"

18

19 /********************************************************************/

20 void slab2(void){

21

22 
har *tag="v1"; // used to label output files

23

24 /*** Plasma slab ***/

25 double wp = 3.0; // rad/fs

26 int Nslab = 30; // number of 
ells

27

28 /** Opti
al pulse ***/

29 double lambda0 = 2*pi*
speed/wp; // nm

30 double tau = 5; // fs, width of the pulse

31

32 /*** Computational parameters ***/

33 double dx = 20.0; // nm

34 int Nx = 2000; // number of 
ells along x
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35 int ix0 = 0; // 
enter of the pulse at t=0

36 int i1 = 500; // s
attered/total boundary

37

38 int si1 = 1000; // start of the slab

39 int si2 = si1+Nslab-1; // end of the slab

40

41 int fi1 = si2+5; // lo
ation of fourier transform

42 int fi2 = i1-5; // lo
ation of fourier transform

43

44 double xi = 0.9;

45 int No = 200; // defines the output rate

46

47 /*** start exe
ution ***/

48 double w0 = 2*pi*
speed/lambda0; // rad/fs

49 double dt = xi*dx/
speed; // in fs

50 double twp2 = wp*wp*dt*dt;

51 printf("dx=%.12e nm, dt=%.12e fs\n", dx, dt);

52 printf("w_p*L/speed=%g\n", wp*dx*Nslab/
speed);

53

54 /*** Implement pml ***/

55 int Npml = 20; // number of PML 
ell

56 double eta0 = 0.5; // absorption parameter

57 double *pml = mallo
(4*Npml*sizeof(double)); // to keep sums of fields

58 double *pmlSE1 = pml + 0*Npml, *pmlSE2 = pml + 1*Npml;

59 double *pmlSH1 = pml + 2*Npml, *pmlSH2 = pml + 3*Npml;

60 dset_mem(4*Npml, pml, 0.0); // initialize PML data

61

62 /*** arrays for the fields ***/

63 double *fields = mallo
(5*Nx*sizeof(double));

64 double *Hz = fields+0*Nx;

65 double *Ey = fields+1*Nx;

66 double *Dy = fields+2*Nx;

67 double *Bz = fields+3*Nx;

68 double *nJ = fields+4*Nx;

69 dset_mem(5*Nx, fields, 0.0); // initialize fields

70

71 double *eps = mallo
(Nx*sizeof(double));

72 dset_mem(Nx, eps, 1.0); // sets permittivity

73

74 double wmin = 0.7*w0; // rad/fs

75 double wmax = 1.3*w0; // rad/fs

76 int Nw = 500;

77

78 d
omplex *ftall=mallo
(2*Nw*sizeof(d
omplex));

79 d
omplex *ft1 = ftall + 0*Nw;

80 d
omplex *ft2 = ftall + 1*Nw;

81 zset_mem(2*Nw, ftall, 0.0+I*0.0); // initialize Fourier data

82

83 int T=0; // total steps
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84 for(;;){

85 printf("Number of steps to run (<=0 to exit) -> "); fflush(stdout);

86 int steps;

87 s
anf("%d", &steps);

88 if(steps<=0) break;

89

90 printf("Making %d steps\n", steps);

91 for(int n=0; n<steps; n++, T++){

92 update_Bz(Nx, Bz, Ey, xi); // find Bz at n+1/2

93 Bz[i1-1℄ += xi*pulse((i1-ix0)*dx,T*dt,
speed,tau,w0); // t/s

94 mem
py(Hz, Bz, Nx*sizeof(double)); // find Hz at n+1/2

95 update_H_pml(Nx, Hz, Bz, pmlSH1, pmlSH2, Npml, eta0); // Hz in PML

96 update_nJ(Nslab, nJ+si1, twp2, Ey+si1); // find nJ at n+1/2

97 update_Dy(Nx, Dy, Hz, xi); // find Dy at n+1

98 Dy[i1℄ += xi*pulse((i1-0.5-ix0)*dx,(T+0.5)*dt,
speed,tau,w0);// t/s

99 add_J_to_D(Nslab, Dy+si1, nJ+si1); // free 
arrier 
urrent

100 update_Ey(Nx, Ey, Dy, eps); // find Ey from Dy at n+1

101 update_E_pml(Nx, Ey, Dy, pmlSE1, pmlSE2, Npml, eta0);

102

103 /* output of Ey */

104 if((T+1)%No == 0){

105 printf("Elapsed time -> %g fs (%d steps)\n", dt*(T+1), T+1);

106 output_Ey_vs_x(Nx, Ey, T+1, dx, tag);

107 }

108

109 /*** take running fourier ***/

110 double time=dt*(T+1); // for Ey

111 rfourier2(wmin, wmax, Nw, ft1, ft2, Ey[fi1℄, Ey[fi2℄, dt, time);

112

113 }// end of n loop

114

115 
har fname1[100℄, fname2[100℄;

116 sprintf(fname1, "ft_fi=%d_%s.dat", fi1, tag);

117 sprintf(fname2, "ft_fi=%d_%s.dat", fi2, tag);

118 four_out(Nw, ft1, wmin, wmax, fname1);

119 four_out(Nw, ft2, wmin, wmax, fname2);

120

121 }// end of global loop

122

123 free(fields); free(eps); free(pml);

124 }

125

126 /********************************************************************/

127 int main(void){

128

129 slab2();

130

131 return 0;

132 }
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133

134 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë pml.
 ñ �óíêöèÿìè, îòâå÷àþùèìè çà ïîãëîùàþùèå ñëîè:

1 /********************************************************************/

2 stati
 void bupdate(
onst double *D, double *E, double *SE,

3 double shift, int i, int j, int Npml, double eta0){

4 /*

5 * j - index for the field arrays E, D; i - index for the SE array

6 */

7

8 double tmp = (i+shift)/Npml;

9 double eta = tmp*tmp*eta0;

10 double bot = 1.0+eta;

11

12 E[j℄ = (D[j℄ - 2*eta*SE[i℄)/bot;

13 SE[i℄ += E[j℄;

14 }

15

16 /********************************************************************/

17 void update_H_pml(int Nx, double *H, 
onst double *B, double *SH1,

18 double *SH2, int Npml, double eta0){

19 /*

20 * Updates H inside pml

21 */

22

23 for(int i=0; i<Npml; i++){

24 bupdate(B, H, SH1, 0.5, i, Npml-1-i, Npml, eta0); // left

25 bupdate(B, H, SH2, 0.5, i, Nx-Npml+i, Npml, eta0); // right

26 }

27 }

28

29 /********************************************************************/

30 void update_E_pml(int Nx, double *E, 
onst double *D, double *SE1,

31 double *SE2, int Npml, double eta0){

32 /*

33 * Updates E inside pml

34 */

35

36 for(int i=0; i<Npml; i++){

37 bupdate(D, E, SE1, 1.0, i, Npml-1-i, Npml, eta0); // left

38 bupdate(D, E, SE2, 0.0, i, Nx-Npml+i, Npml, eta0); // right

39 }

40 }

41

42 /*** END OF FILE ****************************************************/
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Ôàéë pml.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç pml.
:

1 void update_H_pml(int Nx, double *H, 
onst double *B, double *SH1,

2 double *SH2, int Npml, double eta0);

3 void update_E_pml(int Nx, double *E, 
onst double *D, double *SE1,

4 double *SE2, int Npml, double eta0);

Ôàéë mater_f
.
 ñ �óíêöèÿìè, ïîçâîëÿþùèìè ìîäåëèðîâàòü íàëè÷èå

ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé, òî åñòü äèñïåðñèè:

1 /*

2 * Contains fun
tions to model free 
arriers

3 */

4

5 /********************************************************************/

6 void add_J_to_D(int Nx, double *D, double *nJ){

7 for(int i=0; i<Nx; i++)

8 D[i℄ -= nJ[i℄;

9 }

10

11 /********************************************************************/

12 void update_nJ(int Nx, double *nJ, double twp2, double *E){

13 for(int i=0; i<Nx; i++)

14 nJ[i℄ += twp2*E[i℄;

15 }

16 /*** END OF FILE ****************************************************/

Ôàéë mater_f
.h ñ îïèñàíèåì �óíêöèé èç mater_f
.
:

1 void add_J_to_D(int Nx, double *D, double *nJ);

2 void update_nJ(int Nx, double *nJ, double twp2, double *E);

Äëÿ ñîçäàíèÿ âûïîëíÿåìîãî �àéëà ìû äîëæíû äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êîìàíäû â makefile. Ýòî äåëàåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìå-

ðàõ.

13.2 �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è èõ îáñóæäåíèå

�èñóíîê 17 ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Ey(x) â ðàçíûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè. Ñíà÷àëà (T = 600 íà ðèñ. 17) èìïóëüñ âõîäèò ïîñòåïåííî â îáëàñòü

ïîëíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå Ey ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì íà ãðàíèöå îáëàñòåé

ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé. �àññåÿííîå ïîëå åùå íå îáðàçîâàëîñü â ýòîò

ìîìåíò. Çàòåì (T = 1200 íà ðèñ. 17) èìïóëüñ íà÷èíàåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñî
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�èñ. 17: �àñïðåäåëåíèå Ey(x) â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. ×åðíûå ñïëîøíûå

ëèíèè ïîêàçûâàþò ãðàíèöû ñëîÿ è ãðàíèöó ìåæäó îáëàñòÿìè ïîëíîãî è ðàñ-

ñåÿííîãî ïîëåé.

ñëîåì è �îðìèðóþòñÿ ïðîøåäøåå è îòðàæåííîå ïîëÿ (T = 1800 íà ðèñ. 17).
Â ýòîò ìîìåíò íåò ñêà÷êà ïîëÿ ñëåâà îò ñëîÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîëíîãî

è ðàññåÿííîãî ïîëåé, òàê êàê ñóùåñòâóåò òîëüêî ðàññåÿííîå ïîëå. Äîñòèãíóâ

êîíöîâ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ (T = 2400 íà ðèñ. 17), ïðîøåäøåå è îòðàæåí-
íîå ïîëÿ ïîãëîùàþòñÿ. Íà ñàìîì äåëå ïðèñóòñòâóåò î÷åíü ñëàáîå îòðàæåíèå

îò èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ. Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ |r| ∼ 10−5
, ÷òî

ïðåíåáðåæèìî ìàëî â äàííîì ñëó÷àå. Òàêèå ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ ñâèäåòåëü-

ñòâóþò î ïðàâèëüíîì âûáîðå àëãîðèòìà è ïàðàìåòðîâ ïîãëîùåíèÿ.

�àññìîòðèì òåïåðü ïîëó÷åííûå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäå-

íèÿ, ñì. ðèñ. 18. Ïðè ðàñ÷¼òå îòðàæåííîãî ñèãíàëà òî÷êà äëÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå áåð¼òñÿ â îáëàñòè ðàññåÿííîãî ïîëÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü

âêëàä ïàäàþùåãî èìïóëüñà. Ïðîøåäøåå ïîëå íå ðàçäåëÿåòñÿ íà ïàäàþùåå è

ðàññåÿííîå. Ñîâïàäåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè íà ðèñ. 18

ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñòè ðàñ÷åòà. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ω/ωp < 1,
ïðîíèöàåìîñòü ε < 0 è ïîëÿ ñïàäàþò â ñëîå. Ïðîøåäøèé ñèãíàë ïîëó÷àåòñÿ

â ðåçóëüòàòå òóííåëèðîâàíèÿ ïàäàþùåãî ïîëÿ. Ïðè ω/ωp > 1 ïðîíèöàåìîñòü
ñòàíîâèòñÿ ε > 0 è âîëíû â ñëîå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ. Ïðè ýòîì íà÷èíà-

þò ïðîÿâëÿòüñÿ èíòåð�åðåíöèîííûå ý��åêòû, êîòîðûå çàòåì èñ÷åçàþò ïðè

ω/ωp ≫ 1, êîãäà ñëîé ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì èç-çà ε ≈ 1.

14 Äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå

Èçó÷èâ ïðèíöèïû ìîäåëèðîâàíèÿ â îäíîìåðíîì (1D) ñëó÷àå, ìû òåïåðü

ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äâóìåðíîìó (2D). Äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæíî ðàç-

äåëèòü íà äâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àÿ: TE (transverse ele
tri
) è TM (transverse

magneti
). Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé TE ïîëÿðèçàöèè, â êîòîðîì èìåþòñÿ ïîëÿ

Ez, Hx, Hy. Âñå ïîëÿ íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z. Ìû òîãäà ïîëó÷àåì òðè
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�èñ. 18: Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ äëÿ ñëîÿ ïëàçìû, ðàñ-

ñ÷èòàííûå ÷èñëåííî (simul.) è àíàëèòè÷åñêè (theory) ïðè ωp = 3 ðàä/�ñ,

L = 600 íì.

óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëåé:

∂Bx

∂t
= −c

∂Ez

∂y
, (54a)

∂By

∂t
= c

∂Ez

∂x
, (54b)

∂Dz

∂t
= c

(

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)

− 4πJz. (54
)

Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â äèñêðåòèçàöèè ýòèõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé ìîæíî âûáðàòü ñåòêó,

ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 19. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñîäåðæèòñÿ ïî îäíîé êîìïîíåíòå ïî-

ëÿ. Êîìïîíåíòû ñìåùåíû â ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó. Òàêæå

îíè áóäóò ñìåùåíû ïî âðåìåíè. Áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñû ÿ÷ååê êàê [i, j].
Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ (áåç ó÷åòà òîêà Jz):

Bn+1/2
x [i, j] = Bn−1/2

x [i, j]− ξ (En
z [i, j + 1]− En

z [i, j]) , (55a)

Bn+1/2
y [i, j] = Bn−1/2

y [i, j] + ξ (En
z [i+ 1, j]− En

z [i, j]) , (55b)

Dn+1
z [i, j] = Dn

z [i, j] + ξ
(

Hn+1/2
y [i, j]−Hn+1/2

y [i− 1, j]
)

− ξ
(

Hn+1/2
x [i, j]−Hn+1/2

x [i, j − 1]
)

. (55
)

Ïîðÿäîê ïåðåñ÷¼òà ïîëåé áóäåò òàêèì æå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

· · · → Bn+1/2
x,y → Hn+1/2

x,y → Dn+1
z → En+1

z → Bn+3/2
x,y → · · · (56)
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�èñ. 19: �àçáèåíèå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x, y íà ÿ÷åéêè è ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê (óçëîâ), â êîòîðûõ çàäàíû ïîëÿ Ez, Hx, Hy.

Åñëè ñðåäà íåìàãíèòíàÿ, òî Bx,y = Hx,y.

�èñ. 20: �àñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà ïî 2D ñåòêå.

Äàâàéòå òåïåðü îáñóäèì ñõîäèìîñòü ïðèâåäåííîãî 2D àëãîðèòìà (56). Äëÿ

1D ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî àëãîðèòì äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû áåç äèñ-

ïåðñèè óñòîé÷èâ ïðè

ξ√
ε
= vph

∆t

∆x
< 1. (57)

Â 2D ñëó÷àå âîëíû ìîãóò ðàñïðoñòðàíÿòüñÿ ïîä ïðîèçâîëüíûìè óãëàìè íà

ñåòêå è ýòî ìåíÿåò êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè (57). Åñëè âîëíà áåæèò ïîä óãëîì

â 45

◦
, ñì. ðèñ. 20, òî òîãäà çà îäèí øàã èí�îðìàöèÿ ìîæåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ
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�èñ. 21: Ïàäåíèå ïëîñêîé TE âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä.

íà ∆x/
√
2. Òîãäà êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ

∆x√
2∆t

> vph èëè

ξ√
ε
<

1√
2
≈ 0.71. (58)

Åñëè âîëíà áåæèò ïîä äðóãèìè óãëàìè, òî ýòî îñëàáëÿåò êðèòåðèé (58). Òà-

êèì îáðàçîì, âðåìåííîé øàã ∆t â 2D ñëó÷àå äîëæåí áûòü ìåíüøå, ÷åì â

1D.

15 Èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûé ñëîé â 2D

Äàâàéòå òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî ìîäåëèðîâàòü èäåàëüíî ñîãëàñî-

âàííûé ñëîé, êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå

îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ â 2D ñëó÷àå. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïàäå-

íèè ïëîñêîé âîëíû íà ãðàíèöó ìåæäó äâóìÿ ñðåäàìè ñ ε1, µ1 è ε2, µ2, ñì.

ðèñ. 21. Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïëîñêîé âîëíû

ïàäàþùåé ïîä óãëîì θ0 áóäåò

r =

√

ε1/µ1 cos θ0 −
√

ε2/µ2 cos θt
√

ε1/µ1 cos θ0 +
√

ε2/µ2 cos θt
, (59)

ãäå θt � óãîë ïðåëîìëåíèÿ. Êàê âèäíî èç (59), ìû íå ìîæåì ïîäîáðàòü ïà-

ðàìåòðû ε2 è µ2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ, òî

åñòü r = 0, äëÿ âñåõ óãëîâ ïàäåíèÿ θ0.
Îêàçûâàåòñÿ, îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè

áîëåå ñëîæíûõ ñðåä. Äàâàéòå ðàññìîòðèì àíèçîòðîïíóþ ñðåäó, êîòîðàÿ õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè òåíçîðàìè

ε̂ =





εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz





è µ̂ =





µx 0 0
0 µy 0
0 0 µz



 . (60)
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Ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû (60) ìîæíî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è

ïîëó÷èòü

∂Ez

∂y
=

iω

c
Bx =

iω

c
µxHx (61a)

−∂Ez

∂x
=

iω

c
By =

iω

c
µyHy (61b)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −iω

c
Dz = −iω

c
εzEz. (61
)

Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êàê ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû â òàêîé ñðåäå, ïîäñòà-

âèì èñêîìûé âèä ðåøåíèÿ

∼ e−iωt+ikxx+ikyy
(62)

â óðàâíåíèÿ (61). Ýòî äà¼ò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

k2x
µyεz

+
k2y
µxεz

=
ω2

c2
. (63)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû èç îáû÷íîé

èçîòðîïíîé ñðåäû ñ ε1, µ1 íà ãðàíèöó òàêîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû. Âîëíîâûå

÷èñëà äëÿ ïàäàþùåé âîëíû çàäàþòñÿ åå óãëîì ïàäåíèÿ:

k1x = k1 cos θ0, k1y = k1 sin θ0. (64)

Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò, ìû ïîëó÷èì êîý��è-

öèåíò îòðàæåíèÿ

r =
k1x/µ1 − k2x/µ2y

k1x/µ1 + k2x/µ2y
. (65)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå îòñóñòâèÿ îòðàæåíèÿ r = 0 áóäåò

k1x
µ1

=
k2x
µ2y

. (66)

Ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü k1x èç (64) â (66) è âûðàçèòü k2x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

k2y = k1y èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �àçû ïîëÿ âäîëü ãðàíèöû. Ïîëó÷åííûå

k2x, k2y ìîæíî ïîäñòàâèòü â äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (63). Òîãäà ïîëó÷èì

ε1µ2y

ε2zµ1
cos2 θ0 +

ε1µ1

ε2zµ2x
sin2 θ0 = 1. (67)

Óðàâíåíèå (67) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

ε2z = ε1sx, µ2y = µ1sx, µ2x = µ1s
−1
x , (68)
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ãäå sx � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü. Êàê è â 1D ñëó÷àå, ìû ìî-

æåì âûáðàòü ýòîò ìíîæèòåëü òàê, ÷òîáû âîëíà çàòóõàëà:

sx = 1 + i
4πσ̄x

ω
, (69)

ãäå σ̄x = σe
x/ε1 = σm

x /µ1 � êîý��èöèåíò (ïðîâîäèìîñòü), êîòîðûé îáåñïå÷è-

âàåò ïîãëîùåíèå. Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíà â

àíèçîòðîïíîé ñðåäå ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû. Âîëíîâûå ÷èñëà áóäóò

k2y = k1 sin θ0, k2x = sxk1 sin θ0. (70)

Òîãäà

Re k2x = k1 cos θ0 = k1x, Im k2x =
4πσ̄x

ω
k1 cos θ0. (71)

Íàëè÷èå Im k2x > 0 îáåñïå÷èâàåò çàòóõàíèå âîëíû. Êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ
çàâèñèò îò óãëà ïàäåíèÿ. Íàèáîëåå ñèëüíî çàòóõàþò âîëíû, ïàäàþùèå ïî

íîðìàëè θ0 = 0. Ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû äëÿ ñëîÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè

x (ïðàâàÿ è ëåâàÿ ãðàíèöû îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé

âèä:

ε̂2 = ε1





s−1
x 0 0
0 sx 0
0 0 sx





è µ̂2 = µ1





s−1
x 0 0
0 sx 0
0 0 sx



 , (72)

ãäå ïàðàìåòð σ̄x çàäàí óðàâíåíèåì (69). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïàðà-

ìåòðû, ïðè êîòîðûõ ïàäàþùèå âîëíû íå áóäóò îòðàæàòüñÿ îò ñëîÿ è áóäóò

ïîãëîùàòüñÿ ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ âíóòðü.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ñëîÿ, ïåðïåíäèêóëÿð-

íîãî îñè y (âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû). Íà óãëàõ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ

èñïîëüçóþò êîìáèíàöèþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ íàïðàâëåíèé, òî

åñòü

ε̂2 = ε1





s−1
x 0 0
0 sx 0
0 0 sx



 ·





sy 0 0
0 s−1

y 0
0 0 sy





(73)

Òàêèì îáðàçîì, íà óãëàõ ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäàþòñÿ êàê

ε̂2 = ε1





s−1
x sy 0 0
0 sxs

−1
y 0

0 0 sxsy





è µ̂2 = µ1





s−1
x sy 0 0
0 sxs

−1
y 0

0 0 sxsy



 . (74)

Ñõåìàòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîêàçàíî íà ðèñ. 22.

Äàâàéòå òåïåðü îáñóäèì êàê èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ìàòåðèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ïåðåñ÷åòà ïîëåé â òàêèõ àíèçîòðîïíûõ ñëîÿõ. Â íàøåì ñëó÷àå TE

ïîëÿðèçàöèè ìû èñïîëüçóåì

εz = ε1sxsy, µx = µ1s
−1
x sy, µy = µ1sxs

−1
y . (75)
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x

y

σx = 0σx 6= 0

σy 6= 0

σx 6= 0

σy 6= 0

σx 6= 0

σy = 0

σx 6= 0

σy 6= 0 σy 6= 0

σx 6= 0 σx = 0

σy 6= 0

σy = 0

σx 6= 0

σy 6= 0

�èñ. 22: Ïàðàìåòðû èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûõ ñëîåâ (PMLs) îêîëî ãðàíèöû

îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå

Dz(ω) = εz(ω)Ez(ω) = ε1sx(ω)sy(ω)Ez(ω). (76)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

−iωDz = ε1

(

−iω + 4π(σ̄x + σ̄y) +
4πσ̄x4πσ̄y

−iω

)

Ez. (77)

Äëÿ ïåðåõîäà èç ÷àñòîòíîé îáëàñòè âî âðåìåííóþ ìû çàìåíÿåì

−iω → ∂

∂t
è

1

−iω
→
∫

dt (78)

è ïîëó÷àåì

∂Dz

∂t
= ε1

∂Ez

∂t
+ ε14π(σ̄x + σ̄y) + ε116π

2σ̄xσ̄y

t
∫

0

dt Ez. (79)

Ïðîâîäÿ äèñêðåòèçàöèþ ñîîòíîøåíèÿ (79) â ìîìåíò n+ 1/2 è ââîäÿ îáîçíà-
÷åíèå ηx,y = 2πσ̄x,y∆t, ïîëó÷àåì

Dn+1
z −Dn

z = ε1(E
n+1
z −En

z ) + ε1(ηx + ηy)(E
n+1
z +En

z ) + ε14ηxηy

n
∑

m=0

Em
z . (80)

Ýòî âåäåò ê �îðìóëå äëÿ íàõîæäåíèÿ En+1
z :

En+1
z =

Dn+1
z −Dn

z

ε1(1 + ηx + ηy)
+
(1− ηx − ηy)E

n
z

1 + ηx + ηy
− 4ηxηyS

n

1 + ηx + ηy
, Sn =

n
∑

m=0

Em
z . (81)
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ

Bx(ω) = µx(ω)Hx(ω) = µ1

(

1 +
4πσ̄x

−iω

)−1(

1 +
4πσ̄y

−iω

)

Hx(ω). (82)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

(

1 +
4πσ̄x

−iω

)

Bx = µ1

(

1 +
4πσ̄y

−iω

)

Hx (83)

èëè âî âðåìåííîé îáëàñòè

(

∂

∂t
+ 4πσ̄x

)

Bx = µ1

(

∂

∂t
+ 4πσ̄y

)

Hx. (84)

Ïðîâîäÿ äèñêðåòèçàöèþ â ìîìåíò n+ 1 è âûðàæàÿ H
n+3/2
z , ïîëó÷àåì

Hn+3/2
x =

1− ηy
1 + ηy

Hn+1/2
x +

1 + ηx
µ1(1 + ηy)

Bn+3/2
x +

1− ηx
µ1(1 + ηy)

Bn+1/2
x . (85)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ è âûðàæåíèå äëÿ H
n+3/2
y . Òàêèì îáðà-

çîì, ìû ïîëó÷èëè âñå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé â èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîì

ñëîå. Âûáîð ïàðàìåòðîâ ηx,y ïðîõîäèò òàê æå, êàê è â 1D ñëó÷àå. Òî åñòü, ηx
ðàñòåò ìîíîòîííî ñ ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ â ñëîè, ðàñïîëîæåííûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíî îñè x, à ηy ðàñòåò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ

â ñëîè, ðàñïîëîæåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè y.

16 Ïðèìåð 4: Âîçáóæäåíèå âîëí òî÷å÷íûì

èñòî÷íèêîì è èõ ïîãëîùåíèå èäåàëüíî

ñîãëàñîâàííûì ñëîåì

�àññìîòðèì, êàê âåäóò ñåáÿ âîëíû â 2D ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîãëî-

ùàþùåãî ñëîÿ, èçó÷åííîãî â ðàçäåëå 15. Ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâàíèÿ: Nx =
600, Ny = 400, ∆x = 20 íì, ε1 = µ1 = 1, ξ = 0.5. Áóäåì âîçáóæäàòü âîëíû

òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì òîêà

Jz(t) = Ae−(t−t0)
2/τ2 cos((t− t0)ω0), (86)

ãäå λ0 = 600 nm, τ = 5 �ñ, t0 = 4τ . Èñòî÷íèê òîêà ðàñïîëîæåí â ÿ÷åéêå

i0 = 250, j0 = 120. Ïàðàìåòðû ïîãëîùàþøåãî ñëîÿ: Npml = 12, η0 = 0.4,
α = 3. �èñóíîê 23 ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ðàçíûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè ïðè íàëè÷èè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ è áåç íåãî. Âèäíî, ÷òî ïîêà ïîëå
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�èñ. 23: Èçëó÷åíèå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïðè íàëè÷èè ñàìîñîãëàñîâàííîãî

ñëîÿ íà ãðàíèöå (with PML) è áåç íåãî (without PML). Êîëè÷åñòâî øàãîâ âî

âðåìåíè n óêàçàíî íà êàæäîì ðèñóíêå. Ïîëå ïðè n = 2000 ïðè íàëè÷èè PML

áûëî óìíîæåíî íà óêàçàííîå çíà÷åíèå (104).

íå äîñòèãëî ñëîÿ, n = 600, ñëîé ðîëè íå èãðàåò. Áåç ñëîÿ ïðîèñõîäèò ïîëíîå

îòðàæåíèå âîëí îò ãðàíèöû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñî ñëîåì âîëíû ïîãëîùàþòñÿ,

÷òî ïðèâîäèò ê î÷åíü íèçêîìó, < 0.5 × 10−3
, çíà÷åíèþ êîý��èöèåíòà îò-

ðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ìîäåëèðóåòñÿ èçëó÷åíèå èñòî÷íèêîâ â ñâîáîäíîì

ïðîñòðàíñòâå.
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17 �àçäåëåíèå íà îáëàñòè ïîëíîãî è ðàññåÿíîãî

ïîëåé â 2D

Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ ðàçìåðû ïàäàþùåé âîëíû çíà÷èòåëü-

íî ïðåâîñõîäÿò ðàçìåðû ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèáåãàþò ê ðàçäåëåíèþ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îá-

ëàñòü ïîëíîãî è ðàññåÿíîãî ïîëåé. Òàêîå ðàçäåëåíèå ïîêàçàíî ñõåìàòè÷íî íà

ðèñ. 24.

Êàê è â 1D ñëó÷àå, ñì. ðàçäåë 12, ìû äîëæíû èçìåíèòü �îðìóëû äëÿ

ïåðåñ÷åòà ïîëåé îêîëî òàêîé ãðàíèöû. Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü

ïîëíîãî ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÿ÷åéêè i = i1 è çàêàí÷èâàåòñÿ ÿ÷åéêîé i = i2 âäîëü
îñè x è, ñîîòâåòâåííî, j1, j2 âäîëü y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïåðåñ÷èòàëè âñå

ïîëÿ, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (55), òî åñòü áåç ó÷åòà ðàçäåëåíèÿ íà îáëàñòè.

�àññìîòðèì òåïåðü âåðõíþþ ãðàíèöó. Ïðè ïåðåñ÷¼òå èç óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà ïîëÿ Bx â ÿ÷åéêàõ j = j2 (òî åñòü â îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ) ìû áðàëè

ïîëÿ Ez â ÿ÷åéêàõ j2+1 (òî åñòü â îáëàñòè ðàññåÿíîãî ïîëÿ). Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ïðàâèëüíîãî ðàñ÷¼òà ïîëÿ Bx ìû äîëæíû äîáàâèòü ê èñïîëüçîâàííîìó

çíà÷åíèþ Ez â ÿ÷åéêàõ j2 + 1 çíà÷åíèå, êîòîðîå èìååò òàì ïàäàþùåå ïîëå

Ez. Àíàëîãè÷íî, ïðè ðàñ÷¼òå Dz â ÿ÷åéêàõ j = j2 + 1 (â îáëàñòè ðàññåÿíîãî

ïîëÿ) ìû áðàëè ïîëÿ Hx â ÿ÷åéêàõ j = j2 (â îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ). Ïîýòîìó
èç èñïîëüçîâàííûõ çíà÷åíèé Hx ìû äîëæíû âû÷åñòü çíà÷åíèÿ ïàäàþùåãî

ïîëÿ. Òå æå ñàìûå ïðàâèëà ðàáîòàþò è íà äðóãèõ ãðàíèöàõ. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ â �îðìóëàõ äëÿ Bx, By, Dz:

j = j2, i16i6i2 : Bn+1/2
x [i, j] += −ξEn

iz[i, j + 1], (87a)

j = j1 − 1, i16i6i2 : Bn+1/2
x [i, j] += ξEn

iz[i, j + 1], (87b)

i = i2, j16j6j2 : Bn+1/2
y [i, j] += ξEn

iz[i+ 1, j], (87
)

i = i1 − 1, j16j6j2 : Bn+1/2
y [i, j] += −ξEn

iz[i+ 1, j], (87d)

j = j2 + 1, i16i6i2 : Dn+1
z [i, j] += −ξH

n+1/2
ix [i, j − 1], (87e)

i = i2 + 1, j16j6j2 : Dn+1
z [i, j] += ξH

n+1/2
iy [i− 1, j], (87f)

j = j1, i16i6i2 : Dn+1
z [i, j] += ξH

n+1/2
ix [i, j − 1], (87g)

i = i1, j16j6j2 : Dn+1
z [i, j] += −ξH

n+1/2
iy [i− 1, j], (87h)

ãäå îïåðàòîð += ïîäðàçóìåâàåò äîáàâëåíèå ê ïåðåìåííîé â ëåâîé ÷àñòè çíà-

÷åíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè, Eiz, Hix, Hiy � êîìïîíåíòû ïàäàþùåãî ïîëÿ, êîòîðîå

ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Çíà÷åíèÿ ïàäàþùåãî ïîëÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî âáëèçè

ãðàíèöû ðàçäåëåíèÿ îáëàñòåé.
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18 Ïðèìåð 5: �àññåÿíèå ïëîñêîé âîëíû

íà öèëèíäðå

Âîçüì¼ì èìïóëüñ

Ez(x, t) = Ae−X2/V 2τ2 cos(ω0X/V ), Hy(x, t) = −Ez(x, t), (88)

ãäå X = x− V (t− t0), ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü îñè x, è ðàññìîòðèì, êàê

îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðàññåèâàþùèì îáúåêòîì (öèëèíäðîì). Äàâàéòå ñíà÷àëà

ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû áåç öèëèíäðà, ñì. ðèñ. 25, ÷òîáû ïðîâå-

ðèòü ïðàâèëüíîñòü çàäàíèÿ èìïóëüñà. Îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ (Nx = 1200,
Ny = 400) ðàçäåëåía íà îáëàñòü ïîëíîãî ïîëÿ è îáëàñòü ðàññåÿííîãî ïîëÿ.

�ðàíèöû îáëàñòè ïîëíîãî ïîëÿ: i1 = 100, i2 = 500, j1 = 80, j2 = 320. Ïàðà-
ìåòðû: ∆x = 20 íì, ξ = 0.5, λ0 = 600 íì, τ = 5 �ñ, t0 = 4τ , Npml = 12,
η0 = 0.4, α = 3.

Ïàäàþùèé èìïóëüñ (88) äîëæåí âõîäèòü â îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåâà

è èñ÷åçàòü ñïðàâà, åñëè âíóòðè îáëàñòè íåò ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà. Ñëåäóåò

çàìåòèòü, ÷òî òàêîå âûêëþ÷åíèå ïîëÿ ñïðàâà áóäåò ðàáîòàòü õîðîøî, åñëè

÷èñëåííî ðàññ÷èòàííûé èìïóëüñ ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ

(88). Êàê ìû óáåäèëèñü â ðàçäåëå (4), ÷èñëåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðèâîäèò

ê èñêàæåíèþ èìïóëüñà ñî âðåìåíåì, à ïîýòîìó âûêëþ÷åíèå íà ïðàâîé ãðà-

íèöå áóäåò íåïîëíûì, ïðè÷¼ì îøèáêà áóäåò ðàñòè ñ óâåëè÷åíèåì îáëàñòè

ïîëíîãî ïîëÿ ïî îñè x. Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîëíîòû âûêëþ÷åíèÿ ÷à-

ñòî èñïîëüçóþò íå àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü, à ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííóþ íà

îòäåëüíîé (âñïîìîãàòåëüíîé) 1D ñåòêå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò 2D ñåòêå ïðè

�èêñèðîâàííîé êîîðäèíàòå y. Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü òèïà (88) èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ çàïóñêà èìïóëüñîâ íà 2D è 1D ñåòêàõ ñèíõðîííî. Íà 1D ñåòêå

ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîãëàñíî 1D ìîäåëè. Ïîëó÷åííûå

çíà÷åíèÿ òàêîãî èìïóëüñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå

ïàäàþùåãî ïîëÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé êàê âåðõíåé, íèæíåé è ïðàâîé ãðàíèöàõ

â 2D ñåòêå â ñîîòâåòñòâèè ñ (87). Ïðè òàêîì ñèíõðîííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðî-

èñõîäèò êîìïåíñàöèÿ äèñïåðñèè, à çíà÷èò è ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå âûêëþ÷åíèå

èìïóëüñà íà 2D ñåòêå ñïðàâà.

�èñóíîê 25 ñðàâíèâàåò ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿ-

þùåãîñÿ èìïóëüñà íà 2D ñåòêå ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé çàâèñè-

ìîñòè ïàäàþùåãî ïîëÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé,

ïîëó÷åííûõ íà âñïîìîãàòåëüíîé 1D ñåòêå. �àçíèöà ìåæäó ðåçóëüòàòàìè õî-

ðîøî âèäíà ïðè n = 2200. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè

îñòà¼òñÿ äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûé èìïóëüñ ñïðàâà â îáëàñòè ðàññåÿííîãî ïî-

ëÿ. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé 1D ñåòêè âèäíû äâà èìïóëüñà ñ

ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè àìïëèòóäàìè. Îäèí èç íèõ ñâÿçàí ñ äèñêðåòèçàöèåé
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�èñ. 25: �àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà ñ ïëîñêèì �ðîíòîì ïðè ðàçäåëåíèè îáëà-

ñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáëàñòè ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé. Ëåâûå êàðòèíêè

ïîêàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ez(x, y), êîãäà ïàäàþùåå ïîëå â (87) ðàññ÷èòûâà-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Ïðàâûå êàðòèíêè � êîãäà ïîëå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëåííî

íà âñïîìîãàòåëüíîé 1D ñåòêå. Íà ðèñóíêàõ ñïðàâà ïðè n = 2200 è n = 2600
ïîëÿ áûëè óìíîæåíû íà óêàçàííûå çíà÷åíèÿ.

ïðîöåññà âûêëþ÷åíèÿ ïîëåé íà ãðàíèöå. Âòîðîé èìïóëüñ ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà

òîãî, ÷òî ïðè ââîäå ïîëÿ íà 1D ñåòêå âîçíèêàåò î÷åíü ñëàáûé èìïóëüñ, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèéñÿ âëåâî è çàòåì îòðàæàþùèéñÿ îò ëåâîé ãðàíèöû, ãäå íå

áûëî ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ.

Óáåäèâøèñü â ïðàâèëüíîñòè ââîäà ïàäàþùåé âîëíû â îáëàñòü ìîäåëèðî-

âàíèÿ, ìû òåïåðü ïîìåùàåì â íåå öèëèíäð ñ ε = 2, R = 1.2 µm. Ïîëíàÿ
îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ èìååò ðàçìåðû Nx = Ny = 1000. Îáëàñòü ïîëíîãî
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�èñ. 26: �àññåÿíèå èìïóëüñà ñ ïëîñêèì �ðîíòîì íà öèëèíäðå. Êàðòèíêè ïîêà-

çûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ez(x, y) â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå

êîëè÷åñòâó øàãîâ âî âðåìåíè n.

ïîëÿ îãðàíè÷åíà ÿ÷åéêàìè i1 = 150, i2 = Nx − 150, j1 = 150, j2 = Ny − 150.
�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 26. Ïðè n = 1800 âèäíî, ÷òî ïî-
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ëå âíóòðè öèëèíäðà çàïàçäûâàåò ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ âíå åãî. Äàëåå, ïðè

n = 2400, öèëèíäð çàáèðàåò ýòó ÷àñòü âîëíû è ðàññåèâàåò â äðóãèå íàïðàâ-

ëåíèÿ. Ïðè n = 2600 õîðîøî âèäíî îòäåëåíèå ðàññåÿííîãî ïîëÿ íà ïðàâîé

ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé. Ýíåðãèÿ âíóòðè öè-

ëèíäðà ìîæåò íàõîäèòñÿ â òå÷åíèå äîâîëüíî äîëãîãî âðåìåíè è äàæå ïðè

n = 5000 öèëèíäð ïðîäîëæàåò ïåðåèçëó÷àòü âîëíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷è-

åì â öèëèíäðå ðåçîíàíñîâ (ìîä øåï÷óùåé ãàëåðåè), êîòîðûå âîçáóæàþòñÿ

ïàäàþùèì èìïóëüñîì.

19 �àñ÷¼ò ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà îáúåêòå ÿâëÿåòñÿ

ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ σ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå

Psc = σS0, (89)

ãäå Psc � ðàññåÿííàÿ ìîùíîñòü, S0 � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ïàäàþùåé âîë-

íû. ×àñòî óäîáíî íîðìèðîâàòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå

D îáúåêòà, òî åñòü åãî ðàçìåð â íàïðàâëåíèè, êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî âîë-

íîâîìó âåêòîðó ïàäàþùåé âîëíû:

σ

D
=

Psc

S0D
=

Psc

Pinc
, (90)

ãäå Pinc = DS0 � ìîùíîñòü, ïàäàþùàÿ íà îáúåêò.

Òàê êàê ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëåíî äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, òî

äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ èç âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé ïîëåé íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ðàññ÷èòû-

âàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîì êîíòóðå â îáëàñòè ðàññåÿíèÿ, à çàòåì èíòåãðèðóåòñÿ

ïî êîíòóðó. Äëÿ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ êàê íà ðèñ. 24 óäîáíî âûáðàòü ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ êîíòóð ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàì îáëàñòè ìîäåëè-

ðîâàíèÿ.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì, êàê íàõîäèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåð-

ãèè äëÿ ÷àñòè êîíòóðà íà ïðàâîé ãðàíèöå (ïàðàëëåëüíî îñè y). Èñïîëüçóÿ
âåêòîð Ïîéíòèíãà

Sx(t) = − c

4π
Ez(t)Hy(t), (91)

ìû íàõîäèì ïëîòíîñòü ýíåðãèè â êàæäîé òî÷êå êîíòóðà

W =

∞
∫

−∞

dt Sx(t) = 2π

∞
∫

0

dω Sx(ω). (92)
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Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè Sx(ω) â (92) âûðàæàåòñÿ êàê

Sx(ω) = − c

2π
Re Ẽz(ω)H̃y(ω), (93)

ãäå Ẽz(ω) è H̃y(ω) � Ôóðüå ñïåêòðû, ðàññ÷èòàííûå ïî (24). Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ðàñ÷¼òå ïîëåé íà êîíòóðå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîëÿ Ez(t) è Hy(t) çàäàíû â

ñìåùåííûõ òî÷êàõ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà

ýíåðãèè è íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà. Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ïî

êîíòóðó, ìû íàéäåì ðàññåÿííóþ ìîùíîñòü â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Íîðìèðóÿ å¼

íà ïàäàþùóþ, ïîëó÷àåì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ äàííîãî îáúåêòà â çàäàííîì

èíòåðâàëå ÷àñòîò.

20 �àñ÷¼ò äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ è ïåðåñ÷¼ò

ïîëåé èç áëèæíåé çîíû â äàëüíþþ

Äèàãðàììa ðàññåÿíèÿ � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ðàññåÿííîé ìîùíîñòè ïî óãëó

â äàëüíåé çîíå ïðè ïàäåíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. �àññìàòðèâàÿ êîí-

êðåòíûé 2D ñëó÷àé TE ïîëÿðèçàöèè, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ïîëÿ â äàëüíåé

çîíå â âèäå

Ez(ρ, ϕ) ≈
f(ϕ)√
k1ρ

e−iπ/4+ik1ρ, Hϕ(ρ, ϕ) ≈ −√
ε1Ez(ρ, ϕ), (94)

ãäå k1 =
√
ε1ω/c è ε1 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. Ôóíêöèÿ

f(ϕ) îïèñûâàåò óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ. Èñïîëüçóÿ âåêòîð Ïîéíòèíãà è
èíòåãðèðóþ ïî îêðóæíîñòè ñ áîëüøèì ðàäèóñîì, ìû ïîëó÷àåì ðàññåÿííóþ

ìîùíîñòü

Psc =
c2

2πω

2π
∫

0

dω |f(ϕ)|2, (95)

ãäå �óíêöèÿ |f(ϕ)|2 äà¼ò íàì óãëîâóþ ïëîòíîñòü ðàññåÿííîé ìîùíîñòè è ÿâ-

ëÿåòñÿ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ íàì íàäî ïðåäñòà-

âèòü ïîëå Ez àñèìïòîòè÷åñêè â äàëüíåé çîíå. Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

ðåøàåòñÿ â î÷åíü îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå îêîëî îáúåêòà è ïîëÿ çà ïðåäå-

ëàìè ýòîé îáëàñòè íå ðàññ÷èòûâàþòñÿ. Îäíàêî ýòè ïîëÿ ìîæíî íàéòè, çíàÿ

èõ ðàñïðåäåëåíèå îêîëî îáúåêòà, òî åñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäèêîé ïåðåñ÷¼-

òà ïîëåé èç áëèæíåé çîíû â äàëüíþþ.

Òàê êàê îáëàñòü, â êîòîðîé íàäî ðàññ÷èòàòü ïîëÿ, ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíîé,

òî ïîëå â íåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò èçëó÷åíèÿ íåêèõ ý��åêòèâ-

íûõ òîêîâ íà ãðàíèöå, ñì. ðèñ. 27. Ý��åêòèâíûå òîêè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëÿìè
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Js
e m

Js,

(a) (b)

n

11

2

1

2

�èñ. 27: Ñâåäåíèå ðàñ÷¼òà ðàññåÿííûõ ïîëåé â äàëüíåé çîíå ê ðåøåíèþ çàäà-

÷è îá èçëó÷åíèè ïîëåé ý��åêòèâíûìè òîêàìè. (a) Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ñ ïðî-

èçâîëüíî âûáðàííûì êîíòóðîì, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ðàññåèâàþùèé

îáúåêò. (á) Çàäà÷à èçëó÷åíèÿ ý��åêòèâíûìè ïîâåðõíîñòíûìè òîêàìè Je
s, J

m
s ,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç çíà÷åíèé ðàññåÿííûõ ïîëåé íà âûáðàííîì êîíòóðå.

íà êîíòóðå, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ðàññåèâàþùèé îáúåêò. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ òîêîâ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, êîòîðûå âêëþ÷àþò êàê

ýëåêòðè÷åñêèé òîê Je
, òàê è ìàãíèòíûé Jm

:

∇×E = −1

c

∂B

∂t
− 4π

c
Jm

(96a)

∇×H =
1

c

∂D

∂t
+

4π

c
Je

(96b)

Èñïîëüçóÿ (96), ïîëó÷èì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ òîêàìè:

n× (E1 − E2) = −4π

c
Jm
s

n× (H1 −H2) =
4π

c
Je
s

Òîêè ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ, ÷òî íà âíåøíåé ñòîðîíå êîíòóðà (îáëàñòü

1 íà ðèñ. 27) òîêè ñîçäàþò òàêîå æå ïîëå, êàê è ðàññåèâàþùèé îáúåêò. À ïîëå

âíóòðè êîíòóðà E2 = H2 = 0. Òîãäà òîêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ïîëÿ

E1 è H1 êàê

Jm
s = − c

4π
n×E1,

Je
s =

c

4π
n×H1.
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k1 J (x,y)

z

y

x

ρ

ρ

�èñ. 28: Íàõîæäåíèå ïîëÿ, ñîçäàííîãî çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà

J(x, y), â äàëüíåé çîíå.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëå Ez(x, y), ãåíåðèðóåìîå òîêàìè Je
z (x, y), J

m
x (x, y),

Jm
y (x, y) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ez(x, y) =

∫∫

dx′dy′ Ge
z(x, y; x

′, y′)Je
z (x

′, y′)

+

∫∫

dx′dy′ Gm
x (x, y; x

′, y′)Jm
x (x′, y′)

+

∫∫

dx′dy′ Gm
y (x, y; x

′, y′)Jm
y (x′, y′), (99)

ãäå Ge
z(x, y; x

′, y′), Gm
x (x, y; x

′, y′), Gm
y (x, y; x

′, y′) � �óíêöèè �ðèíà, òî åñòü

ïîëÿ, ñîçäàííûå òî÷å÷íûìè òîêàìè. Ôóíêöèè �ðèíà ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ðàç-

äåëå 22. Â íàøåì ñëó÷àå âñå òîêè � ïîâåðõíîñòíûå è èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê

êîíòóðíûì.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàññåÿííîå ïîëå â äàëüíåé çîíå

ìîæíî íàéòè è ñ ïîìîùüþ îáú¼ìíûõ òîêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè îòñóòñòâèè

äèñïåðñèè ðàññåÿííîå ïîëå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ñîçäàííîå òîêîì

J(x, y) = −iω
ε2 − ε1
4π

E(x, y), (100)

ãäå E(x, y) � ïîëå âíóòðè ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà, ε2 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü îáúåêòà, ε1 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îêðóæàþùåé ñðå-

äû. Ïîëå â äàëüíåé çîíå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè �ðèíà è

îáú¼ìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà áåç ìàãíèòíûõ òîêîâ â (99).

Äëÿ ðàñ÷¼òà ïîëÿ ïî (99) â äàëüíåé çîíå ìîæíî ñðàçó áðàòü àñèìïòîòè-

÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé �ðèíà (125). Âîçüì¼ì, íàïðèìåð,

Ge
z(x, y; x

′, y′) = −πωµ1

c2
H

(1)
0 (k1|ρ− ρ′|), (101)

63



ãäå |ρ−ρ′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2. Èñïîëüçóÿ ðèñ. 28, ïîëó÷èì k1|ρ−ρ′| ≈
k1ρ − k1ρ

′
. Òîãäà ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (109) �óíêöèè

H(1)(z) ïðè z → ∞ ïîëó÷àåì ïîëå â âèäå (94) ñ

f(ϕ) = −ωµ1

√
2π

c2

∫∫

dx′dy′ Jz(x
′, y′)e−ik1ρ

′

, (102)

ãäå ϕ � ýòî óãîë âåêòîðà k1, òî åñòü íàïðàâëåíèå íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ. Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ó÷åñòü è âêëàäû Jm
x,y(x, y) â óãëîâîå ðàñïðåäå-

ëåíèå.
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21 Çàêëþ÷åíèå

Â ïîñîáèè áûëè ïðåäñòàâëåíû îñíîâû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ âîëí â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ â 1D è 2D ñëó÷àÿõ. Òàêæå îáñóæäàëèñü

òàêèå òåìû, êàê íàïèñàíèå ïðîãðàìì, îðãàíèçàöèÿ äèðåêòîðèé, ïîëó÷åíèå

âûïîëíÿåìûõ �àéëîâ. Òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû ìîäåëèðîâà-

íèÿ èëëþñòðèðîâàëèñü ïðèìåðàìè ñ êîíêðåòíûìè ïðîãðàììàìè è ñ îáñóæ-

äåíèåì ðåçóëüòàòîâ.

Îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò óäåëÿòü ÷èñëåííûì îøèáêàì, êîòîðûå âñåãäà

âîçíèêàþò ïðè ðàñ÷¼òå. Ïðàâèëüíûé âûáîð ñåòêè è âðåìåííîãî øàãà ïîçâî-

ëÿåò èõ óìåíüøèòü. Êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííîãî

ðåçóëüòàòà ïðîâåðÿåòñÿ ïóò¼ì âàðüèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ è

âðåìåííûõ øàãîâ è äîñòèæåíèÿ ñîâïàäåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. Ïîÿâëå-

íèå ÷èñëåííîé äèñïåðñèè è íåîáõîäèìîñòü äèñêðåòèçàöèè âñåãî ìîäåëèðó-

åìîãî ïðîñòðàíñòâà âíîñÿò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Â

÷àñòíîñòè, îí õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáëàñòåé ñ ðàçìåðàìè,

êîòîðûå ñðàâíèìû ñ äëèíîé âîëíû èëè ïðåâîñõîäÿò åå íà äâà-òðè ïîðÿäêà.

Òåì íå ìåíåå, ÷àñòî âûäåëåíèå ìàëîãî îáúåìà ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé áûâàåò

äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîëÿ è íà á�îëüøèõ ìàñøòàáàõ ñ èñïîëü-

çîâàíèå ïðèåìà ïåðåñ÷¼òà áëèæíåãî ïîëÿ â äàëüíåå, êîòîðûé òàêæå ÷àñòî

èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì Ê�ÂÎ.

Ïðåäñòàâëåííûå ïîäõîäû, êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ïðàêòè÷åñêèå, ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, íî

è, íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé

óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè. Òàêæå ïîäõîäû ïðèìåíèìû äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ êâàíòîâîé äèíàìèêè ñ ïîìîùüÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñû-

âàåìîé óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà. Ïîäõîäû, èñïîëüçîâàííûå äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûõ ñëîåâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è ê ìàãíèòíûì

ìàòåðèàëàì, è ê àíèçîòðîïíûì ñðåäàì. Ìîäåëèðîâàíèå â 1D è 2D ñëó÷àÿõ

ìîæåò áûòü äàëåå îáîáùåíî è äëÿ 3D çàäà÷ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñåòêè. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîçâîëÿþò

èõ àäàïòèðîâàòü äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Måòîä Ê�ÂÎ ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çà-

äà÷ â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû êàê â òåîðåòè÷åñêîì ïîíèìàíèè, òàê è â ïðàêòè÷å-

ñêîì âîïëîùåíèè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äðóãèå ìåòîäû (íàïðèìåð,

ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âî âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ) òàêæå ìî-

ãóò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíû è, â çàâèñèìîñòè îò ïðîáëåìû, äàâàòü áîëåå

òî÷íûå è áûñòðûå ðåçóëüòàòû. Íà ïðàêòèêå òàêèå ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, òðå-

áóþò áîëüøèõ çàòðàò íà ïîëó÷åíèå �îðìóë äëÿ ðàñ÷¼òà è èõ ïðàêòè÷åñêîå

âîïëîùåíèå. Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è

òðåáóåòñÿ õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü âñå âîçìîæíûå ìåòîäû.
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Â ñèëó ïîïóëÿðíîñòè ìåòîäà Ê�ÂÎ ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ëè-

òåðàòóðû íà ýòó òåìó: ñòàòüè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ìîíîãðà�èè, ó÷åáíèêè

è ðàçëè÷íûå ïîñîáèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñíîâíûå èäåè àëãîðèòìà Ê�ÂÎ ïðåä-

ñòàâëåíû â 1966 ã. â ñòàòüå [1℄. Ñèëüíîå ðàçâèòèå ìåòîä ïîëó÷èë â ïåðèîä ñ

êîíöà 1980-õ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïðîãðåññîì â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå. Ïîæàëóé,

îäíî èç íàèáîëåå ïîëíûõ îïèñàíèé ìåòîäà ïðåäñòàâëåíî â êíèãå [2℄. Áîëåå

êîðîòêoe îïèñàíèe ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå [3℄.
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22 Ïðèëîæåíèå:

Èçëó÷åíèå òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ â 2D

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêîâ,

â ðàçäåëå 17 íàì íóæíî çíàòü ïîëÿ îò òî÷å÷íûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íè-

êîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ (ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî) è ñ ðàçíîé îðèåíòàöèåé,

òî åñòü �óíêöèè �ðèíà. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ â ñðåäå ñ ε1 è µ1 âîñïîëüçóåìñÿ

óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëåé {Ez, Hρ, Hϕ} ñ âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ
e−iωt

â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

1

ρ

∂Ez

∂ϕ
=

iω

c
Bρ −

4π

c
Jm
ρ , (103a)

−∂Ez

∂ρ
=

iω

c
Bϕ −

4π

c
Jm
ϕ , (103b)

1

ρ

∂

∂ρ
(ρHϕ)−

1

ρ

∂Hρ

∂ϕ
= −iω

c
Dz +

4π

c
Je
z . (103
)

Âûðàçèâ ìàãíèòíûå ïîëÿ èç (103a) è (103b)

Bρ =
−ic

ωρ

∂Ez

∂ϕ
+

4π

iω
Jm
ρ , (104a)

Bϕ =
ic

ω

∂Ez

∂ρ
+

4π

iω
Jm
ϕ , (104b)

ìû ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà äëÿ Ez:

(

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+

ω2

c2
ε1µ1

)

Ez = F (105)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

F =
4π

c

(

−i
ωµ1

c
Je
z +

1

ρ

∂

∂ρ
ρJm

ϕ − 1

ρ

∂

∂ϕ
Jm
ρ

)

. (106)

Â îáëàñòÿõ áåç òîêà, òî åñòü ïðè F = 0, óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì è

äëÿ ðåøåíèé ∼ einϕ ïðèíèìàåò âèä

(

ρ2
∂2

∂ρ2
+ ρ

∂

∂ρ
− n2 + ρ2k21

)

Ez = 0, k21 =
ω2

c2
ε1µ1. (107)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (107) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ez(ρ) = AJn(k1ρ)+BYn(k1ρ) èëè Ez(ρ) = AH(1)
n (k1ρ)+BH(2)

n (k1ρ), (108)
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ãäå Jn(z) � �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, Yn(z) � �óíêöèè Áåññåëÿ âòîðîãî

ðîäà (�óíêöèè Íåéìàíà), H
(1,2)
n (z) = Jn(z)± iYn(z) � �óíêöèè �àíêåëÿ ïåð-

âîãî è âòîðîãî ðîäà, A, B � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Ïðè

âûáîðå çàïèñè ðåøåíèÿ íàäî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïîâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ �óíêöèé è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ïðè ρ → ∞ èëè ρ → 0). Íàïðèìåð,

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà �óíêöèÿ �àíêåëÿ H
(1)
n îïèñûâàåò âîëíó,

áåãóùóþ â áåñêîíå÷íîñòü, à �óíêöèÿ H
(2)
n íàîáîðîò:

H(1)
n (z) ∼

√

2

πz
ei(z−nπ/2−π/4), H(2)

n (z) ∼
√

2

πz
e−i(z−nπ/2−π/4). (109)

Òàêæå íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî Yn(z) → ∞ ïðè z → 0, â ÷àñòíîñòè:

Y0(z) ≈
2

π

(

ln
z

2
+ γ
)

, Y1(z) ≈ − 2

πz
. (110)

Äàâàéòå íà÷í¼ì ñ íàõîæäåíèÿ Ge
z(x, y; 0, 0) = Ge

z(x, y), òî åñòü ïîëÿ, âîç-
áóæäàåìîãî òî÷å÷íûì òîêîì â íà÷àëå êîîðäèíàò Je(x, y) = ẑj0δ(x)δ(y). Èç
ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è îáùåãî âèäà ðåøåíèÿ (108) â îäíîðîäíîé îáëàñòè

ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé òîê áóäåò âîçáóæäàòü ïîëå âèäà

Ez(ρ, ϕ) = AH
(1)
0 (k1ρ), (111)

ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìû íàéä¼ì, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå

(96b) ïî êîíòóðó âáëèçè òîêà. Ìàãíèòíîå ïîëå Hϕ âáëèçè èñòî÷íèêà òîêà

èìååò âèä

Hϕ =
ic

ωµ1

∂Ez

∂ρ
=

ic

ωµ1

∂

∂ρ
AH

(1)
0 (k1ρ) ≈ −A

c

ωµ1

∂

∂ρ
Y0(k1ρ) ≈ −A

2c

πωµ1ρ
, (112)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (110) �óíêöèè Y0(z)
ïðè z → 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðóÿ (96b) ìû ïîëó÷èì ïîëå

Hϕ ≈ 2j0
cρ

. (113)

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà A:

A = −j0
πωµ1

c2
. (114)

Ýòî çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò �óíêöèþ �ðèíà, òî åñòü îòêëèê Ez(x, y)
ïðè j0 = 1:

Ge
z(x, y) = −πωµ1

c2
H

(1)
0 (k1ρ). (115)
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ρ

ρ+
+ ϕ

x

y

ρ

�èñ. 29: Èçëó÷àþùèé äèïîëü â 2D ñëó÷àå.

Ïîëó÷èì òåïåðü ïîëå Gm
y (x, y; 0, 0) = Gm

y (x, y), êîòîðîå âîçáóæäàåòñÿ òî-
êàìè Jm(x, y) = ŷj0δ(x)δ(y). Òàêîé èñòî÷íèê � ýòî äèïîëü è ïîýòîìó ðåøåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Ez(ρ, ϕ) = AH
(1)
1 (k1ρ) cosϕ, (116)

ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè, ñðàâíèâàÿ ïîëÿ âáëèçè

èñòî÷íèêà òîêà ñ ïîëÿìè ìàãíèòíîãî äèïîëÿ. Ìàãíèòíûå ïîëÿ ïðè ρ → 0
ìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (104):

Ez(ρ, ϕ) ≈ −A
2i

πk1ρ
cosϕ, (117a)

Bρ(ρ, ϕ) ≈ A
2c

πρ2k1ω
sinϕ, (117b)

Bϕ(ρ, ϕ) ≈ −A
2c

πρ2k1ω
cosϕ. (117
)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ A ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ ìàãíèòíîãî äèïîëÿ è ñðàâíèì

èõ ñ âûðàæåíèÿìè (117). Èñïîëüçóÿ

div B = 4πρm, (118)

ãäå ρm � ìàãíèòíûé çàðÿä, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷å÷íûé ìàãíèòíûé çàðÿä q ñî-

çäàåò ïîëå

Bρ =
2q

ρ
. (119)

Èñïîëüçóÿ ðèñ. 29, çàïèøåì

ρ+ = ρ− d/2, ρ− = ρ+ d/2, (120)

à çíà÷èò ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ èìååò âèä

B = 2q

(

ρ+

ρ2+
− ρ−

ρ2−

)

=
2

ρ2
(2pρ̂ sinϕ− p) . (121)

70



Òåïåðü ìîæíî íàéòè êîìïîíåíòû ýòîãî ïîëÿ

Bρ(ρ, ϕ) =
2p

ρ2
sinϕ, Bϕ(ρ, ϕ) = −2p

ρ2
cosϕ. (122)

Ñðàâíèâàÿ (122) ñî (117b), (117
) ñ ó÷¼òîì j0 = −iωp, íàõîäèì

A =
iπk1
c

j0, (123)

÷òî äà¼ò

Gm
y (x, y) =

iπk1
c

H
(1)
1 (k1ρ) cosϕ. (124)

Èñïîëüçóÿ ïîâîðîò êîîðäèíàò, ìîæíî íàéòè è Gm
x (x, y, 0, 0) èç (124). Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè �óíêöèè �ðèíà äëÿ èñòî÷íèêîâ â íà÷àëå êîîðäèíàò:

Ge
z(x, y) = −πωµ1

c2
H

(1)
0 (k1ρ), (125a)

Gm
x (x, y) = −iπk1

c
H

(1)
1 (k1ρ) sinϕ, (125b)

Gm
y (x, y) =

iπk1
c

H
(1)
1 (k1ρ) cosϕ. (125
)
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Çàäà÷è

1. Îñíîâû 1D ìîäåëèðîâàíèÿ

1.1 Ïðîìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðaíåíèå èìïóëüñà, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ çàäàåòñÿ åãî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ìîìåíò t = 0, íî èñïîëüçóåòñÿ
íóëåâîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè t = −∆t/2. Îáúÿñíèòü ðåçóëüòàò.

1.2 �àññ÷èòàòü, êàê áóäåò îòðàæàòüñÿ èìïóëüñ ñ ïîëÿìè Ey, Hz îò ãðàíè-

öû îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü íà íåé ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Hz = 0. Îáúÿñíèòü ðåçóëüòàò.

1.3 Çàïóñòèòü äâà èìïóëüñà (øèðèíà τ = 5 �ñ, ðàññòîÿíèå â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò 50 µm), ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. ×òî ïðîèñõîäèò
ïðè èõ ïðîõîæäåíèè äðóã ÷åðåç äðóãà?

1.4 Ñîçäàòü ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó â ðåçîíàòîðå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè Ey = 0. Äîñòàòî÷íî âçÿòü íåñêîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäÿò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âî âðåìåíè ïðè âû-

áîðå âðåìåííîãî øàãà ñ ξ < 1. Íàéòè, êàê áóäåò ðàñòè ïîëå ïðè ξ = 1.01,
è ñðàâíèòü êîý��èöèåíò ðîñòà âî âðåìåíè ñ àíàëèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà äëÿ äèñêðåòíîé ñðåäû.

1.5 Ñîçäàòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ìîìåíò t = 0 äëÿ ïîëÿ Ey òàêîå,

÷òîáû ïîëå áûëî ðàâíî 1 â îäíîì óçëå ñåòêè è 0 âî âñåõ äðóãèõ. Äëÿ ïîëÿ

Hz â ìîìåíò t = −∆t/2 âçÿòü 1 â óçëå, ñëåâà îò óçëà, ãäå çàäàíî íåíóëåâîå
ïîëå Ey è 0 âî âñåõ äðóãèõ. Êàê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêîé èìïóëüñ ïðè

ξ = c∆t/∆x = 1? ×òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè ξ = 0.9? Îáúÿñíèòü ðåçóëüòàò.

1.6 Ñîçäàòü â âàêóóìå íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñ äëèíîé âîëíû λ0 = 600 íì è

äëèòåëüíîñòüþ τ = 5 �ñ. Íàéòè ÷èñëåííî è ïîñòðîèòü êîý��èöèåíò

îòðàæåíèÿ îò ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ε = 2 â îáëàñòè ÷àñòîò, çàäàâàåìîé

íà÷àëüíûì èìïóëüñîì. Ñðàâíèòü ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ.

1.7 Âûáðàòü ïàðàìåòðû èìïóëüñà è ïðîìîäåëèðîâàòü åãî ðàñïðîñòðàíåíèå,

÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíîå èñêàæåíèå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Èñ-

ïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïîëåé, ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå ÷èñëåííóþ äèñïåðñèþ â îáëàñòè ÷àñòîò, çàäàâàåìîé èìïóëü-

ñîì. Ïðîâåðèòü, çàâèñèò ëè äèñïåðñèÿ îò ïðîéäåííîãî ðàññòîÿíèÿ. Ñðàâ-

íèòü ïîëó÷åííóþ äèñïåðñèþ ñ îæèäàåìûì àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì

ïðè âûáðàííûõ âåëè÷èíàõ ∆x è ∆t.
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1.8 Ïðîìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà (ñ äëèíîé âîëíû λ0 = 600
íì è äëèòåëüíîñòüþ τ = 5 �ñ) â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå, èñïîëüçóÿ ìå-

òîäèêó ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáëàñòü ïîëíîãî ïîëÿ è

îáëàñòü ðàññåÿííîãî ïîëÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû àë-

ãîðèòìà, ïîñòðîèâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:

ïðè âõîäå â îáëàñòü ïîëíîãî ïîëÿ è ïðè âûõîäå èç íåå.

2. Ïîãëîùàþùèå ñëîè â 1D

2.1 Ñîçäàòü â âàêóóìå íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñ äëèíîé âîëíû λ0 = 600 íì è

äëèòåëüíîñòüþ τ = 5 �ñ. Íàéòè ÷èñëåííî è ïîñòðîèòü êîý��èöèåíò îò-

ðàæåíèÿ îò ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ε = 2 ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ ñ σ = 2ω0,

ãäå ω0 = 2πc/λ0. Ñðàâíèòü ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ.

2.2 Ñîçäàòü â âàêóóìå íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñ äëèíîé âîëíû λ0 = 600 íì è

äëèòåëüíîñòüþ τ = 5 �ñ. Íàéòè ÷àñòîòíóþ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà

îòðàæåíèÿ è êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ, åñëè èìååòñÿ ñëîé ñ ïðîíèöà-

åìîñòüþ ε = 4 è òîëùèíîé L = 1500 íì. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ àíàëè-

òè÷åñêèìè.

2.3 Ñîçäàòü â âàêóóìå íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñ äëèíîé âîëíû λ0 = 600 íì è

äëèòåëüíîñòüþ τ = 5 �ñ. Íà ãðàíèöå îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñîçäàòü èäå-
àëüíî ñîãëàñîâàííûé ïîãëîùàþùèé ñëîé, â êîòîðîì ñîçäàþòñÿ ýëåêòðè-

÷åñêèå è ìàãíèòíûå òîêè. Ïðîâîäèìîñòè ñ÷èòàòü îäíîðîäíûìè âî âñåì

ñëîå. Äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà η = 2πσ∆t íàéòè è ïîñòðî-

èòü çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò òîëùèíû ñëîÿ (êîëè÷åñòâà

ÿ÷ååê). Îòðàæåíèå ìîæíî îöåíèâàòü èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

îòðàæåííîãî èìïóëüñà. Ñäåëàòü âûâîäû î ìèíèìàëüíîé ïîëó÷åííîé âå-

ëè÷èíå îòðàæåíèÿ è îïòèìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðà η è òîëùèíû ñëîÿ

äëÿ åå äîñòèæåíèÿ.

3. 2D ìîäåëèðîâàíèå

3.1 Íàïèñàòü ïðîãðàììó 2D ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ TE ïîëÿðèçàöèè (Ez, Hx,

Hy) èñïîëüçóÿ íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ Ez. Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü

äèíàìèêó ïîëÿ Ez (ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëÿ, îòðàæåíèå îò ãðàíèö) ïðè âîç-

áóæäåíèè òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì òîêà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

3.2 Â ðàçðàáîòàííóþ ïðîãðàììó 2D ìîäåëèðîâàíèÿ äîáàâèòü ïîãëîùàþùèé

ñëîé (PML) (ñ ìîíîòîííûì ðîñòîì ïðîâîäèìîñòè) îêîëî âñåõ ãðàíèö.

Ïðîìîäåëèðîâàòü îòðàæåíèå âîëí ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ (2�3) ïàðà-

ìåòðîâ ñëîÿ. (Êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íå ïðèâîäèòü, íî óêàçàòü,

êàêèå çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàëèñü.) Âûáðàòü íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé íàáîð

ïàðàìåòðîâ è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ý��åêòèâíîñòü ïîãëîùåíèÿ â ñëîå.
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3.3 Îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ PML äëÿ ñíèæåíèÿ îòðàæåíèÿ â

2D ìîäåëèðîâàíèè. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèòü îòðàæåíèå â äâóõ ñëó÷àÿõ. Ñëó-

÷àé 1: èñïîëüçóÿ PML ñ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè ïàðàìåòðàìè èç ïðåäûäó-

ùåãî çàäàíèÿ (2D ìîäåëèðîâàíèå, ÒÅ ïîëÿðèçàöèÿ). Ñëó÷àé 2: èñïîëüçóÿ

îáû÷íûé èçîòðîïíûé ñëîé ñ ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ñ òàêîé æå

ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòüþ äëÿ σ, êàê è äëÿ PML. Ñäåëàòü âûâîäû

îá ý��åêòèâíîñòè PML ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì èçîòðîïíûì ñëîåì ñ

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ.

3.4 �àçðàáîòàòü ïðîãðàììó 2D ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ TE ïîëÿðèçàöèè (Ez, Hx,

Hy) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ íà ãðàíèöå è ðàçäåëåíèåì îá-

ëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáëàñòè ïîëíîãî è ðàññåÿííîãî ïîëåé. Ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû: ââîä ïëîñêîé âîëíû â

îáëàñòü ïîëíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëåâóþ ãðàíèöó è åå âûâîä ÷åðåç ïðàâóþ, ïî-

ãëîùåíèå îñòàòî÷íîãî ïîëÿ ñëîåì.

3.5 Èñïîëüçóþ ïðîãðàììó äâóìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîäåìîíñòðèðîâàòü

ðàññåÿíèå èìïóëüñà (λ0 = 600 íì, τ = 5 �ñ) ñ ïëîñêèì �ðîíòîì íà

äèýëåêòðè÷åñêîì öèëèíäðå (îñü âäîëü z) ñ ε = 2, R = 1200 íì.

3.6 Íàéòè ÷èñëåííî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ öèëèíäðà (ε = 2, R = 1200 íì)

â îáëàñòè ÷àñòîò, çàäàâàåìîé ïàäàþùèì èìïóëüñîì (λ0 = 600 íì, τ =
5 �ñ). Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, íîðìèðóþ åãî íà ãåîìåòðè÷åñêîå

ñå÷åíèå 2R, êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà ðàçìåðà kR = ωR/c. Ñðàâíèòü ñ

àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 30.
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�èñ. 30: Çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ σ ïðè ïàäåíèè TE âîëíû â âàêóóìå

íà öèëèíäð ñ ε = 2 îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ωR/c, ãäå ω � ÷àñòîòà, R �

ðàäèóñ öèëèíäðà, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.
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Îá àâòîðå

À. Â. Ìàñëîâ çàêîí÷èë ðàäèî�èçè÷åñêèé �àêóëüòåò ÍÍ�Ó ñ ïîëó÷åíèåì

ñòåïåíè áàêàëàâðà �èçèêè (ñ îòëè÷èåì) â 1995 ã. Â 1995�2001 ãã. îáó÷àëñÿ

â ìàãèñòðàòóðå è àñïèðàíòóðå �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Óíèâåðñèòåòà øòàòà

Âàøèíãòîí, ã. Ïóëüìàí, øòàò Âàøèíãòîí, ÑØÀ (Washington State University,

Pullman, Washington, USA). Ïîëó÷èë ñòåïåíè ìàãèñòðà �èçèêè â 1997 è äîê-

òîðà �èëîñî�èè (Ph.D.) ïî �èçèêå â 2001. Òåìà äèññåðòàöèè �Oïòè÷åñêèå

ñâîéñòâà êâàíòîâîé ÿìû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì òåðàãåðöîâîãî ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ�. Â 2001�2002 ãã. ðàáîòàë íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì íà �àêóëü-

òåòå ýëåêòðîííîãî è êîìïüþòåðíîãî èíæèíèðèíãà â Òåõíîëîãè÷åñêîì óíè-

âåðñèòåòå øòàòà Äæîðäæèÿ, ã. Àòëàíòà (S
hool of Ele
tri
al and Computer

Engineering, Georgia Institute of Te
hnology). Â 2002�2006 ãã. ðàáîòàë â îò-

äåëå íàíîòåõíîëîãèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà ÍÀÑÀ Ýéìñ (NASA

Ames Resear
h Center) â Êðåìíèåâîé äîëèíå ÑØÀ, ãäå ðàçðàáàòûâàë òåî-

ðåòè÷åñêèå ìîäåëè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðñïåêòèâíûõ

ìàëîðàçìåðíûõ ëàçåðîâ íà îñíîâå ïîëóïðîâîäíèêîâûõ íàíîïðîâîëîê. Âïî-

ñëåäñòâèè ðàáîòàë ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì â êîðïîðàöèè Êýíîí ÑØÀ

(Canon USA), ãäå áûë âåäóùèì ðàçðàáîò÷èêîì ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: 3D ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ëàçåðîâ íà

êâàíòîâûõ ÿìàõ íà îñíîâå GaN, îïòîâîëîêîííûõ ëàçåðîâ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ

óñèëèòåëåé, öè�ðîâîé èíòåð�åðåíöèîííîé ìèêðîñêîïèè è äðóãèõ. Ñ 2014 ã.

ðàáîòàåò â ÍÍ�Ó. Àâòîð áîëåå 100 íàó÷íûõ ðàáîò, èç íèõ áîëåå 80 ñòàòåé â

ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, â îáëàñòè �îòîíèêè, �èçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ

ëàçåðîâ, íèçêîðàçìåðíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ íàíîñòðóêòóð, ýëåêòðîäèíàìè-

êè íåñòàöèîíàðíûõ ñðåä, ãåíåðàöèè òåðãàãåðöîâîãî èçëó÷åíèÿ, ìàãíèòíûõ

ìåòàìàòåðèàëîâ, îïòè÷åñêîãî ñâåðõðàçðåøåíèÿ, îïòîìåõàíèêè. Âûñòóïàë â

êà÷åñòâå ïðèãëàø¼ííîãî äîêëàä÷èêà íà âåäóùèõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ

êîí�åðåíöèÿõ, à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â óíèâåðñèòåòàõ ÑØÀ è Åâðîïû.
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