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1. Ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ãðóïïû

Ïóñòü G � ãðóïïà, S � ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâî G. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ
ïîäãðóïï â G, ñîäåðæàùèõ S, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ïîäãðóïïîé, ñîäåðæàùåé
S. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç < S > è íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé

ìíîæåñòâîì S. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî < ∅ >= {e}. Ýëåìåíòàìè ãðóï-
ïû < S > ÿâëÿþòñÿ åäèíèöà è âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ s1 . . . sn, n ≥ 1,
ãäå si ∈ S èëè s−1i ∈ S. Êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ñàìîì êîðîòêîì òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè äëÿ g ∈< S > áóäåì íàçûâàòü äëèíîé ýëåìåíòà g è îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç `(g). Î÷åâèäíî, `(g) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g = e è
`(g1g2) ≤ `(g1) + `(g2). Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
1.1. Ïóñòü G � ãðóïïà, S = {g} � ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Òîãäà
ïîäãðóïïà < g > � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì g.
1.2. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà n-é ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðàíñïîçèöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðàíñïîçèöèè ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ãðóïïû Sn.
1.3. Èíäóêöèåé ïî n ≥ 2 ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöè-
ÿìè

(1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n).

Äëÿ n = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Sn−1 ïîðîæäà-
åòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè

(1, 2), (2, 3), . . . , (n− 2, n− 1).

Â ÷àñòíîñòè, âñå òðàíñïîçèöèè (i, j), òàêèå, ÷òî i < n, j < n, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé (k − 1, k), k ≤ n − 1. Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òðàíñïîçèöèè (i, n), i < n − 1, ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé (i, j), i, j < n, è òðàíñïîçèöèè (n − 1, n).
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê:

(i, n) = (i, n− 1)(n− 1, n)(i, n− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ n. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ n ≥ 2.

1.4. ÏóñòüG = SL2(F ), F � ïîëå. Ìàòðèöû x(α) =

(
1 α
0 1

)
, y(β) =

(
1 0
β 1

)
, α, β ∈

F, íàçûâàþòñÿ òðàíñâåêöèÿìè. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ òðàíñ-
âåêöèÿìè.

Î÷åâèäíî, x(α)−1 = x(−α) è àíàëîãè÷íî äëÿ y(β). Íàïîìíèì, ÷òî òðàíñ-
âåêöèè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì íàä ìàòðèöàìè, íà-
ïðèìåð, ìàòðèöà x(α)A ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû 2-ãî ïîðÿäêà A ïðèáàâëåíèåì
ê 1-é ñòðîêå 2-é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà α. Óìíîæåíèå ìàòðèöû A ñïðàâà íà
ìàòðèöó x(α) èëè y(β) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû A. Êàê èçâåñòíî, ëþáóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíû-
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ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïóñòü A ∈ G.
Ñóùåñòâóþò òðàíñâåêöèè T1, . . . , Ts, R1, . . . , Rk, òàêèå ÷òî

T1 . . . TsAR1 . . . Rk =

(
a 0
0 b

)
,

ãäå a, b ∈ F, ab = 1 (òàê êàê âñå ñîìíîæèòåëè èìåþò îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé
1). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
èç ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðàíñâåêöèé. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê
(ïðîâåðèòü!):(

a 0
0 a−1

)
=

(
1 a
0 1

)(
1 0
−a−1 1

)(
1 a
0 1

)(
1 −1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 −1
0 1

)
.
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2. Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Íàçîâåì ñëîâîì íàä X ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå
xε11 x

ε2
2 . . . x

εn
n , ãäå xi ∈ X, i = 1, . . . , n, εi = ±1. Ïóñòîå ñëîâî îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì e. Ñëîâî íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìûì, åñëè â íåì íå âñòðå÷àþòñÿ
ðÿäîì äâà ñèìâîëà xε è x−ε. Ëþáîå ñëîâî ìîæíî ïðèâåñòè (ðåäóöèðîâàòü) ê
íåñîêðàòèìîìó ñëîâó, åñëè ñîêðàòèòü (óáðàòü) âñå ñòîÿùèå ðÿäîì ñèìâîëû xε

è x−ε (ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ øàãîâ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F (X) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç e è âñåõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ. Íà ìíîæåñòâå
F (X) ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ: ÷òîáû ïåðåìíîæèòü äâà íåñîêðàòèìûõ
ñëîâà a è b, ïðèïèøåì ê ñëîâó a ñëîâî b è ðåäóöèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ ñëîâî
(ò.å. â ïîëó÷èâøåìñÿ ñëîâå ïðîèçâåäåì ñîêðàùåíèÿ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
íåñîêðàòèìîå ñëîâî ab, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñëîâ a è b. Â ðå-
çóëüòàòå F (X) ïðåâðàùàåòñÿ â ãðóïïó ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e. Îáðàòíûì
äëÿ ýëåìåíòà a = xε11 x

ε2
2 . . . x

εn
n ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò a−1 = x−εnn x

−εn−1
n−1 . . . x−ε11 .

Ãðóïïà F (X) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïî-

ðîæäàþùèõ X, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S, |S|, íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîäíîé
ãðóïïû F (S).

2.1. Åñëè X = {x} � ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî F (X) � áåñêîíå÷-
íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì x.

2.2. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîé ãðóïïû.
teoóñòü G � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ S, X � íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî, F (X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà íàä X, ϕ : X −→ S � îòîáðà-
æåíèå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Φ : F (X) −→ G, òàêîé ÷òî
Φ(x) = ϕ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Åñëè ϕ ñþðúåêòèâíî, òî Φ òàêæå ñþðúåê-
òèâíî.

2.3. Ïóñòü F (x, y) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà 2 ñ îáðàçóþùèìè x, y. Ïîêàæåì,
÷òî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ S = {s0, s1, s2, . . .},
âêëàäûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû â F (x, y). Ñîãëàñíî òåîðåìå, ÷òîáû çà-
äàòü êàêîé-ëèáî ãîìîðôèçì ϕ ãðóïïû F (S) â F (x, y), äîñòàòî÷íî çàäàòü
îáðàçû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ϕ(si) ìîæíî âûáðàòü ëþ-
áûå ýëåìåíòû ãðóïïû F (x, y). Ïîëîæèì ϕ(si) = zi = xiyxi, i = 0, 1, 2, . . . .
Òåì ñàìûì îïðåäåëåí åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

ϕ : F (S) −→ F (x, y), sε1j1 . . . s
εk
jk
7→ zε1j1 . . . z

εk
jk
∈ F (x, y).

Ïóñòü w = sε1j1 . . . s
εk
jk
6= e � íåïóñòîå ðåäóöèðîâàííîå ñëîâî, ò.å ðÿäîì íå

âñòðå÷àþòñÿ ñèìâîëû sε, s−ε. Åñëè âñå j1 = . . . = jk = 0, òî w = sεk0 è
ϕ(w) = yεk 6= e. Àíàëîãè÷íî, åñëè â ñëîâå w âñòðå÷àþòñÿ ñòîÿùèå ðÿäîì
ñèìâîëû sε0, s

ε′
0 , òî ε = ε′. Íàéäåì ϕ(w),

ϕ(w) = zε1j1 . . . z
εk
jk

= (xε1j1yε1xε1j1)(xε2j2yε2xε2j2) · · · (xεkjkyεkxεkjk).
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Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ñîáåðåì ñòîÿùèå ðÿäîì ìíîæèòåëè x (÷àñòè÷íàÿ ðåäóê-
öèÿ ïî x). Ïîëó÷èì

ϕ(w) = xε1j1yε1xε1j1+ε2j2yε2xε2j2+ε3j3yε3 · . . . · xεk−1jk−1+εkjkyεkxεkjk.

Äàëüíåéøåå ðåäóöèðîâàíèå ϕ(w) âîçìîæíî, òîëüêî êîãäà íåêîòîðàÿ ñòåïåíü
x, ñòîÿùàÿ ìåæäó ìíîæèòåëÿìè y ðàâíà íóëþ, ò.å. εt−1jt−1 + εtjt = 0 äëÿ
íåêîòîðîãî t. Òîãäà ëèáî jt−1 = jt = 0 (êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå
ðÿäîì ñòîÿò ñèìâîëû y â îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ), ëèáî jt−1 = jt, εt−1 = −εt
è, çíà÷èò, â ñëîâå w ñòîÿò ðÿäîì ñèìâîëû sεtt , s

−εt
t , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðè-

âîäèìîñòè ñëîâà w. Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøåå ðåäóöèðîâàíèå ñëîâà ϕ(w)
â F (x, y) íåâîçìîæíî è ðåäóöèðîâàíèå çàêîí÷åíî, ò.å. ìû ïîëó÷èëè ðåäó-
öèðîâàííóþ çàïèñü ñëîâà ϕ(w). Ìû âèäèì, ÷òî ðåäóöèðîâàííîå ñëîâî ϕ(w)
ñîäåðæèò k ñèìâîëîâ yε, ïîýòîìó ϕ(w) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, kerϕ = {e}, ò.å.
ϕ � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè ñî-
äåðæèò ïîäãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè ñ ëþáûì êîíå÷-
íûì èëè äàæå ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ.

2.4.* Âëîæåíèå ñâîáîäíîé ãðóïïû â SL2(Z).

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè F (x, y) âêëà-
äûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû â ãðóïïó ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè SL2(Z). Áîëåå òîãî, F (x, y) ìîæåò áûòü âëîæåíà â ëþ-
áóþ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïó Γq ⊂ SL2(Z), ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö, ó êîòîðûõ
âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äåëÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî q > 1, à âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñðàâíèìû ñ 1 ïî ìîäóëþ q, ò.å. Γq
� ÿäðî ãîìîìîðôèçìà, êîòîðûé ïåðåâîäèò ìàòðèöû ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè â ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ Zq, çàìåíÿÿ
öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû íà èõ êëàññû âû÷åòîâ ïî mod q.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

x 7→ u =

(
1 q
0 1

)
, y 7→ v =

(
1 0
q 1

)
çàäàåò èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : F (x, y) −→ Γq. Ëþáîé ýëåìåíò ãðóï-
ïû F (x, y) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b è, ñëåäîâàòåëüíî, ìî-
æåò áûòü çàïèñàí â âèäå xa1ya2 · . . . , èëè ya1xa2 · . . . . Ðàññìîòðèì ýëåìåíò,
íà÷èíàþùèéñÿ ñ x, w = xa1ya2 · . . . , êîòîðûé îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî ýëåìåí-
òîì xa2s+1, ëèáî ýëåìåíòîì ya2s(äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíò íà÷èíàåòñÿ ñ
y, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Çàìåíÿÿ x è y ìàòðèöàìè u è v, ïîëó÷èì
z = (zij) = ϕ(w) = ua1va2 · . . . . Ïóñòü w ñîäåðæèò n ñîìíîæèòåëåé âèäà xa, ya.
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Ïîêàæåì, ÷òî max |zij| ≥ n+ 1. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî z = ϕ(w) 6= E
(E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå zk ïåðâûõ k ñîìíîæè-
òåëåé â z,

zk = ua1 · va2 · . . .︸ ︷︷ ︸
k

=

(
c1(k) c2(k)
d1(k) d2(k)

)
.

Òàê êàê

ua =

(
1 aq
0 1

)
, va =

(
1 0
aq 1

)
,

òî äëÿ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû zk+1 ïîëó÷àåì â ñëó÷àå k = 2s− 1

z2s = z2s−1v
a2s = (c1(2s− 1), c2(2s− 1))

(
1 0
a2sq 1

)
= (c1(2s), c2(2s)),

ãäå c1(2s) = c1(2s− 1) + a2sqc2(2s− 1), c2(2s) = c2(2s− 1), à â ñëó÷àå k = 2s

z2s+1 = z2sv
a2s+1 = (c1(2s), c2(2s))

(
1 a2s+1q
0 1

)
= (c1(2s+ 1), c2(2s+ 1)),

ãäå c1(2s + 1) = c1(2s), c2(2s + 1) = c2(2s) + a2s+1qc1(2s), òàêèì îáðàçîì,
c1(2s) = c1(2s + 1), c2(2s − 1) = c2(2s). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû
z1 ÷åðåç (f1, f2). Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèö zk
áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

z1 ∼ (f1, f2), z2 ∼ (f3, f2), z3 ∼ (f3, f4), z4 ∼ (f5, f4), . . . ,

z2s−1 ∼ (f2s−1, f2s), z2s ∼ (f2s+1, f2s), z2s+1 ∼ (f2s+1, f2s+2) . . . ,

ãäå ïîñäåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {fk} çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

fj+2 = fj + aj+1qfj+1.

Èíäóêöèåé ïî j ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {|fj|}
âîçðàñòàåò.
1) ïðîâåðèì, ÷òî |f2| > |f1|. Äåéñòâèòåëüíî, (f1, f2) � ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
u, ò.å. f1 = 1, f2 = a1q. Î÷åâèäíî,|f2| = |a1|q ≥ q > 1 = |f1|.
2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî |fj+1| > |fj| è ïîêàæåì, ÷òî |fj+2| > |fj+1|. Èç ôîðìóëû
fj+2 = fj + aj+1qfj+1 ïîëó÷àåì

|fj+2| ≥ q|aj+1||fj+1| − |fj| ≥ 2|fj+1| − |fj| > |fj+1|.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëà |fj| íàòóðàëüíûå, ìîæíî çàïèñàòü |fj+1| ≥ |fj| + 1.
Òàê êàê ìàòðèöà zk ñîäåðæèò ýëåìåíò, ðàâíûé fk+1, è |fk+1| ≥ |f2|+ k − 1 ≥
2 + k − 1 = k + 1, òî äëÿ z = ϕ(w) = (zij) max |zij| ≥ n + 1. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
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3. Êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

Ïóñòü G =< S > � ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ S. Ñîãëàñíî óíè-
âåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñâîáîäíîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñþðúåê-
òèâíûé ãîìîìîðôèçì Φ ñâîáîäíîé ãðóïïû F (S) íà ãðóïïó G, ñîîòâåòñòâó-
þùèé òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ϕ ìíîæåñòâà S íà ñåáÿ. Ïðèìåíåíèå
Φ ê ôîðìàëüíîìó ñëîâó èç F (S) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ýòîãî ñëîâà â
ãðóïïå G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Φ, H ñîñòîèò èõ âñåõ
íåñîêðàòèìûõ ñëîâ â àëôàâèòå S, êîòîðûå ðàâíû e ãðóïïå G. Ïóñòü L � òà-
êîå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé èç H (ò.å. íåñîêðàòèìûõ ñëîâ â àëôàâèòå X,
ëåæàùèõ â H), ÷òî H � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â F (X), ñîäåð-
æàùàÿ L. Ïîäãðóïïà H îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì L: H ñîñòî-
èò èç âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòàì èç L
èëè îáðàòíûì ýëåìåíòàì ê ýëåìåíòàì èç L, ò.å. ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
ulεu−1, l ∈ L, u ∈ F (X), ε = ±1, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ ïîä-
ãðóïïû H. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

ãðóïïû G íàä S. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ F (S)/H ∼= G, ïîýòîìó çàäà-
íèå ìíîæåñòâà S è ìíîæåñòâà ñëîâ L îïðåäåëÿåò ãðóïïó G ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.Òàêîå îïèñàíèå ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì ãðóïïû îáðàçó-

þùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, èëè, áîëåå êðàòêî, êîïðåäñòàâ-
ëåíèåì ãðóïïû G. Èíîãäà êîïðåäñòàâëåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê: G ≡ (S||L).
Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå f = e, ãäå f ∈ L,
à òàêæå â âèäå ðàâåíñòâà äâóõ ñëîâ f = g â ãðóïïå G. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ fg−1, gf−1 ñîäåðæèòñÿ â L. Ãðóïïû, äîïóñêàþùèå
êîïðåäñòàâëåíèå ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé L, íà-
çûâàâþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè.

3.1. Ïóñòü G = (S||L), ãäå S = {a, b}, L = {a2, b2, (ab)2}. Ïîêàæåì, ÷òî
ãðóïïà G èçîìîðôíà ÷åòâåðíîé ãðóïïå Êëåéíà B4. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà
B4 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {e, a, b, c} ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ a2 = b2 = c2 =
e, ab = c, ac = b, bc = a, ãðóïïà B4 êîììóòàòèâíà (òàê êàê x2 = e äëÿ
ëþáîãî x ∈ B4). Ýëåìåíòû a, b ïîðîæäàþò ãðóïïó B4. Ïðèìåíèì óíèâåð-
ñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîé ãðóïïû äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ :
S −→ S. Ïóñòü H1 = kerΦ. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîð-
ôèçìà Φ : F (S) −→ B4 Φ(a) = a, Φ(b) = b, Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) = ab = c.
Ïóñòü H1 = kerΦ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H íàèìåíüøóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
â F (S), ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî L. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî H1 = H. Ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî L � ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ B4. Òàê êàê â
ãðóïïå B4 Φ(a2) = a2 = e, Φ(b2) = b2 = e, Φ((ab)2) = (Φ(ab))2 = c2 = e,
òî a2, b2, (ab)2 ∈ H1. Ïîñêîëüêó H � íàèìåíüøèé íîðìàëüíûé äåëèòåëü,
ñîäåðæàùèé L, òî H ⊂ H1. Îáðàòíî, (ā)2 = (b̄)2, (āb̄)2 = e â ôàêòîðãðóï-
ïå G = F (S)/H. Ïîýòîìó ā = ā−1, b̄ = b̄−1, āb̄ = b̄ā, ñëåäîâàòåëüíî, G �
àáåëåâà ãðóïïà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå H ëþáîãî
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ñëîâà èç F (S) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñìåæíûõ êëàññîâ e, ā, b̄, āb̄. Òàêèì îá-
ðàçîì, |G| ≤ 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |G| = |F (S)/H| = |(F (S)/H1)/(H1/H)| =
|B4|/|H1/H| = 4|H1/H|. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî |H1/H| = 1, ò.å. H1 = H.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
îïðåäåëÿþùèõ ñîîîòíîøåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðóïïå G ñ ìíîæåñòâîì
îáðàçóþùèõ S âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ L, L ⊂ F (S). Ïóñòü H � íàèìåíü-
øàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû F (S), ñîäåðæàùàÿ L. Ïóñòü Φ :
F (S) −→ G - ýïèìîðôèçì, êàê â òåîðåìå 1. Î÷åâèäíî, H ⊂ Ker Φ. Ïî îñíîâ-
íîé òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ Φ èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì Φ∗ : F (S)/H −→
G. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |G| = n è |F (S)/H| ≤ n, òî G ∼= F (S)/H è, çíà÷èò,
G = (S||L), ò. å. L � ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû G íàä
S.

3.2. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïó S3 ìîæíî çàäàòü îáðàçóþùèìè a, b è îïðåäåëÿ-
þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè a2 = e, b2 = e, (ab)3 = e, ò.å. ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé L = {a2, b2, (ab)3}. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b
òðàíñïîçèöèè (1, 2), (1, 3). Òàê êàê (1, 2), (1, 3), (2, 3) � îáðàçóþùèå ãðóïïû
S3 è (2, 3) = bab, òî S = {a, b} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû S3. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî â S3 a

2 = e, b2 = e, (ab)3 = e. Ïóñòü H � íàèìåíüøàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà F (S), ñîäåðæàùàÿ L, G = (S||L). Ãðóïïà G èìååò äâå
îáðàçóþùèå a è b. Ïîêàæåì, ÷òî |G| ≤ 6. Ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G èìååò âèä
g = an1bm1 . . . ankbmk, ni, mi ∈ Z. Òàê êàê a2 = b2 = e, òî a = a−1, b = b−1,
ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ ni, mi ≤ 1. Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå G åñòü
ýëåìåíòû e, a, b, ab, ba. Ýëåìåíòîâ äëèíû 3 ìîæåò áûòü íå áîëüøå îäíîãî:
aba = a(ab)−1 = a(ab)2 = a(ab)(ab) = bab. Ïîêàæåì, ÷òî íîâûõ ýëåìåíòîâ
äëèíû 4 íåò. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû äëèíû 4 ìîãóò èìåòü âèä abab èëè
baba, íî abab = (ab)2 = (ab)−1 = ba è baba = (ba)2 = (ba)−1 = ab, ò. å. îíè èìå-
þò äëèíó 2. Òàê êàê â G íåò ýëåìåíòîâ äëèíû 4, òî íåò è ýëåìåíòîâ áîëüøåé
äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, |G| ≤ 6. Èòàê, S3 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a, b, â S3

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ L, ãðóïïà G = (a, b||a2, b2, (ab)3) èìååò íå áîëåå
6 ýëåìåíòîâ. Ïðèìåíÿÿ çàìå÷àíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî S3 = (a, b||a2, b2, (ab)3).

3.3. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òàêîâû, ÷òî åäèí-
ñòâåííàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé îíè âûïîëíÿþòñÿ, ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ãðóïïà G çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè x, y
è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè x4 = e, yx3 = x2y, xy5 = y6x. Èç âòîðîãî
ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì yx3y−1 = x2. Âîçâåäåì â êâàäðàò, yx6y−1 = x4 = e.
Îòñþäà x6 = e, íî ïî óñëîâèþ x4 = e, ñëåäîâàòåëüíî, x2 = e. Òåïåðü èç âòî-
ðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì yx3 = y. Îòêóäà x3 = e. Òàê êàê x2 = e, òî x = e
Òåïåðü èç òðåòüåãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì y5 = y6, ò.å. y = e.
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Èòàê, x = y = e, ñëåäîâàòåëüíî, G = {e}.

3.4. Åñëè â íåêîòîðîé ãðóïïå K, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì S, âûïîëíÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿ L ⊂ F (S), F (S) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òî ãîìîìîðôèçì ϕ :
F (S) −→ K, òîæäåñòâåííûé íà S, èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâåûé ãîìîìîðôèçì
ϕ∗ : G = (S||L) −→ K. Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî. Ïóñòü
G = (x, y || x2 = y2 = e).
1) Áóäåò ëè ãðóïïà G êîììóòàòèâíîé? Ðàññìîòðèì ãðóïïó S3. Ýòà ãðóïïà
ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè x = (1, 2), y = (2, 3) (ñì. ï. 1.3.). Òàê êàê
x2 = y2 = e â S3, òî ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì G íà S3. Ïî-
ñêîëüêó S3 íåàáåëåâà, òî è G � íåàáåëåâà ãðóïïà.
2) Áóäåò ëè ãðóïïà G áåñêîíå÷íîé? Ðàññìîòðèì ãðóïïó D, ïîðîæäåííóþ
äâóìÿ îòðàæåíèÿìè σa, σb îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðÿìûõ a è b íà ïëîñêîñòè,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå O. Âûáåðåì ïðÿìûå òàê, ÷òîáû óãîë α ìåæäó íèìè
íå áûë ðàöèîíàëüíûì êðàòíûì ÷èñëà π, íàïðèìåð, α = π

√
2. Ïðîèçâåäåíèå

îòðàæåíèé σaσb ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè íà óãîë 2α âîêðóã òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Â ñèëó âûáîðà α (σaσb)

n 6= 1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà
n. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà D áåñêîíå÷íà. Òàê êàê ãðóïïà D ïîðîæäàåòñÿ ýëå-
ìåíòàìè σa, σb è σ

2
a = σ2b = 1, òî ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

ϕ : G −→ D, ϕ(x) = σa, ϕ(y) = σb. Òàê êàê ãðóïïà D áåñêîíå÷íà, òî è G
áåñêîíå÷íà.

3.5. Ãðóïïà êîñ Bn, n > 1 çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè σ1, . . . , σn−1 è îïðåäåëÿþ-
ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè σiσj = σjσi, êîãäà |i − j| > 1, è σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

( ãðóïïà B2 � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îäíèì ñâîáîäíûì îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì,
ò.å. áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà).
Ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè τi = (i, i+ 1), i = 1, . . . , n− 1 (ñì.
ï.1.3.). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî τi óäîâëåòâîðÿþò âñåì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-
øåíèÿì äëÿ σi â Bn (ïðîâåðüòå!). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì ϕ : Bn −→ Sn, ϕ(σi) = τi. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, äîáàâëÿÿ
ê îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì ãðóïïû Bn ñîîòíîøåíèå σ21 = 1, ïîëó÷èì
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû Sn.

Ãðóïïà êîñ áûëà ââåäåíà Ý. Àðòèíîì. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òîïîëî-
ãèè "ìàëîé ðàçìåðíîñòè"(low-dimensional topology) è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè
óçëîâ. Âîîáùå, òåîðèÿ ãðóïï, çàäàííûõ îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñî-
îòíîøíåíèÿìè, âîçíèêëà â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè òîïîëîãèè, è òîïîëîãè÷åñêèå
ìåòîäû èãðàþò â íåé êëþ÷åâóþ ðîëü.

3.6. Îñíîâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ãðóïï.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðóïï, çàäàííûõ îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè, èìååò äåëî ñî ñëîâàìè â ãðóïïîâûõ àëôàâèòàõ è èõ ïðåîá-
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ðàçîâàíèÿìè, ÷òî åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ïîñòàíîâêå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-
áëåì. Â 1911 ã. Ì. Äýí ñôîðìóëèðîâàë òðè îñíîâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðî-
áëåìû. Ïóñòü G � ãðóïïà, çàäàííàÿ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ S = {s1, s2, . . .}
è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, F (S) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà.
1. (Ïðîáëåìà ñëîâ) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ñëîâà g ∈
F (S) âûÿñíÿåò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ðàâíî âûðàæåíèå g åäèíèöå â ãðóï-
ïå G èëè íåò.
2. (Ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáûõ
ñëîâ g1, g2 ∈ F (S) âûÿñíÿåò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ñîïðÿæåíû ýëåìåíòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâàì g1 è g2 â ãðóïïå G, èëè íåò.
3. (Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ãðóïïû G1, çàäàííîé ñâîèì êîïðåäñòàâëåíèåì, çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ óñòàíàâëèâàåò, èçîìîðôíà G1 ãðóïïå G èëè íåò.

Åñëè äëÿ ãðóïïû G àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó, ñóùåñòâóåò, òî ãî-
âîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà äëÿ ãðóïïû G. Ïðîáëåìà
ñëîâ ðàçðåøèìà äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ãðóïï, îäíàêî åñòü êîíå÷íîïîðîæäåííûå
è êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà ñëîâ íåðàçðåøè-
ìà (Ï.Ñ. Íîâèêîâ, 1952). Ïðîáëåìû ñîïðÿæåííîñòè è èçîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå òðóäíûìè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà íåðàçðåøèìà äàæå
äëÿ G = {e}, ò.å. íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, âûÿñíÿþùåãî äëÿ ëþáîé ãðóïïû
G1, çàäàííîé îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñîñòîèò G1

òîëüêî èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èëè íåò (Ñ.È. Àäÿí, 1955).
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4. Çàäà÷è

4.1. Äîêàçàòü, ÷òî
a) ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n);
b) ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé (1, 2), è öèêëîì (1, 2, . . . , n);
c) ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ öèêëàìè äëèíû 3.

4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(F ), F � ïîëå, ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè
E + αEij, α ∈ F (ñì. ïðèìåð 1.4.).

4.3. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(Z) ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè E+αEij, α =
±1. (Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà SLn(Z) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

4.4 Ïóñòü G = GL2(C), S = {a, b}, ãäå a =

(
0 1
−1 0

)
, b =

(
0 i
i 0

)
. Ïîäãðóï-

ïà Q â G, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì S, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ.

Äîêàçàòü, ÷òî
a) Q � íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8;
b) êàæäàÿ ïîäãðóïïà â Q íîðìàëüíà.

ñ) ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû Q çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè x, y, z, t è îïåäåëÿþ-
ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè t2 = 1, x2 = y2 = z2 = t, xy = z, yz = x, zx = y.

4.5. Ãðóïïîé äèýäðà Dn íàçûâàåòñÿ ïîäðóïïà ãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðÿìûõ,
ðàñïîëîæåííûõ ïîä óãëîì π/n. Äîêàçàòü, ÷òî
a) Dn èìååò ïîðÿäîê 2n;
b) ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà èçîìîðôíà ãðóïïå Dn.

4.6. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà äèýäðà Dn çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè a, b è îïðå-
äåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè L = {a2, b2, (ab)n}.

4.7. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà S3 èìååò êîïðåäñòàâëåíèå (a, b||a2, b3, (ab)2).

4.8. Ïîêàçàòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A4 çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè a =
(2 3 4), b = (1 2)(3 4) è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè L = {a3, b2, (ab)3}.
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4.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû B4 = (a, b||a2, b2, (ab)2) (ñì. ï. 3.1.)ðàçðåøè-
ìà ïðîáëåìà ñëîâ. (Óêàçàíèå: îïèñàòü àëãîðèòì ðåäóêöèè ñìåæíîãî êëàññà
ñëîâà g ïî íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ñâîáîäíîé ãðóïïû F (a, b),
ñîäåðæàùåé ñëîâà a2, b2, (ab)2, ê íîðìàëüíîìó âèäó e, ā, b̄, āb̄ (ñì. ï. 3.1.).
Äâà ñëîâà îïðåäåëÿþò îäèí ýëåìåíò ãðóïïû B4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ ñìåæíûå êëàññû ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó.)

4.10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû D3 (ñì. çàäà÷ó 4.6.) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ñëîâ. (Óêàçàíèå: Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä ñìåæíûõ êëàññîâ ñëîâ ñâîáîäíîé
ãðóïïû F (a, b) ïî íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H, ñîäåðæàùåé îïðå-
äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ a2, b2, (ab)3 è îïèñàòü àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê êàíî-
íè÷åñêîìó âèäó.)
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