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Введение 
В настоящее время имеется большое количество экономических приложе-

ний, для описания которых необходимо использовать дифференциальное и ин-
тегральное исчисление. В данном пособии приведен обзор методов вычисления 
неопределенных и определенных интегралов, а также некоторых их приложе-
ний. Пособие ориентировано на развитие у студентов компетенций ОК-15 и ОК 
-16 образовательного стандарта специальности 38.03.02 «Менеджмент». В ре-
зультате изучения раздела математики “Интегральное исчисление” курса “Ма-
тематический анализ” студенты должны знать основные понятия интегрального 
исчисления; уметь использовать основные методы вычисления определенных и 
неопределенных интегралов, а также уметь применять интегральное исчисле-
ние в рамках его основных приложений. 



1. Первообразная функции 
Определение 1 
Функция F(x) называется первообразной (функцией) для функции f (x) на интер-
вале x∈(a,b), если в любой точке x интервала (a,b) функция F(x) дифференци-
руема и имеет производную ( )xF ' , равную f (x). Частным случаем интервала 
(a,b) могут быть бесконечная прямая или полупрямая. 
Пример 1 

( ) 21 xxF −=Функция  является первообразной для функции ( )
21 x

xxf
−

−=  на 

интервале x∈(-1,1), т.к. в любой точке данного интервала 
2

2

1
1

x
x

xd
xd

−
−=

−
. 

Пример 2 
Функция F(x)=sin(x) является первообразной для функции f (x)=cos(x) на интер-

вале x∈(-∞,+∞), т.к. в любой точке данного интервала ( ) ( )x
xd

xd cossin
= . 

Пример 3 
Функция F(x)=ln(x) является первообразной для функции f (x)=1/x на интервале 

x∈(0,+∞), т.к. в любой точке данного интервала ( )
xxd

xd 1ln
= . 

Если F(x) является первообразной функции f (x) на интервале x∈(a,b), то функ-
ция F(x)+C является первообразной функции f (x) на рассматриваемом интерва-
ле, а C – любая постоянная (интегрирования) величина. Если F1(x) и F2(x) – лю-
бые первообразные для функции f (x) на интервале x∈(a,b), то они отличаются 
на постоянную величину. 

2. Неопределённый интеграл 
Определение 2 
Совокупность всех первообразных функцией для функции f (x) на интервале x∈ 
(a,b) называется неопределённым интегралом от функции f (x) на рассматривае-
мом интервале и обозначается символом 

( )∫ xdxf . 

В данном обозначении  называется знаком интеграла, выражение f (x) d x назы-
вается подынтергальным выражением, а функция f (x) подыинтергальной функ-
цией. Если F(x) - одна из первообразных функций для функции f (x) на интерва-
ле x∈(a,b), тогда в силу постоянства разницы между первообразными функция-
ми можно записать 

∫

( ) ( ) CxFxdxf +=∫ , 
где C – любая постоянная величина (постоянная интегрирования). 
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Замечание 1 
Если первообразная (а значит, и неопределённый интеграл) для функции f (x) на 
интервале x∈(a,b) существует, то подынтергальное выражение является 
дифференциалом любой из первообразных. 
Пример 4 

Cx
x

xdx
+−=∫

−

− 2
2

1
1

 на интервале x∈(-1,1), т.к. функция ( ) 21 xxF −=  явля-

ется одной из первообразных для функции ( ) 21 xxxf −−=  на рассматривае-
мом интервале. 
Пример 5 

( ) ( ) Cxxdx +=∫ sincos  на интервале x∈(-∞,∞), т.к. функция sin(x) является од-
ной из первообразных для функции cos(x) на рассматриваемом интервале. 

Свойства неопределённого интеграла 
1) . Это свойство показывает, что знаки d и  взаимно со-
кращаются в случае, если знак дифференциала стоит перед знаком интеграла. 

( ) ( ) xdxfxdxfd =∫ ∫

2) . Это свойство показывает, что знаки  и d взаимно со-
кращаются в случае, если знак интеграла стоит перед знаком дифференциала, 
но в этом случае к F(x) необходимо добавить произвольную постоянную C. 

( ) ( ) CxFxFd +=∫ ∫

3) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫±∫=∫ ± xdxgxdxfxdxgxf  - свойство линейности интеграла от-
носительно подынтегрального выражения. 

4) ( ) ( )∫=∫ xdxfAxdxfA  (A=const). 
Замечание 2 

Данные равенства понимаются с точностью до постоянного слагаемого. 
3. Основные методы интегрирования 

Наиболее простым способом интегрирования является преобразование подын-
тегральных соотношений таким образом, что бы можно было использовать таб-
лицу интегралов. 

3.1. Интегрирование заменой переменных (подстановкой) 
Пусть функция t=ϕ (x) определена и дифференцируема на интервале x∈(a,b) (a и 
b могут принимать конечные или бесконечные значения). Пусть для функции 
g(t) существует первообразная G(t), т.е. 

( ) ( ) CtGtdtg +=∫ . 

Тогда для функции ( )[ ] ( )xxg 'ϕϕ  существует первообразная функция, равная 
( )[ xG ]ϕ , т.е. 

( )[ ] ( ) ( )[ ] CxGxdxxg +=∫ ϕϕϕ ' . 

Иногда удаётся выбрать в качестве новой переменной такую функцию t =ϕ (x), 
что выполняется равенство 

( ) ( )[ ] ( )xxgxf 'ϕϕ= , 
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причём функция g(t) легко интегрируется, т.е. интеграл 
( ) ( ) CtGtdtg +=∫  

просто вычисляется. В таком случае можно записать следующее соотношение 
для интеграла 

( ) ( )[ ] CxGxdxf +=∫ ϕ . 
Рассмотренный способ интегрирования и называется интегрированием путём 
замены переменных. 

Замечание 3 
Не всегда удаётся подобрать такую замену переменных, которая приводит к 
упрощению вычисления интеграла. 
Пример 6 
Вычислим интеграл . Воспользуемся следующей заменой перемен-
ных: t=3x, d t=3d x. В результате такой замены получаем 

( )∫ xdx3sin

( ) ( ) ( ) ( ) CxCttdtxdx +−=+−=∫=∫ 3cos
3
1cos

3
1sin

3
13sin . 

Пример 7 

Вычислим интеграл ∫
+ ax
xd . Для этого воспользоваться следующей заменой пе-

ременных: t=x+a, d t=d x. В результате такой замены получаем 

( ) CaxCt
t
td

ax
xd

++=+=∫=∫
+

lnln  (x≠-a). 

Пример 8 
Вычислим интеграл ( ) ( )∫ xdxe x sincos . Воспользуемся тригонометрической заме-
ной переменных: t =cos(x), d t = -sin(x) d x. Такая замена приводит к следующему 
результату 

( ) ( ) ( ) CeCetdexdxe xttx +−=+−=∫−=∫ coscos sin . 
Пример 9 

Вычислим интеграл ( )[ ]∫
+ 2

100

1 x
xdxarctg . Воспользуемся следующей заменой 

переменных: t =arctg(x), d t= d x/(1+x2). В результате данной замены получаем 

( )[ ] ( )[ ] CxarctgCttdt
x
xdxarctg +=+=∫=∫

+ 1011011

101101
100

2
100 . 

Пример 10 
Вычислим интеграл . Замена переменных: t=5x-6, d t =5 d x позво-
ляет получить 

( )∫ − xdx 198465

( ) ( ) CxCtxdtxdx +
−

=+
⋅

=∫=∫ −
9925

65
198555

165
19851985

19841984 . 
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Пример 11 

Рассмотрим интеграл ( )∫ x
xd

cos
. Преобразуем его к следующему виду 

( )
( )
( )

( )
( )∫

−
=∫=∫ xd

x
xxd

x
x

x
xd

22 sin1
cos

cos
cos

cos
. 

Для вычисления данного интеграла воспользуемся заменой: t = sin(x), d t = cos(x) d 

x. В результате такой замены получаем 

( ) CxtgC
t
t

t
td

x
xd

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

−
+

=∫
−

=∫ 42
ln

1
1ln

2
1

1cos 2

π . 

Пример 12 

Вычислим интеграл ( )∫ +
−

xdax
322 . Замена переменных: t=arctg(x/a), x=a⋅ 

tg(t), d x = a⋅ dt/cos2(t) позволяет получить 

( )
( ) ( ) ( )

( )
C

axa

xC
ttga

ttgCt
a

tdt
aax

xd
+

+
=+

+
=+=∫=∫

+ 22222222322 1
sin1cos1 . 

Пример 13 

Вычислим интеграл 
( )∫

−
2322 xa

xd . Замена переменных: t =arcsin(x/a), x=a⋅ sin(t), 

d  x =a⋅cos (t) d t. В результате такой замены получаем 

( ) ( )
( ) ( )

( )
C

xaa
xC

ta
tC

a
ttg

t
td

axa
xd

+
−

=+
−

=+=∫=∫
− 222222222322 sin1

sin
cos

1 . 

Пример 14 

Вычислим интеграл ∫
−
+ xd

xa
xa . Данный интеграл может быть вычислен с по-

мощью следующей замены: 2t = arccos(x/a), x =a⋅cos(2t), d x=-2a⋅sin (t) d t. В ре-
зультате такой замены получаем 

( ) ( ) ( ) =∫−−=∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=∫−=∫

−
+ tdtatatdtatdtaxd

xa
xa 2cos222cos

2
1

2
14cos4 2  

( ) Ctata +−−= 2sin2 . 

3.2. Усложнение дифференциала 
При вычислении интеграла  иногда возможно подынтегральное выра-
жение представить в виде следующего произведения 

( )∫ xdxf
( ) ( )∫ xdxhxg ' . Тогда воз-

можно усложнить дифференциал: ( ) ( )∫ xhdxg . В некоторых случаях интеграл 
 вычислить проще, чем интеграл ( ) ( )∫ xhdxg ( )∫ xdxf . 
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Пример 8а 
Вернёмся к рассмотрению интеграла ( ) ( )∫ xdxe x sincos . Усложним дифференциал 
и вычислим данный интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xxx eCxdexdxe coscoscos cossin −=∫−=∫ . 
Пример 9а 

Вернёмся к рассмотрению интеграла ( )[ ]
∫

+
xd

x
xarctg
2

100

1
. Усложним дифференци-

ал и вычислим интеграл 
( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] Cxarctgxarctgdxarctgxd
x
xarctg

+=∫=∫
+ 1011

101
100

2

100

. 

Пример 15 

Вычислим интеграл 
( )∫

+13 12

5

x
xdx . Для вычисления такого интеграла можно ус-

ложнить дифференциал 
( )∫

+136
1

12

6

x
xd  и воспользоваться следующей заменой: t = 

(3x)6, d t = 4374 x5
 d x. В результате такой замены получаем 

( )
( ) ( )[ ] CxarctgCtarctg

t
td

x
xdx

+=+=∫
+

=∫
+ 4374

3
437414374

1
13

6

212

5
. 

3.3. Интегрирование по частям 
Рассмотрим дифференцируемые функции u(x) и v(x). Пусть произведение 

имеет некоторую первообразную. Тогда существует первообразная 
для произведения 
( ) ( )xvxu'  

( ) ( )xvxu '  и справедливо соотношение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−=∫ xdxvxuxvxuxdxvxu ''  

Пример 16 
Вычислим интеграл . Полагая u(x)=arctg(x), d v(x) =x d x, получаем 
d u (x) =d x/(x

( )∫ ⋅ xdxarctgx
2+1), v (x)=x2/2. Тогда 

( ) ( ) ( ) =∫
+

−+
−=∫

+
−=∫ xd

x
xxarctgxxd

x
xxarctgxxdxarctgx 2

22

2

22

1
11

2
1

212
1

2
 

( ) ( ) Cxxarctgx
x
xdxdxarctgx

+−
+

=∫
+

−∫−=
22

1
12

1
2
1

2

2

2

2
. 

Пример 17 
Вычислим интеграл . Полагая u(x)=x( )∫ ⋅ xdxx cos2 2, d v(x)=cos(x) d x, получаем 
du(x)=2 x d x, v (x)=sin (x). Тогда 

( ) ( ) ( )∫ ⋅−=∫ xdxxxxxdxx sin2sincos 22 . 
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Далее вторично применяем интегрирование по частям, но при этом вычисляем 
интеграл . На этот раз u(x)=x, d v(x)=sin(x)d x, получаем d u (x) =   d x, 
v (x) =-cos (x). В результате вторичного интегрирования по частям получаем сле-
дующее значение интеграла 

( )∫ ⋅ xdxx sin

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxxxxdxxxxxxdxx ++−=∫−+=∫ cos2sin2coscos2sincos 222 . 

Интеграл  вычисляется аналогично, но после n-кратного интегри-
рования по частям. 

( )∫ xdxxn cos

Пример 18 
Рассмотрим интеграл  (a =const, b=const). Полагая u(x)=e( )∫ xdxbe xa cos a

 
x,    d 

v(x) =cos (b x) d x, получаем du (x)=a ea
 
xd x, v (x)=sin(bx)/b. Тогда 

( ) ( ) ( )∫−=∫ xdxbe
b
axb

b
exdxbe xa

xa
xa sinsincos . 

Далее вторично применяем интегрирование по частям, вычисляя при этом ин-
теграл , выбирая u(x)=e( )∫ xdxbeaxsin a

 
x, d v(x)=sin(bx) d x, получаем d u (x)=a ea

 
xdx, v 

(x)=- cos(bx)/b. Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )∫−+=∫ xdxbe
b
axbe

b
axb

b
exdxbe xaxa

xa
xa coscossincos 2

2

2 . 

Таким образом, двухкратное интегрирование по частям позволило получить 
линейное алгебраическое уравнение относительно искомого интеграла, реше-
нием которого является следующее соотношение 

( ) ( ) ( ) C
b
axbe

b
axb

b
exdxbe xa

xa
xa +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=∫

−1

2

2

2 1cossincos . 

Подобные интегралы иногда называются циклическими. 
3.4. Интегрирование рациональных функций 

Рассмотрим дробно-рациональную функцию R(x), являющуюся отношением 
двух полиномов Q(x) и P(x), не имеющих общих множителей, т.е. 

( ) ( )
( ) 0

2
2

1
1

0
2

2
1

1

axaxaxa
bxbxbxb

xP
xQxR n

n
n

n
n

n

m
m

m
m

m
m

+++
+++

== −
−

−
−

−
−

−
− . 

Если степень Q(x) не меньше степени P(x), то делением Q(x) на P(x) выделяют 
целую часть Q(x)/P(x)=Q0(x)+Q1(x)/P(x). Далее проводится интегрирование. 
Пример 19 

Вычислим интеграл ∫
+12

3

x
xdx . Для этого выделим у подынтегрального соотноше-

ния целую часть. Далее проинтегрируем, используя метод усложнения диффе-
ренциала и таблицу интегралов 
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( ) ( ) Cxx
x
xdx

x
xdxxdx

x
xdx

++−=∫
+
+

−=∫
+

−∫=∫
+

1ln
2
1

21
1

2
1

211
2

2

2

22

22

3

. 

Если деление выполнено, то слагаемое Q1(x)/P(x) может быть разложено на 
простейшие дроби. Далее полученное соотношение интегрируется. 
Пример 20 

Вычислим интеграл ∫
−12x
xd . Преобразуем данный интеграл к следующему виду 

( )( )∫
+−

=∫
− 1112 xx

xd
x

xd . 

Разложение подынтегрального выражения на простейшие дроби позволяет по-
лучить 

( )( ) 1111
1

+
+

−
=

+− x
B

x
A

xx
, 

где A и B – неопределённые пока коэффициенты. Для их определения приведём 
правую часть последнего соотношения к общему знаменателю, а также приве-
дём подобные в числителе т.е. 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) (
( )( )

)
11

11
11

1
11

1
11 +−

−++
=

+−
−

+
+−

+
=

+
+

− xx
xBxA

xx
xB

xx
xA

x
B

x
A . 

Приравнивание друг другу в подынтегральной функции до разложения на про-
стейшие множители и после приведения подобных позволяет получить: для x1 - 
A+B=0; для x0 - A-B=1. Таким образом, получаем следующую систему уравне-
ний 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

1
0

BA
BA

. 

Решением данной системы уравнений являются следующие значения неизвест-
ных постоянных: A=1/2; B=-1/2. Тогда 

( )( ) ∫
+

−∫
−

=∫
+−

=∫
− 12

1
12

1
1112 x

xd
x

xd
xx
xd

x
xd . 

Последние интегралы могут быть сведены к табличному с помощью замены 
переменных y=x-1 и y=x+1, т.е. 

( ) CxCy
y
yd

x
xd

x
xd

+−=+=∫=∫
−
−

=∫
−

1lnln
1
1

1
, 

( ) CxCy
y
yd

x
xd

x
xd

++=+=∫=∫
+
+

=∫
+

1lnln
1
1

1
. 

Тогда 
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C
x
xCxx

x
xd

+
+
−

=++−−=∫
− 1

1ln
2
11ln

2
11ln

2
1

12
. 

Ещё одним методом интегрирования рациональных функций является выделе-
ние полного квадрата. Рассмотрим следующий пример применения такого ме-
тода. 
Пример 21 

Вычислим интеграл ∫
+− 442 xx

xd . Выделим полный квадрат в знаменателе и ус-

ложним дифференциал. Тогда 

( )
( )

( )
( )

( )
C

xxx
xd

x
xd

x
xd

xx
xd

+
−

=
−

−=∫
−
−

=∫
−
−

=∫
−

=∫
+− 2

1
2

1
2

2
2

2
244 2222 . 

3.5. Интегрирование иррациональных функций 
1) Рассмотрим интеграл ( ) xdbxaxR n∫ +, . В результате замены переменной 

n bxat += , т.е. ( ) abtx n −= , получаем 

( ) ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=∫ + − tdt

a
btRt

a
nxdbxaxR

n
nn ,, 1 . 

Пример 22 

Вычислим интеграл 
( )∫

+−+
++ xd

xx
x

11
21

2 . Подстановка 1+= xt  приводит к 

следующему результату 

( )
( )

( )( )
( )

=∫
++

+
+∫

−
=∫

++−
+

=∫
−
+

=∫
+−+

++
1

132
1

2
11

22
1
22

11
21

2232 tt
tdt

t
td

ttt
tdttd

t
txd

xx
x

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

=∫
++

+
−∫

++
++

+−=∫
++

+
+−=

75,05,0
5,0

2
1

75,05,0
5,05,031ln2

1
1321ln2 222 t

td
t

tdtt
tt

tdtt  

( )
( )

( ) −−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==∫

+
−−+∫

++
+

= 1ln2
4
3

75,02
11ln2

75,05,0
5,0

2
3

22

2
tztgy

y
ydt

t
td

 

( ) ( )[ ] ( )[ ] +−=++++∫
+

− 1ln275,05,0ln
1cos75,03

4
4
3

2
1 2

22 tCt
ztgz

zd
 

( )[ ] ( ) Ctarctgt +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+++ 12

3
2

3
175,05,0ln 2 . 

2) Вычислим интеграл ( ) xdbxabxaxR mn∫ ++ ,, . В результате замены пере-

менной r bxat += , т.е. ( ) abtx r −=  (r – наименьшее общее кратное) удаёт-
ся преобразовать рассматриваемый интеграл в интеграл от рациональной 
функции. 
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3) Вычислим интеграл ( ) xdaxxR n
∫ + 22, . В данном случае полезны замены 

переменных x=a⋅sh(t) и x=a⋅tg(t). 
4) Вычислим интеграл ( ) xdaxxR n

∫ − 22, . Такой интеграл может быть вычис-
лен с помощью замены переменных x=a⋅ch(t) и x=a/cos(t). 

5) Вычислим интеграл ( ) xdxaxR n
∫ − 22, . Для вычисления данного интеграла 

может быть использована замена переменных x=a⋅sin(t) и x=a⋅cos(t). 
3.6. Интегрирование тригонометрических функций 

1) Вычислим интеграл . ( )∫ xdxnsin
а) Если n=2m+1, проведём следующие преобразования 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )∫ −−===∫ −=∫ tdtxtxdxxxdx
mmn 22 1cossincos1sin . 

б) Если n=2m, тогда воспользуемся похожим способом вычисления интеграла 

( ) ( )[ ] ( )[ ]∫ −=∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=∫ + tdtxdxxdx m

m

m
n cos1

2
12cos1

2
1sin 1 . 

В данном случае степень снижается вдвое. Раскрывая [1-cos (t)]m, интегрируем 
каждый член аналогично. Такие же преобразования применимы при вычисле-
нии интеграла ( ) xdxn∫ cos . 
2) Вычислим интеграл ( ) ( )∫ xdxx mn cossin  один из показателей степени нечёт-
ный, другой – произвольный. Тогда преобразования аналогичны преобразо-
ваниям, рассмотренным в предыдущем пункте. 

Пример 23 
Вычислим интеграл ( ) ( )∫ xdxx 52 cossin . Воспользуемся рассмотренными ранее 
преобразованиями и заменой переменных x =sin(t). Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] [ ] =∫ −===∫ −=∫ tdttxtxdxxxxdxx
22222252 1sincossin1sincossin  

( ) ( )
−=++−=∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=∫ +−=

12
arcsin

56151275
2

3
2

4864753
642 xCttttdttttdttt  

( ) ( ) Cxx
++−

56
arcsin

15
arcsin 86

. 

3) Вычислим интеграл ( ) ( )∫ xdxx βα cossin . Подынтегральное выражение мож-
но представить как сумму синусов суммарного и разностного аргументов, т.е. 

( )[ ] ( )[ ]{∫ −++ xdxx }βαβα sinsin . Тогда преобразования аналогичны преоб-
разованиям, рассмотренным в предыдущем пункте. 

4) Вычислим интеграл . Проведём следующие преобразования ( )∫ xdxtg n

( ) ( )
( )

( ) ( )−∫=∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=∫ −− xtgdxtgxd

x
xtgxdxtg nnn 2

2
2 1

cos
1  
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( ) ( ) ( )∫−
−

=∫− −
−

− xdxtg
n

xtgxdxtg n
n

n 2
1

2

1
. 

Интеграл  вычисляется аналогично. ( )∫ xdxctg n

4. Определённый интеграл 
Определение 3 
Пусть функция f (x) задана на некотором интервале x∈(a,b). Будем считать, что 
данный интервал имеет некоторое разбиение a<x1<x2<…<xn<b. Пусть Z=∆ x 
наибольший размер элемента разбиения ∆ xi=xi-xi-1. Число 

( ) ( )∑ ∆=
=

n

i
ii xxfZ

1
σ . 

называется интегральной суммой, соответствующей выбранному разбиению. 
Функция f (x) называется интегрируемой на интервале (a,b), если существует 
число I со следующим свойством 

( ) I
x

=
→∆

Zlim
0
σ . 

В данном случае величина I называется определённым интегралом. Можно вы-
брать различные разбиения, но последовательность соответствующих инте-
гральных сумм всегда сходится независимо от выбора промежуточных точек к 
одному и тому же значению, которое и является интегралом. Определённый 

интеграл обозначается следующим образом: , где a и b соответст-

венно нижний и верхний пределы интеграла. 

( )∫=
b

a
xdxfI

Формула Ньютона-Лейбница 
Пусть функция f (x) непрерывна на интервале x∈(a,b). Если функция F(x) явля-
ется произвольной первообразной функции f (x) на рассмотренном интервале, 
тогда 

( ) ( ) ( )aFbFxdxf
b

a
−=∫ . 

Свойства определённого интеграла 

1)  - аддитивность относительно 

подынтегральных соотношений; 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫+∫=∫ +=
b

a

b

a

b

a
xdxfxdxfxdxfxfI 2121

2)  - аддитивность относительно областей (a < c 

< b); 

( ) ( ) ( )∫+∫=∫=
b

c

c

a

b

a
xdxfxdxfxdxfI

3)  - постоянный множитель можно выносить за знак 

интеграла; 

( ) ( )∫=∫=
b

a

b

a
xdxfAxdxfAI
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4)  - выполняется при условии f( ) ( )∫≤∫
b

a

b

a
xdxfxdxf 21 1(x)≤ f2(x), если для каждой 

точки x∈(a,b); 

5) ( ) ( )∫≤∫
b

a

b

a
xdxfxdxf  - выполняется при условии, что f(x) и |f(x)| интегрируе-

мы на (a,b); 

5)  - перестановка пределов интегрирования. ( ) ( )∫−=∫=
a

b

b

a
xdxfxdxfI

Методы вычисления определённого интеграла 
4.1. Замена переменных в определённом интеграле 

Рассмотрим две непрерывные на интервале x∈(a,b) функции f (x) и ϕ(t). Пусть 
( )t'ϕ  также непрерывна для всех t∈(α,β) и выполняется неравенство a <ϕ (t)< b. 

Тогда, если α0∈(α,β ), β0∈(α,β), a0=ϕ (α0), b0=ϕ (β0), то 

( ) ( )[ ] ( )∫=∫
0

0

0

0
'

β

α
ϕϕ tdttfxdxf

b

a
. 

Пример 24 

Вычислим интеграл . На первом этапе воспользуемся методом 

усложнения дифференциала. Далее может быть использовано интегрирование с 
помощью таблицы интегралов 

( )∫
2

0

2exp xdxx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]14exp
2
10exp4exp

2
1exp

2
1exp

2
1exp

4

0

2

0

22
2

0

2 −=−=∫=∫=∫ ydyxdxxdxx . 

Пример 25 

Вычислим интеграл ( )
( )
∫ −
2ln

0
1exp xdx . Выберем следующую замену перемен-

ных ( ) 1exp −= xt , т.е. ( )21ln tx += . Тогда 21
2

t
tdtxd

+
= . Пределы интегрирова-

ния пересчитываются следующим образом: 0≤ t ≤1⇔0≤ x ≤ ln (2). Далее восполь-
зуемся стандартным алгоритмом замены переменных, т.е. 

( )
( )

( )[ ]
2

42
1

112
1

21exp 1
0

1

0
2

1

0
2

22ln

0

π−
=−=∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=∫

+
=∫ − tarctgttd

tt
tdtxdx . 

Пример 26 

Вычислим интеграл ∫ −
−

r

r
xdxr 22 . Воспользуемся тригонометрической заме-

ной переменной x = r cos(ϕ). Тогда 
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( )[ ] ( ) ( ) ( ) =∫=∫===∫ −
−

ππ
ϕϕϕϕϕ

0

22

0

2222 sincossincos drdrrxxdxr
r

r
 

( )[ ] πϕϕ
π

2
2cos1

2

2

0

2 rdr
=∫ −= . 

Следует заметить, что значение данного интеграла является половиной площа-
ди круга радиуса r с центром в начале координат. 

4.2. Интегрирование по частям 
Если функции u(x) и v(x) непрерывны вместе со своими производными на от-
резке [a,b], то 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫−=∫
b

a

b
a

b

a
xudxvxuxvxvdxu . 

Эта формула называется формулой интегрирования по частям для определён-
ного интеграла. 
Пример 27 

Вычислим интеграл . Воспользуемся стандартным алгоритмом интег-

рирования по частям. В данном случае u(x)=ln(x) и v(x)=1, т.е. 

( )∫
2

1
ln xdx

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 12ln2ln
1

ln
ln

2

1

2

1
−=∫−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇔⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∫ xdxx

x
xxdx

xvxvd
xudxu

xdx . 

5. Геометрические приложения определённых интегралов 
5.1. Вычисление площадей фигур в декартовой системе координат 

Рассмотрим функцию f (x) на интервале x∈(a,b) и определим площадь фигуры 
(часто используется термин “площадь криволинейной трапеции”), ограничен-
ной данной функцией, осью абсцисс, а также прямыми x =a и x =b (см. рис. 1). 
Искомая площадь, определяется соотношением 

( )∫=
b

a
xdxfS . 

Если функция f (x) на интервале x∈(a,b) является знакопеременной (например,   
f (x)=cos(x), b-a >π /2), тогда площадь фигуры, ограниченной данной кривой, яв-
ляется суммой площадей фигур на каждом из участков функции, на котором 
она не меняет знак. В данном случае площади функции на ряде участков могут 
быть отрицательными. У таких функций необходимо сменить знак. 
Пример 28 
Найдём площадь фигуры, ограниченной гиперболой f (x)=1/x, осью Ox, а также 
отрезками прямых x =1 и x =2. В данном случае площадь фигуры определяется 
следующим соотношением 

( ) ( ) ( ) ( )2ln1ln2lnln 2

1

2

1
=−==∫= t

t
tdS . 
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y

O x

f (x)

a b

S

 
Рис. 1. 

Пример 29 
Найдём площадь фигуры, ограниченной графиками функций y=xα и x=yα, α ≥1. 
В данном случае искомая площадь фактически является разностью площадей 
двух фигур. Но соответствующие данным двум площадям интегралы являются 
расходящимися. По этой причине вычислим искомую площадь как интеграл от 
разности функций, ограничивающих рассматриваемую фигуру, т.е. 

( )
α

α
αααα

αααα 11
1

11
1

1 2
1

0

1111

0

−
=−=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=∫ −= −−

xxxdxxS . 

Пример 30 

Найдём площадь фигуры, ограниченную эллипсом 12

2

2

2
=+

b
y

a
x . Лежащий выше 

оси абсцисс полуэллипс описывается уравнением ( ) 22 xa
a
bxf −= . Площадь 

первой четверти искомой площади определяется следующим соотношением 

( )[ ] ( ) ( )
( )

( ) =∫=∫ −===∫ −=
2

0

2
1arcsin

0

2

0

22 coscossin1sin
4
1 π

tdtbatdtata
a
btaxxdxa

a
bS

a
 

( )[ ] ( ) ( )
4

0sin
2

2sin
4

2sin
2
1

22
2cos1

2
2
0

2

0

babatbatdtba ππππ
ππ

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=∫ −= . 

Полная площадь фигуры определяется следующим соотношением: S =π a b. 
5.2. Длина дуги 

Рассмотрим на плоскости кривую AB. Пусть кривая AB задана параметрически-
ми уравнениями 

x =ϕ (t), y =ψ  (t), (t0≤t≤T). 
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Функции ϕ (t) и ψ (t) предполагаются непрерывными. Будем считать, что точке 
A соответствует значение t1, точке B соответствует значение t2. Будем также 
считать, что кратных точек нет. Длину AB кривой можно определить с помо-
щью следующего соотношения 

( )[ ] ( )[ ]∫ ′+′=∫ ′+′=
T

t

T

t
tdtttdyxs

0

22

0

22 ψϕ .         (1) 

Данное соотношение может быть преобразовано к следующему виду 

( )[ ]∫ ′+=
b

a
xdxys 21 .              (2) 

Пример 31 
Определим длину линии 

y (x)=x2/2p, x∈[0,x0]. 
Воспользуемся соотношением (2). Данное соотношение после замены перемен-
ных x =p⋅sh(t) 

s =p[2x0+arsh(x0)]/2. 
Пример 32 
Определим длину линии 

x =a⋅cos (t), y = a⋅sin (t), t∈[t1,t2]. 
Соотношение (2) позволяет получить 

( ) ( ) ( )12
2222 2

1

cossin ttatdttas
t

t
−=∫ += . 

Пример 33 
Определим длину линии 

x =a⋅t2+b, y =a⋅t, t∈[t1,t2]. 
Использование соотношения (1) приводит к следующему результату 

( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
=+====∫ +=

2

1

22
1

2

1

2 12212
tarsh

tarsh

tarsh
tarsh

t

t
shachashttdtas ϕϕϕ  

( )2
1

2
2 112 tta +−+= . 

5.3. Объём и площадь поверхности тел вращения 
Пусть имеется функция y =f (x), непрерывная на интервале (a,b). Объём V тела F, 
образованного вращением вокруг оси Ox криволинейной трапеции, ограничен-
ной графиком функции y = |f(x)|, ординатами в точках a и b, а также отрезком 
оси Ox от a до b может быть определён по формуле 

( )∫=
b

a
xdxfV 2π .           (3) 
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Площадь S тела F, образованного вращением вокруг оси Ox криволинейной 
трапеции, ограниченной графиком функции y = |f(x)|, ординатами в точках a и b, 
а также отрезком оси Ox от a до b может быть определена по формуле 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ +=∫ +=
b

a
x

t

t
tt xdxfxftdtftxtfS 2'2'2' 122

2

1

ππ .        (4) 

Пример 34 
Рассмотрим функцию ( ) 22 xrxf −=  на интервале x∈[-r,r] (см. рис. 2). Под-
становка такой функции в соотношение (3) позволяет получить 

( ) 3
3

222

3
4

3
rxxrxdxrV

r

r

r

r
πππ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∫ −=

−−
. 

 
Рис. 2. 

Вычисление площади поверхности данного тела вращения с помощью соотно-
шения (4) приводит к следующему результату 

( )[ ] ( ) ( )
( )

( ) =∫−=∫
−

−===∫
−

−=
−

ππ πππ
0

2
2

0 2

22

22

2
sin

4sin1

cossin
4

sin
4

tdtr

t

tdttrtrx
xr

xdxS
r

r
 

( )[ ] ( ) ( )
16

2cos
8

2cos
8

cos1
4

2

2

22

0

2

0

2
2 rtdtrtdtrtdtr ππππ π

π

ππ
=∫+∫=∫ −−= . 

Пример 35 
Найдём объём прямого кругового конуса с высотой, равной h, и радиусом осно-
вания, равным r (рис. 3). В данном случае функция f (x) имеет следующий вид:   
f (x)=rx/h. Подстановка такой функции в соотношения для объёма тела враще-
ния и площади его поверхности позволяет получить соответствующие резуль-
таты 

33
2

0
2

32

0

2
2

2 hr
h
xrxdx

h
rV

h
h

πππ ==∫= , 2

2

0
2

2
1

2
12

h
rrhxdx

h
r

h
rS

h
+=∫+= ππ . 
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Рис. 3. 

Пример 36 
Найдём объём тела, полученного вокруг оси абсцисс синусоиды f (x)=sin (x) 
(рис. 4). Функция f (x) определена на интервале [0,π ]. Подстановка такой функ-
ции в соотношение для объёма тела приводит к следующему результату 

( ) ( )[ ] ( )[ ]
2

2sin
2

2cos1
2

sin
2

0
00

2 ππππ πππ
=−=∫ −=∫= xxxdxxdxV . 

 
Рис. 4. 

Вычисление площади поверхности данного тела позволяет получить 

( ) ( ) =∫ +=
π

π
0

2cos1sin2 xdxxS  

( )[ ] ( ) ( ) 2
2

2cos1cos
2
1cos

2
1

0

2 ==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−−=

π

xxxarsh . 

 

5. Несобственные интегралы 
Несобственные интегралы являются обобщением рассмотренных ранее опреде-
лённых интегралов как на случай функций, определённых на неограниченных 
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промежутках, так и на случай функций, определённых на ограниченных про-
межутках, но неограниченных на них. Данное обобщение делается с помощью 
рассматриваемых далее предельных переходов. 
Определение 4 
Несобственный интеграл первого рода (типа) является следующим пределом 

( ) ( )∫=∫
∞

∞→ a

A

aA
xdxfxdxflim .       (5) 

Определение 5 
Пусть f (x), x∈[a,b] – функция, неограниченная в точке x =A, A∈[a,b]. Несобст-
венный интеграл второго рода (типа) является следующим пределом 

( ) ( )∫=∫
−

+→

b

a

b

a
xdxfxdxf

ε

ε 0
lim , (A=a)           (6а) 

или 

( ) ( )∫=∫
++→

b

a

b

a
xdxfxdxf

εε 0
lim , (A=b)           (6б) 

или 

( ) ( ) ( )∫=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫+∫
+

−

+→

b

a

b

A

A

a
xdxfxdxfxdxf

ε

ε

ε 0
lim , (A∈[a,b]).      (6с) 

Если пределы в (5) и (6) существуют и сходятся, то говорят, что рассмотренные 
интегралы сходится. В противоположном случае то говорят, что данные инте-
гралы расходятся. 
Пример 37 

Определим значение следующего интеграла ∫=
+∞

a x
xdI λ , (λ >0). Его вычисление 

позволяет получить 
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
−

<∞+
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

−
−+∞→ 1

1
1
1

1,

1
1lim

λ
λ

λ

λ

λ ax
I

A

a
A

, т.е. при λ >1 дан-

ный интеграл сходится к величине 
( ) 11

1
−−

−= λλ a
I . В противоположном случае 

интеграл расходится. 
Пример 38 

Вычислим следующий интеграл 
( )∫
−

=
b

a ax
xdI λ , (a >0). Использование таблиц 

первообразных приводит к следующему результату 

( )
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

+
−+→

b

ax
I

ε
λε λ 10 1

1lim  
( )( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−
−

<∞+
=

−− 111
1

1,

λλλ

λ

ab
, т.е. при λ <1 и a>0 данный 
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)интеграл сходится к величине 
( )( 111

1
−− −−

−= λλλ ab
I . В противоположном 

случае интеграл расходится. 
Пример 39 

Вычислим следующий интеграл 
( )∫
−

=
b

a xb
xdI λ , (a >0). С помощью таблиц перво-

образных можно получить следующий результат ( ) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−=

−

−−→

ε

λε λ

b

ax
I 10 1

1lim  

( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−
−

<∞+
=

−− 111
1

1,

λλλ

λ

ab
, т.е. при λ <1 и a>0 данный интеграл сходится к величине 

( )( )111
1

−− −−
−= λλλ ab

I . В противоположном случае интеграл расходится. 

6. Приложения интегрального исчисления в экономике 
В данном разделе рассмотрим несколько приложений интегрального исчисле-
ния в экономике. 
Пример 40 
Проведем оценку объема выпускаемой продукции, произведенной за время T. 
Пусть функция y=f (t) описывает изменение производительности некоторого 
производства с течением времени t. Найдем объем продукции u, произведенной 
за промежуток времени [0,T]. 
Отметим, что если производительность не изменяется с течением времени (f (t) - 
постоянная функция), то объем продукции u∆ , произведенной за некоторый 
промежуток времени ],[ ttt ∆+ , задается формулой ttfu ∆=∆ )( . 
Построим интегральную сумму. Разобьем отрезок [0,T] на промежутки времени 
точками: Ttttt n =<<<<= K2100 . Для величины объема продукции , про-
изведенной за промежуток времени  , имеем 

iu∆
],[ 1 ii tt −

iii tcfu ∆=∆ )( , где ],,[ 1 iii ttc −∈  
nittt iii ,,2,1,1 K=−=∆ − . 

Тогда . Перейдя к пределу при ∑ ∆=∑∆
==

n

i
ii

n

i
i tcfu

11
)( 0max →∆ it , найдем объем 

произведенной продукции 

∑ ∆=
=→∆

n

i
iit

tcfu
i 10max

)(lim . 

По определению определенного интеграла 

∫=∑ ∆
=→∆

Tn

i
iit

dttftcf
i 010max

)()(lim , 

таким образом 



∫=
T

tdtfu
0

)( . 

Итак, если f (t) – производительность труда в момент t, то  есть объем 

выпускаемой продукции за промежуток [0,T]. 

∫
T

tdtf
0

)(

Пример 41 
В данном примере вычислим дисконтированную сумму. Определение началь-
ной суммы по ее конечной величине, полученной через время t при годовом 
проценте p, называется дисконтированием. Задачи такого рода встречаются при 
определении экономической эффективности капитальных вложений. 
Пусть  - конечная сумма полученная за t лет, и К – дисконтируемая сумма, 
которую в финансовом анализе называют также современной суммой. Если 
проценты простые, то 

tK

100/ где ),1( piitKKt =+= - удельная процентная ставка. 

Тогда 
)1( it

K
K t

+
= . В случае сложных процентов t

t itKK )1( +=  и поэтому 

t
t

i
K

K
)1( +

= . 

Пусть поступающий ежегодно доход изменяется во времени и описывается 
функцией f (t) и при удельной норме процента, равной i, процент начисляется 
непрерывно. Можно показать, что в этом случае дисконтированный доход K за 
время Т вычисляется по формуле: 

∫= −
T

it dtetfK
0

)( . 

Пример 42 
Определим дисконтированный доход за три года при процентной ставке 8%, 
если первоначальные (базовые) капиталовложения составили 10 млн. руб., и 
намечается ежегодно увеличивать капиталовложения на 1 млн. руб. 
Очевидно, что капиталовложения задаются функцией tttf +=⋅+= 10110)( . Тогда 
по формуле: 

∫= −
T

it dtetfK
0

)(  

дисконтированная сумма капиталовложений равна: 

∫ += −
3

0

08,0)10( dtetK t . 

Вычислим интеграл по частям 

=∫
−

−
−
+

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−==

=+=
=∫ +

−−

−−

−
3

0

08,008,0

08,008,0

3

0

08,0

08.00
3

08.0
)10(

08.0
1

10
)10( tdeet

evtdedv

tdudtu
tdet

tt

tt
t  

−+
⋅

+
⋅

−=
−

⋅+
⋅

+
−
⋅

= −
−

224,0
08,0

024,0

)08.0(
1

8
10010

8
1300

0
3

)08.0(
1

08.0
1

08.0
10

08.0
13

e
eee t  
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31
)08.0(
1

24,02 ≈
⋅

−
e

 

Итак, получили  млн. руб. Это означает, что для получения одинаковой 
наращенной суммы через три года ежегодные капиталовложения от 10 до 13 
млн. руб. равносильны одновременным первоначальным вложениям 31 млн. 
руб. при той же, начисляемой непрерывно, процентной ставке. 

31=K

Пример 43 
Найдем среднее время, затраченное на освоение одного изделия в период ос-
воения от  до  изделий. Для этого используем формулу 1001 =x 1212 =x

∫
−

=
2

1

)(1

12

x

x
ср dxxt

xx
t , 

полагая в формуле baxt −= , где а - затраты времени на первое изделие, b - пока-
затель производственного процесса, a= 600 (мин.), b= 600. 
Искомое среднее время с учетом заданных параметров определяется следую-
щим интегралом, являющимся в данном случае табличным 

2,57
7

4002
21

600600
100121

1 121
100

121

100

2
1

≈==∫
−

=
−

xdxxtср  (мин.). 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 
I) Вычислить интегралы. Результат проверить дифференцированием 

01.01 ( )
( )∫

− x
xdx

2cos1
2sin2

; ∫
+ 92x
xdx ; ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
xd

x
ee

x
x

21 ; 

01.02 ; ( )∫ xdx3sin5 ∫ xdex x2 ; ∫ − xdx65 ; 

01.03 ; ( )∫ xdxx 23 cos ( )∫ xdxctg 2 ; ( )∫ − xdx
x

311 ; 

01.04 ( )∫ + xdx
x

ln11 ; ( )
∫

−
xd

x

x
21

arcsin ; ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ xd

xxx 32
111 ; 

01.05 ∫ − xdx3 65 ; ( )∫ − xdx 423 ; ( ) ( )∫ xdxx 5sin3sin ; 

01.06 ∫
− 252x
xd ; ( )

( )∫
− xd

x
x

3

3

sin
sin1 ; ∫

−
+ xd

x
x

43
23 ; 

01.07 ∫
++

−− xd
xx

xx
14

23
2

2
; ∫

−+
++ xd

xx
xx

12
374

2

2
; ∫

+ 252x
xd ; 

 

01.08 ; ( )∫ xdxarctgx ∫
−
+ xd

x
x

14
34 ; 

( )∫
x
xdx

2sin
; 
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01.09 ; ∫ − xdex x3
 

( )∫ xdx2sin ; ∫
− 2

3

x
xdx ; 

01.10 ( )∫ + xdee xx 1ln ; ( ) ( )∫ xdxx 33 cossin ;  ( ) ( )∫ xdxe x 2sin
2cos ; 

01.11 ( )
( )( )∫

−−
+

32
1

xx
xdx ; ( )

∫
+−

+
xxx

xdx
23 2

1 ; ∫
+
− xd

x
x

45
15 ; 

01.12 ; ( )∫ xdxx 2cos ∫ − xdxax ; ∫ xdex x52 ; 

01.13 ∫
−

− xd
x

x
12

1 ; ∫
+−
++ xd

xx
xx

12
453

2

2
; ∫

+ 24
4

x
xdx ; 

01.14 ; ( )∫ xdxx ln ( )[ ]∫ + xdx 22cos31 ; ( ) ( )∫ xdxx 52 cossin ; 

01.15 ∫
+1x

xdx ; ∫
++
+− xd

xx
xx

243
122

2

3
; 

( )
∫

+
xd

x
xln3

; 

01.16 ( )∫ x
xdxln ; ∫

−
+ xd

x
x

34
14 ; 

( )∫
+

63

2

4x

xdx ; 

01.17 ( )
∫

−−
−

145
1

2

3

xx
xdx ; ( )∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xdxx cos

6
sin π ; ( )

∫
++

+

22

4
2

2

xx

xdxx ; 

 

01.18 ; ( )∫ xdx4sin
 

( ) ( )∫ xdxx sin3sin ; ∫
−

−+ xd
x
xx

3

2

8
82 ; 

01.19 ∫ − xdxxa 22 ; ( )[ ]∫ − xdx 22sin1 ; ( ) ( )∫ xdxx 22 cossin ; 

01.20 ∫
+
− xd

x
x

1
1 ; ( )

∫
+

xd
x

xarctg
21

; ∫
+
− xd

x
x

3
2 ; 

01.21 ( )∫ x
xd

sin
; ( )

( )∫ xd
x
x

2cos
sin2 ; ∫

+ 24 xx
xd ; 

01.22 ; ( )∫ xdxx 2cos ( )∫ xdxtgx 2 ; ( )∫ xdxx ln3 ; 

01.23 ∫
−
+ xd
xx

x
23

4 1 ; ∫ xd
e
x

x2

2
; ∫

−− 224 xx
xdx ; 

01.24 ; ( )∫ xdxtg ( ) ( )∫ xdxx cossin 4 ; ( )[ ]∫ xdx 2ln ; 

01.25 ( )
∫

+−
−

xxx
xdx
44

85
23 ; ( )

∫
+−−

−
44

145
23 xxx

xdx ; ∫
− 42x

xd ; 

 23



01.26 ( )∫ − xdxtgx π ; ( )∫ − xdx 423 ; ∫ − xdex x32 ; 

01.27 ∫
−18

3

x

xdx ; ∫
−+
++ xd

xx
xx

12
374

2

2
; 

( )
( ) ( )∫ xx

xdx
cossin

2cos ; 

01.28 ∫
−
− xd

x
x

81
9

4

2
; ∫

− x

x

e
xde
2

2

31
; ( )[ ]∫

+ xx
xd
ln1

; 

 

01.29 ( )∫ xdxx 2ln ; 
 

( ) ( )∫ xdxx cossin4 ; ( )∫ + xdx 1ln 2 ; 

01.30 ( )
( )∫ xd
x
x

4sin
cos ; ∫

+
++ xd

x
xxx

1
2 23

; ∫ − xdex x2
. 

II) Вычислить интегралы 

02.01 ∫
−

1

0 24 x

xd ; 02.02 ∫
+

3

22

a

a xa
xd ; 02.03 ∫

−
−+5

0

2

34
15 xd

x
xx ; 

02.04 ( )∫
4

0

3
π

xdxtg ; 02.05 ; ( )∫
1

0
xdxarctgx 02.06 ( )

∫
2

1

ln xd
x
x ; 

02.07 ; ( )∫ +
1

0
1ln xdxx 02.08 ( )∫

2

0
cos

π
xdxx ; 02.09 ∫

++

1

0
2 1xx

xd ; 

02.10 ( )∫
43

0

2sin
π

xdx ; 02.11 ; ∫
3

0

3 xdex x 02.12 ( )∫
2

0

5 3sin
π

xdx ; 

02.13 
( )∫

6

8
2 2cos

π

π x
xd ; 02.14 ∫

+

3

0
3

2

27x
xdx ; 02.15 ∫

−
+5

2 43
23 xd

x
x ; 

02.16 ( )∫
2

0

23 cos
π

xdxx  02.17 ( )∫
43

0

2sin
π

xdx ; 02.18 ; ( )∫ −
1

0

423 xdx

02.19 ; ∫ −
1

0

23 xdex x 02.20 ; ∫
1

0

2 xdex x 02.21 ( )∫
π

0

2sin xdx ; 

02.22 ∫
−

5

3

5

2x
xdx ; 02.23 ∫

+−
++1

0
2

2

12
453 xd

xx
xx ; 02.24 ( )∫

π

0

2 2cos xdxx ; 

02.25 

( ) ( )∫
2

0

2cossin
π

xdxx  

02.26 

( ) ( )∫
2

0

22 cossin
π

xdxx ; 

02.27 

( )[ ]∫ +
π

0

32cos31 xdx ; 
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02.28 ; ( )[ ]∫ +
1

0

32sin1 xdx 02.29 ∫
−
−5

2
3

4 1 xd
xx

x ; 02.30 . ( )∫
1

0

2 xdxtg

III) Найти площадь и периметр фигуры, ограниченной следующими линиями 
03.01 y =2 -x2, y = x2; 03.02 y =2 p x2, x = h, y =0; 

03.03 y = 4 x, x =1, x =4, y = 0; 03.04 y2 = 4 x2, x = 1; 

03.05 y = ( 4-x)2, x = 0, y = 0; 03.06 y = 4-x2, y = x2; 

03.07 y = 3-2x-x2, y = 0; 03.08 y2 =x2, y = 8, x > 0; 

03.09 x2-2y2= 0, y =- 8, 2 x -y-3=0; 03.10 2 x2 -8y2= 0, 2 x - y-6=0, x = 0; 

03.11 x2+2y =0, 5 x+2 y-4 =0; 03.12 x2-2y =0, x +2y-6 =0; 

03.13 x2-6 y =18, x-6 y-12 =0; 03.14 x2+2y =0, 2 x-y-3 =0; 

03.15 2 x+y2 =0, 2 x +5 y-6 =0; 03.16 2 x-y2 =0, 2 x-y-6 =0; 

03.17 4 x2-y2 =0, 2 x-y-6 =0, y =0; 03.18 y2 =3x, 5x +y -6 =0; 

03.19 6 x-y2= 0, 6 x +y+1=0; 03.20 x +y2= 0, x –2 y-3=0; 

03.21 y =x2, y =2-x2; 03.22 x =1, y = x2, y =1; 

03.23 y = x, y =x2; 03.24 y =x2, y = x; 

03.25 y =-x2, y = x; 03.26 y =2, y =x2; 

03.27 y =3x, y = x2; 03.28 y =1-5x, y =-x2; 

03.29 y =5x, y = x, x =1; 03.30 y = 2-x, y =x2. 
IV) Найти объём и площадь поверхности тела вращения, полученного вращением 
вокруг оси абсцисс функции f (x). Функция f (x) определена на отрезке [a,b]. 

04.01 y = 4-x2, [0,2] 04.02 y =2p x2, [p,2p] 04.03 x+ y2 =4, [1,3] 

04.04 y = 2 x2+1, [-5,5] 04.05 y =4-( 4-x)2, [2,6] 04.06 y = 4-x2, [-2,2] 

04.07 y =3-2x-x2, [-3,1] 04.08 y =x2, [2,4] 04.09 x2 -2y= 0, [1,3] 

04.10 2x2 -3y= 0, [0,2] 04.11 x2+2y =0, [1,2] 04.12 xy = , [0,5] 

04.13 x2-6y =0, [0,5] 04.14 2x-y-3 =0, [2,5] 04.15 2x+y2 =0, [-3,-1] 

04.16 2x-y-6 =0, [4,6] 04.17 2x-y2 =0, [4,6] 04.18 6x-y2= 0, [0,3] 

04.19 6x +y-12=0, [0,2] 04.20 x –2y+3=0, [-2,1] 04.21 y=2-x2, [-1,1] 

04.22 y=x, [0,2] 04.23 y=x3, [0,2] 04.24 xy = , [0,1] 

04.25 y=-x2, [0,1] 04.26 x2 y =1, [1,2] 04.27 y = 4-x2, [-2,2] 

04.28 xy = , [0,2] 04.29 x -3y2= 0, [0,1] 04.30 y=x2, [-1/4,1/4]. 
 

V) Вычислить несобственные интегралы или показать их расходимость. 
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