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Глава 1. Интегрирование функций комплексного переменного
Наиболее часто приходится иметь дело с интегралами от функций комплексного переменного вдоль кривых на комплексной плоскости.
1.1. Криволинейный интеграл от функции комплексного переменного
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Пример 1. Пусть 
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Следовательно, существование предела левой части при 
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 равносильно существованию двух пределов – предела первой суммы и предела второй суммы в правой части при 
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, т.е. существование интеграла от функции комплексного переменного по кривой  
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 – кусочно-гладкая кривая, 
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 функция, то эти криволинейные интегралы, как известно из математического анализа, существуют (криволинейные интегралы второго рода).Тогда 
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  (4.1)

С помощью  (4.1) вычисление интеграла от функции комплексного переменного по кривой сводится к вычислению действительных интегралов.

Пример 2. Вычислить 
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 обходится в направлении против часовой стрелки.  Уравнение окружности можно представить в виде 
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следовательно, интеграл 
[image: image46.wmf].

2

sin

2

lim

|

|

0

0

i

n

in

z

z

dz

n

z

z

p

=

p

=

-

¥

®

r

=

-

ò


Из формулы (4.1) следует, что основные свойства криволинейных интегралов второго рода справедливы и для криволинейных интегралов от функций комплексного переменного. Отметим некоторые из них.
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3.Аддитивность: 
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4.Оценка модуля: 
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Замечание 1. 
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Замечание 2. Теорема о среднем значении из математического анализа в простейшем виде утверждает, что если функция 
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комплексном случае это утверждение не верно. Рассмотрим интеграл
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Сведение контурного интеграла к вычислению определенного интеграла. Пусть кривая 
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Итак, если кривая 
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Пример 3.  
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Таким образом,  
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Пример 4. Пусть 
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1.2. Интегральная теорема Коши (основная теорема ТФКП)
В связи с последним примером возникает вопрос: при каких условиях значение контурного интеграла 
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Рис. 3
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Доказательство. По определению производной в точке 
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Рис. 4
В силу непрерывности 
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Замечание. Проведенное доказательство основано на двух свойствах функции 
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Упражнение. Любые две первообразные одной и той же функции отличаются на постоянное слагаемое. Следовательно, любая первообразная функции 
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Это позволяет сводить вычисление интеграла от аналитической функции к отысканию какой-либо первообразной.

Справедлива более общая теорема, чем теорема 1.
Теорема 3 (обобщенная интегральная теорема Коши для односвязной области). Если 
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Доказательство (схема). Так как функция 
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Замечание 1. Интегральную теорему Коши для односвязной области без оговорок нельзя распространить на неодносвязные области. Пусть область  
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Теорема 4 (интегральная теорема Коши для многосвязной области). Пусть 
[image: image212.wmf]C

Ì

D

 есть 
[image: image213.wmf])

1

(

+

n

-связная область (
[image: image214.wmf]N

Î

n

), ограниченная спрямляемыми замкнутыми жордановыми кривыми 
[image: image215.wmf]n

g

g

G

,

,

,

1

K

, причем 
[image: image216.wmf]n

g

g

,

,

1

K

 лежат внутри 
[image: image217.wmf]G

 (т.е. 
[image: image218.wmf]m

k

D

n

k

n

¹

Æ

=

g

Ç

g

g

È

È

g

È

G

=

¶

-

-

,

,

1

K

). И пусть функция 
[image: image219.wmf])

(

z

f

 аналитична в 
[image: image220.wmf]D

 и непрерывна в 
[image: image221.wmf]D

. Тогда,
[image: image222.wmf],

0

)

(

=

ò

¶

D

dz

z

f

 или, что то же самое,


[image: image223.wmf].

)

(

)

(

)

(

1

ò

ò

ò

g

g

G

+

+

=

n

dz

z

f

dz

z

f

dz

z

f

K


Доказательство. Соединим жордановыми спрямляемыми кривыми 
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Рис. 5
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Рассмотрим две замкнутые кривые:
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Так как 
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 – односвязные области, а функция 
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 аналитична в этих областях и непрерывна на их замыканиях, то по интегральной теореме Коши для односвязной области
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Сложим почленно равенства (4.2) с учетом (4.3); тогда интегралы 
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 Следовательно,
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Если учесть, что 
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Замечание. Интегральную теорему для многосвязной области называют еще теоремой о составном контуре.

Интегральное представление логарифма. Рассмотрим 
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.
1. Пусть 
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Рис. 6
2. Пусть 
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 – простой замкнутый контур, содержащий внутри себя точку 
[image: image257.wmf]0

=

z

. И пусть 
[image: image258.wmf]0

>

r

 такое, что окружность 
[image: image259.wmf]r

=

g

r

|

|

:

z

 лежит внутри 
[image: image260.wmf]g

.

                                   
[image: image261]
Рис. 7
Тогда по теореме 4  
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3. Обозначим 
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Рис. 8
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Рис. 9
Тогда  
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4. Пусть 
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 соединяет точки 1 и 
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Рис.10
Тогда    
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 Если же 
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1.3. Интегральная формула Коши и ее следствия
Из интегральной теоремы Коши вытекает одна из важнейших формул ТФКП – интегральная формула Коши.

Теорема 1. Пусть функция 
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Доказательство. Возьмем точку 
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Рис. 11
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Формула (4.4) будет доказана, если покажем
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Таким образом, при доказательстве формулы (4.4) вместо заданной кривой 
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 мы имеем право рассматривать окружность 
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 Следовательно, вместо (4.6) достаточно установить справедливость равенства
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то есть установить, что 
[image: image325.wmf])

(

0

e

d

=

d

$

>

e

"

, что при 
[image: image326.wmf])

(

e

d

<

r

 будет выполняться неравенство


[image: image327.wmf].

)

(

2

)

(

e

<

p

-

-

z

z

z

ò

r

g

z

f

i

z

d

f

 (4.8)

Заметим, что  
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 Тогда левую часть (4.8) представим в виде
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По непрерывности 
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 Теорема доказана.
Формула (4.4) называется интегральной формулой Коши, а выражение  
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Теорема 2. Пусть 
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Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.

Формула (4.9) называется (обобщенной) интегральной формулой Коши.

Замечание 1. По интегральной формуле Коши (4.9) значения функции 
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Замечание 2. Если точка 
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Пример. Вычислить 
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Рис. 12
\Так как 
[image: image358.wmf]))

)(

/((

1

)

1

/(

1

2

i

z

i

z

z

+

-

=

+

, то, положив 
[image: image359.wmf])

/(

1

)

(

i

z

z

f

+

=

 (ведь 
[image: image360.wmf])

int

(

)

(int

g

Ç

g

Î

C

H

f

), применим интегральную формулу Коши в виде
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Средние значения чисел, функции, производной. Средним для чисел 
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 – квадратичное среднее.

Средним значением функции (действительной) обычно называют число, заключенное между наименьшим и наибольшим его значениями. В дифференциальном и интегральном исчислении имеется ряд «теорем о среднем», устанавливающих существование таких точек, в которых функция или ее производная получают то или иное среднее значение. Наиболее важной теоремой о среднем в дифференциальном исчислении является теорема Лагранжа (теорема о конечном приращении):
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В интегральном исчислении  важной теоремой о среднем  следующая: если 
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Под средним значением функции 
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Теорема 3 (теорема о среднем). Пусть функция 
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Доказательство. По интегральной формуле Коши имеем:
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Замечание. Теорема о среднем справедлива и для гармонических функций.

1.4. Интеграл типа Коши
Пусть 
[image: image393.wmf]g

 – спрямляемая кривая (необязательно замкнутая), 
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называется интегралом типа Коши. Ясно, что 
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Теорема 1. Интеграл типа Коши определяет функцию
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Доказательство. Пусть 
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Преобразуем выражение в скобках:
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Тогда   
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  Покажем, что второй интеграл – ограниченная величина. Функция 
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Будем считать, что 
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Рис. 13
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а по свойствам интеграла   
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Упражнение*. Доказать формулу (4.11) при 
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Указание. Оценить разность
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Замечание. Если в интеграле типа Коши 
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разбивает плоскость на несколько областей (в частности, если 
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 – простая замкнутая кривая, то она разбивает плоскость на две области: 
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Следствие 1 (формулы Коши для производных аналитической функции – 1).

Если функция 
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где 
[image: image450.wmf]g

 – спрямляемая замкнутая простая кривая, принадлежащая 
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 вместе с внутренностью и содержащая внутри себя точку 
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Следствие 2 (формулы Коши для производных аналитической функции – 2).
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Эти следствия можно сформулировать и так: производная аналитической функции также является аналитической функцией. Формулы (4.11′) и (4.11′′) называются формулами Коши для производных.

Замечание. Гармоническая в области функция имеет в этой области частные производные любого порядка, которые также являются гармоническими функциями.
Теорема Мореры. Если функция 
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Доказательство. Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом   
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   Из условия теоремы следует, что этот интеграл не зависит от кривой, соединяющей точки 
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Неравенство Коши для производных. Пусть функция 
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Обозначим 
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Таким образом, 
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 Для более точной оценки следует исследовать правую часть как функцию 
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Теорема Лиувилля. Если целая функция ограничена по модулю, то она тождественно постоянна.

Доказательство. Пусть 
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Следствие (основная теорема алгебры). Многочлен
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имеет хотя бы один комплексный нуль.

Доказательство. От противного – пусть 
[image: image495.wmf]C

Î

¹

z

z

P

n

,

0

)

(

. Тогда


[image: image496.wmf])

(

1

)

(

z

P

z

f

n

=

 – целая функция. Так как 

[image: image497.wmf],

|

)

(

|

0

1

1

1

¥

®

+¥

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+

=

-

-

z

z

a

z

a

z

a

a

z

z

P

n

n

n

n

n

n

при

K


то есть 
[image: image498.wmf],

0

|

)

(

|

¥

®

®

z

z

f

при

 то существует такая окружность 
[image: image499.wmf]R

z

R

=

g

|

|

:

, что 
[image: image500.wmf]const

z

f

£

|

)

(

|

   для 
[image: image501.wmf]R

z

z

>

|

|

:

. Обозначим 
[image: image502.wmf].

|

)

(

|

max

int

z

f

M

R

z

g

Î

=

 Тогда 
[image: image503.wmf]C

Î

+

£

z

M

z

f

,

1

|

)

(

|

. По теореме Лиувилля 
[image: image504.wmf]const

)

(

º

z

f

; 
[image: image505.wmf],

)

(

1

)

(

z

P

z

f

n

=

 то и 
[image: image506.wmf]const

)

(

º

z

P

n

 – противоречие.
Глава 2. Ряды аналитических функций
2.1. Функциональные ряды
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 Отсюда на основании теоремы 1 имеем равномерную и абсолютную сходимость ряда (5.1) на 
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Непрерывность суммы ряда. Возможность почленного интегрирования.
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Теорема 4. Пусть 
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Доказательство. По предыдущей теореме сумма ряда – функция 
[image: image579.wmf])

(

z

s

 – непрерывна на 
[image: image580.wmf]g

. Следовательно, она интегрируема по кривой 
[image: image581.wmf]g

. По свойствам интеграла и в силу равномерной сходимости

[image: image582.wmf].

|

)

(

)

(

|

)

(

)

(

e

=

e

<

-

£

-

g

g

g

g

g

ò

ò

ò

l

l

dl

z

s

z

s

dz

z

s

dz

z

s

n

n


Замечание 1. Часто теорему о возможности почленного интегрирования функционального ряда приходится применять в следующей ситуации. Пусть члены ряда (5.2) непрерывны в некоторой области 
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 и ряд сходится равномерно на каждом ограниченном замкнутом множестве точек этой области. Тогда ряд (5.2) можно почленно интегрировать вдоль любой спрямляемой кривой 
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, лежащей в области 
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.
Замечание 2. В комплексном анализе равномерная сходимость функционального ряда на каждом ограниченном замкнутом множестве некоторой области 
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 (в отличие от равномерной сходимости в области 
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Упражнение*. Сходимость неравномерная.

Упражнение**. Тем не менее, он равномерно сходится внутри единичного круга (см. [1] С. 258 – 262).
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Теорема 5 (первая теорема Вейерштрасса – теорема Вейерштрасса о равномерно сходящихся рядах аналитических функций). Пусть функции 
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По интегральной формуле Коши 
[image: image619.wmf],

)

(

)

(

2

1

z

f

z

t

dt

t

f

i

n

n

=

-

p

ò

g

 следовательно, формула (5.5) перепишется в виде 
[image: image620.wmf])

(

)

(

2

1

z

f

z

t

dt

t

f

i

=

-

p

ò

g

 – непрерывная в 
[image: image621.wmf]D

 функция 
[image: image622.wmf]f

 представлена интегралом типа Коши. Отсюда следует аналитичность функции 
[image: image623.wmf])

(

z

f

 в точке 
[image: image624.wmf]0

z

, а так как 
[image: image625.wmf]0

z

 – произвольная точка области 
[image: image626.wmf]D

, то тем самым доказана аналитичность 
[image: image627.wmf])

(

z

f

 всюду в 
[image: image628.wmf]D

.

Аналогично, по теореме 4 
[image: image629.wmf]g

Î

"

int

z



[image: image630.wmf].

)

(

)

(

2

!

)

(

)

(

2

!

1

1

1

å

ò

ò

¥

=

g

+

g

+

-

p

=

-

p

n

k

n

k

z

t

dt

t

f

i

k

z

t

dt

t

f

i

k

 (5.6)

Из формул для производных интеграла типа Коши и (5.6) следует справедливость (5.4) в любой точке 
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[image: image637]
Рис. 15
Из равномерной сходимости ряда (5.3) в замкнутом круге 
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Для остатка ряда в правой части (5.4) с учетом формулы для производных интеграла типа Коши получим
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Отсюда с учетом (5.7) получаем, что для всех 
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 (5.8)

Неравенство (5.8) означает равномерную сходимость ряда в правой части (5.4) в круге 
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 с центром в произвольной точке 
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. На основании леммы Гейне – Бореля заключаем, что указанный ряд равномерно сходится на 
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2.2. Степенные ряды
В ТФКП наиболее важный класс функциональных рядов образуют степенные ряды:
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 (5.9)
где 
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 – есть целая функция, т.е. функция, аналитическая на всей плоскости 
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Нас интересует множество точек сходимости степенного ряда (5.10). Это множество точек сходимости степенного ряда (5.10). Это множество не пусто – ведь любой степенной ряд (5.10) (т.е. какими бы ни были коэффициенты 
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Тогда
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– необходимое условие сходимости ряда (5.10).

Пример 1. Для ряда  
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 нарушено необходимое условие сходимости ряда. Следовательно, множество точек сходимости данного ряда состоит из единственной точки 
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Пример 2. Для  
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Пример 3. Геометрический ряд 
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сходится в единичном круге 
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При изучении структуры множества точек сходимости степенных рядов, как нам известно из математического анализа, важную роль играет следующая теорема.

Теорема 1 (первая теорема Абеля). Если степенной ряд (5.10) сходится в точке 
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Доказательство. Ввиду сходимости ряда (5.10) в точке 
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 (5.11) (все члены ряда ограничены). Возьмем произвольную точку 
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где 
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 сходится. Отсюда и следует абсолютная сходимость ряда (5.10) в точке 
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Лемма. Для степенного ряда (5.10) существует такое число 
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Доказательство. Если ряд (5.10) сходится лишь в одной точке 
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Пусть теперь существуют точки 
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 ту половину, на левом конце которого ряд (5.10) сходится, а на правом – расходится. Этот процесс продолжим неограниченно. По принципу вложенных отрезков, длины которых стремятся к нулю, существует единственная точка, принадлежащая всем отрезкам 
[image: image701.wmf]...

,

2

,

1

,

=

n

I

n

 Это число и есть 
[image: image702.wmf]R

.

Итак, для каждого степенного ряда (5.10) существует окружность 
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 называется радиусом сходимости степенного ряда (5.10), а круг 
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 – кругом сходимости степенного ряда (5.10).

Теорема 2 (теорема Коши  Адамара). Радиус сходимости 
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 степенного ряда (5.10) определяется формулой 
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Доказательство. Очевидно, что 
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 Это означает, что последовательность 
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 откуда и следует (по признаку Вейерштрасса) абсолютная сходимость ряда (5.10) на всей комплексной плоскости 
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Тогда при взятом 
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 Таким образом,
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Это и гарантирует абсолютную сходимость ряда (5.10) при 
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– нарушено необходимое условие сходимости ряда. Значит, ряд (5.10) расходится при 
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Замечание 1. В точках границы круга сходимости степенной ряд (5.10) может вести себя по-разному (в смысле сходимости).
Пример 4. Рассмотрим ряд 
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Упражнение**. Показать, что для 
[image: image761.wmf]1

0

:

£

a

<

a

 ряд 
[image: image762.wmf]å

¥

=

a

+

1

/

1

n

n

n

z

 сходится во всех точках единичной окружности, кроме 
[image: image763.wmf]1

=

z

.

Указание. См. [3] С. 136- 137. 
Замечание 2 (об арифметических действиях над степенными рядами).

Пусть 
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 В каждой точке круга 
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а также их произведение
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радиусы сходимости полученных рядов не меньше, чем 
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2.3. Ряд Тейлора

Рассмотрим степенной ряд  
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 (5.13). Так как данный ряд сходится равномерно в любом замкнутом круге 
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Полагая 
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Определение. Ряд
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называется рядом Тейлора функции 
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После данного определения можем сказать, что каждый степенной ряд является рядом Тейлора своей суммы. Имеет место и обратное утверждение.
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Рис. 16
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сходится равномерно на 
[image: image810.wmf]d

g

 (относительно 
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). Равномерно будет сходиться и ряд, полученный из (5.18) умножением на функцию 
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Значит, ряд (5.19) можем почленно интегрировать на 
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где 
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Мы получили разложение аналитической в области 
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 функции в степенной ряд (ряд Тейлора!), сходящийся в круге 
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Следствие (теорема единственности разложения в степенной ряд). Для всякой функции 
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Замечание. Функция 
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Теория аналитических функций: различные точки зрения. При построении теории аналитических функций можно отправиться от различных, эквивалентных между собой, определений аналитической в области функции. Итак, пусть 
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1. (О. Коши) Функция 
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 называется аналитической в области 
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3. (У. Осгуд). 
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4. (К. Вейерштрасс). 
[image: image848.wmf]Û

Î

)

(

D

H

f

 
[image: image849.wmf])

(

z

f

 разлагается в степенной ряд в окрестности каждой точки 
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Понятие особой точки. Степень сложности строения аналитической функции определяется ее особыми точками – точками потери голоморфности. Общее определение особой точки аналитической функции довольно тяжеловесно, а само понятие во всей его общности используется редко.

Определение. Точка 
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Теорема 1 утверждает, что если 
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Определение. Точка 
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Теорема 2. На окружности круга сходимости степенного ряда лежит хотя бы одна особая точка ее суммы.
Доказательство. Пусть
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Рис. 17
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Эту теорему иногда удобнее использовать в другой формулировке.

Теорема 2′. Радиус  ряда Тейлора
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Примерами особых точек являются точки разрыва функции, точки ветвления. Наиболее важным классом особых точек являются так называемые изолированные особые точки. Все элементарные функции и большинство специальных функций (не являющихся элементарными) имеют только такие особенности.
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Пример. Найти радиус ряда Тейлора
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Рис. 18
Упражнение. Найти коэффициенты 
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Разложение некоторых элементарных функций в степенной ряд. По теореме 1 функция 
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Аналогично, 
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3. Рассмотрим ряд 
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(интегрирование степенного ряда не меняет радиуса сходимости).Но
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4. Рассмотрим функцию 
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– биномиальный ряд.

Свойство единственности аналитической функции.
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Перейдя к пределу при 
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Рис. 19
По теореме единственности разложения в степенной ряд (следствие из теоремы 1) 
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Рис.20
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Упражнение*. Завершить доказательство.

Замечание 1. В качестве  
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Замечание 3.
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Замечание 4. В теореме единственности условие, что предельная точка множества 
[image: image1008.wmf]E

 – внутренняя точка области, существенно.

Пример. Функции 
[image: image1009.wmf]z

z

f

/

1

sin

)

(

=

 и 
[image: image1010.wmf]z

z

g

/

1

sin

)

(

2

=

 аналитичны в области 
[image: image1011.wmf]}

0

{

\

C

=

D

. В точках 
[image: image1012.wmf]...,

,

2

,

1

,

/

1

±

±

=

p

=

k

k

z

k

 они совпадают: 
[image: image1013.wmf])

(

)

(

k

k

z

g

z

f

=

 и 
[image: image1014.wmf]0

=

z

 – предельная точка множества 
[image: image1015.wmf]...}

,

2

,

1

:

/

1

{

±

±

=

p

=

=

k

k

z

E

k

. Но 
[image: image1016.wmf]D

z

z

g

z

f

Î

¹

,

)

(

)

(

 (точка 
[image: image1017.wmf]0

=

z

 – граничная точка области 
[image: image1018.wmf]D

).
Нули аналитической функции
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Так как 
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Упражнение. Может ли аналитическая во всей плоскости 
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2.4. Принцип максимума модуля
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По теореме о среднем
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Доказательство следует из принципа максимума для функции 
[image: image1131.wmf])

(

/

1

z

f

.

Теорема 2 (вторая теорема Вейерштрасса). Пусть 
[image: image1132.wmf]D

 – область в 
[image: image1133.wmf]C

 и функции 
[image: image1134.wmf]...

,

2

,

1

,

:

=

®

n

D

f

n

C

, аналитичны в 
[image: image1135.wmf]D

 и непрерывны в 
[image: image1136.wmf]D

 (
[image: image1137.wmf]D

D

D

¶

È

=

). Если ряд


[image: image1138.wmf]å

¥

=

=

+

+

+

+

1

2

1

)

(

...

)

(

...

)

(

)

(

n

n

n

z

f

z

f

z

f

z

f


сходится равномерно на границе 
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Так как конечная сумма 
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является необходимым и достаточным для равномерной сходимости данного ряда в замкнутой области 
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Замечание. По первой теореме Вейерштрасса сумма ряда
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Глава 3. Ряды Лорана. Изолированные особые точки
Рассмотрим функциональный ряд
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– ряд по целым отрицательным степеням 
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аналитична во всех точках 
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Наряду с (6.1) рассмотрим степенной ряд


[image: image1167.wmf],

)

(

0

0

å

¥

=

-

n

n

n

z

z

a

 (6.3)

сходящийся в круге 
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Если 
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3.1. Теорема Лорана
Теорема 1 (теорема Лорана). Аналитическая в кольце 
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где
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сходится равномерно (относительно 
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сходится равномерно (относительно 
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Так как подынтегральная функция 
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Замечание 3. Как и для рядов Тейлора, справедливо свойство единственности разложения в ряд Лорана аналитической в данном кольце функции.
Практические приемы разложения в ряд Лорана
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Следовательно,
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Пример 4.
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[image: image1260]
Рис. 25
Замечание. Примеры 1, 3, 4 – три различных разложения в ряд Лорана одной и той же функции. Однако это не противоречит свойству единственности разложения – ведь разложения проведены в различных кольцах.

Упражнение. Представить функцию из примера 1 в виде ряда по степеням 
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Наиболее важным классом особых точек являются изолированные особые точки – ведь все элементарные функции и большинство специальных функций имеют только такие особенности. Мы займемся изолированными особыми точками однозначного характера (бывают и многозначного характера – например, 
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Определение. Изолированная особая точка однозначного характера 
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то есть обращается в степенной ряд по степеням 
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– в достаточно малой проколотой окрестности устранимой особой точки функция ограничена.

Верно и обратное утверждение: если функция ограничена в проколотой окрестности изолированной особой точки, то эта точка является устранимой особой точкой.

Действительно, для коэффициентов 
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нас интересуют номера 
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Таким образом, условие (6.12) является признаком устранимой особой точки 
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то есть главная часть лорановского разложения имеет конечное число членов. Число 
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В правой части (6.14) стоит степенной ряд. Следовательно, точка 
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Отсюда заключаем, что 
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Значит,
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В полюсе функция обращается в бесконечность. Верно и обратное утверждение. Сначала докажем следующую теорему.

Теорема 2 (связь между нулем и полюсом). Если точка 
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то есть
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Значит,


[image: image1359.wmf],

)

(

)

(

)

(

1

)

(

1

)

(

1

0

0

m

m

z

z

z

z

z

z

z

f

-

y

=

j

×

-

=


причем функция 
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то есть
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– это и означает, что 
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Пусть теперь 
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(после устранения особенности у 
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и, как и выше,


[image: image1375.wmf].

0

)

(

,

...

)

)(

(

)

)(

(

)

(

1

0

1

0

0

0

0

¹

F

+

-

F

¢

+

-

F

=

-

z

z

z

z

z

z

z

z

f

m

m


Отсюда следует, что точка 
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Вернемся к (6.17). Из теоремы 2 следует

Утверждение. Если функция обращается в 
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Доказательство. От противного, с учетом теоремы о связи между нулем и полюсом.

Поведение функции в проколотой окрестности существенно особой точки характеризует следующая теорема.

Теорема Сохоцкого (Сохоцкий Ю.В., Казорати Ф., Вейерштрасс К.). Пусть 
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то утверждение доказано (надо взять 
[image: image1409.wmf]...

,

2

,

1

,

/

1

,

/

1

=

=

d

=

e

n

n

n

n

n

).
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Тогда функция
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Замечание. Теорема Сохоцкого справедлива и в случае, когда особая точка 
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Упражнение*. Доказать.
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где положено 
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Целая функция. Мероморфная функция
Вспомним

Определение. Функция, аналитическая во всей плоскости 
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Функция, не являющаяся алгебраической, называется трансцендентной.
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Замечание. Функция 
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Глава 4. Теория вычетов
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Замечание 3. Обозначим 
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Тогда
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(при обходе 
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Теорема 1 (основная теорема о вычетах). Пусть функция 
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Доказательство. Возьмем окружности 
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Теорема 2. Пусть 
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 (7.3)
Доказательство.
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Обозначим 
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Если доопределить функцию 
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Отсюда и следует (7.3).

Замечание. Если 
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Следствие (важный частный случай). Пусть 
[image: image1609.wmf]0

z

 – простой полюс функции 
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Доказательство. По формуле (7.3)
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Итак:

теорема 1 – задача о вычислении контурного интеграла сводится к нахождению вычетов функции в изолированных особых точках;

теорема 2 – если все особые точки функции полюсы, то нахождение вычетов сводится к дифференцированию.

Отметим, что формула (7.3) непригодна для нахождения вычета в бесконечно удаленной точке.

Теорема 3 (теорема о сумме вычетов в расширенной комплексной плоскости). Пусть функция 
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– сумма ее вычетов во всех особых точках (включая и бесконечно удаленную точку) равна нулю.

Доказательство. Возьмем окружность 
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что равносильно (7.6).

Формула (7.3) непригодна и для случая, когда 
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– ее лорановское разложение в проколотой окрестности точки 
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Если 
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– ее лорановское разложение в проколотой окрестности бесконечно удаленной точки, то
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Доказательство. Пусть 
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Так как
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(при 
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 ряд (7.7) можно почленно интегрировать).

Теперь рассмотрим 
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4.1. Вычисление определенных интегралов с помощью вычетов
Общая схема вычисления определенных интегралов с помощью вычетов состоит в том, что отрезок действительной оси – промежуток интегрирования – отображается на некоторую кривую в комплексной плоскости (чаще всего на замкнутый контур); затем рассматривается интеграл по этой кривой от функции комплексного переменного, являющейся продолжением исходной подынтегральной функции.

1. Интегралы вида 
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то интеграл (7.9) принимает вид
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и по основной теореме о вычетах
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(вычеты берутся относительно особых точек, лежащих в круге 
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Заметим, что подынтегральная функция в (7.10) будет рациональной функцией от 
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Положив 
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Особыми точками подынтегральной функции являются нули знаменателя 
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2. Интегралы вида 
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Сначала докажем следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть функция 
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Тогда
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где 
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Доказательство. Имеем
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Замечание 1. Если условия леммы выполнены в некотором секторе 
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(вычеты берутся относительно особых точек 
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Замечание 1. Если 
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Замечание 2. Лемма Жордана остается справедливой, когда 
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(вычеты берутся относительно особых точек 
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Рис. 29
По основной теореме о вычетах
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По лемме Жордана
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Замечание 1. Условия теоремы 6 выполняются, в частности, для
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Замечание 2. Так как 
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Отделяя действительную и мнимую части в формуле (7.18), получим
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В частности,
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4. Вычисление контурных интегралов, когда особые точки лежат на пути интегрирования

Иногда удается воспользоваться изложенным методом, обходя особые точки по полуокружностям малого радиуса 
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Рис. 30
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подынтегральная функция является непрерывной функцией параметра 
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По лемме Жордана
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Таким образом,
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Замечание. 
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Этот интеграл является примером сходящегося, но не абсолютно сходящегося, несобственного интеграла.

4.2. Принцип аргумента. Теорема Руше
В математическом анализе выражение
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Следовательно,
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Если же 
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Тогда
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Теореме 7 можно дать удобную геометрическую интерпретацию.

Следствие (принцип аргумента). При выполнении условий теоремы 7 формулу (7.21) можно записать так:
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Сформулируем еще раз

Принцип аргумента – разность между числом нулей и числом полюсов функции 
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Пример.
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Теорема 8 (теорема Руше). Пусть функции 
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Тогда функции 
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отсюда следует, что
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Покажем, что 
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Это значит, что вектор 
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Пример. Найти число корней уравнения
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На окружности 
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Глава 5. Элементы операционного исчисления
Операционное исчисление – один из методов математического анализа, позволяющий в ряде случаев свести дифференциальные уравнения (обыкновенные и в частных производных) и некоторые интегральные уравнения к алгебраическим уравнениям.
5.1. Преобразование Лапласа
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Замечание 1. Пусть функция 
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Замечание 2. Одностороннее преобразование Лапласа аналогично степенному ряду; для него существует полуплоскость сходимости – понятие, аналогичное кругу сходимости степенного ряда. Двустороннее преобразование Лапласа аналогично ряду Лорана – его областью сходимости является полоса 
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– интеграл Лапласа сходится, причем абсолютно, в полуплоскости 
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полученная оценка свидетельствует о существовании 
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Замечание 1. Функция 
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В дальнейшем функцию 
[image: image2021.wmf])

(

t

f

 будем называть оригиналом при выполнении условий 01) – 03). Простейшим примером оригинала является единичная функция (функция Хевисайда)


[image: image2022.wmf]î

í

ì

³

<

=

q

0

,

1

,

0

,

0

)

(

t

t

t


(другие обозначения: 
[image: image2023.wmf])

(

1

,

)

(

t

t

h

)

О. Хевисайд (1850 – 1925), английский инженер и физик; в 1892 г. опубликовал работы по применению методов операционного исчисления к решению задач теории распространения электрических колебаний в проводах.
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Свойства преобразования Лапласа
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Свойство 2 (теорема подобия). Для любого 
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Свойство 3 (дифференцирование оригинала). Если 
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Доказательство. 
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так как в силу 03)
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Пример 4. Найти решение дифференциального уравнения 
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Свойство 4 (дифференцирование изображения).
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Доказательство. (8.6) – это формула (8.3) в теореме 1.
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Свойство 5 (интегрирование оригинала).
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Пример 5. Решить систему
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. Система уравнений в изображениях будет иметь вид
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Отыскание оригинала по заданному изображению

Оказывается, если 
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Свойство 6 (теорема обращения). Пусть функция 
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Замечание 1. Оригинал 
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Замечание 2. В общем случае теорему обращения применить трудно, так как интеграл для вычисления сложный (см. [4], С. 444 – 447).

Мы рассмотрим ситуацию, когда 
[image: image2145.wmf])

(

p

F

 аналитична в (проколотой) окрестности бесконечно удаленной точки 
[image: image2146.wmf]¥

=

p

.

1-й частный случай (первая теорема разложения). Пусть 
[image: image2147.wmf])

(

p

F

 аналитична в окрестности 
[image: image2148.wmf]¥

=

p

 и 
[image: image2149.wmf]0

)

(

=

¥

F

, т.е.


[image: image2150.wmf].

)

(

1

å

¥

=

=

n

n

n

p

c

p

F


Тогда


[image: image2151.wmf].

!

)

(

0

1

å

¥

=

+

=

n

n

n

t

n

c

t

f


Доказательство. Умножим последний ряд на 
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2-й частный случай (вторая теорема разложения). Пусть 
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Доказательство.
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Рис. 34
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Замечание. Если 
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| неправильная рациональная дробь не может служить изображением (см. теорему 1).
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Пример.
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Свойство 8 (теорема запаздывания). Если 
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Замечание. Это свойство оказывается очень важным при исследовании импульсных процессов (сигналов) в радиоэлектронике.
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Рис. 35
Свойство 9 (теорема смещения (затухания изображения)). Если 
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Доказательство.
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Свойство 10 (теорема умножения изображений). Если 
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Доказательство. Убедимся, что интеграл в правой части является оригиналом. Свойства 01) и 02) очевидны, а выполнение условия 03) следует из оценки
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Рис. 36
(порядок интегрирования можно изменить, т.к. двойной интеграл сходится абсолютно при 
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Замечание. Интеграл в правой части формулы (8.7) называется сверткой функций 
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свойство 10 называется изображением свертки.

Решение некоторых интегральных уравнений

Будем рассматривать линейные интегральные уравнения Вольтерры 1-го рода и 2-го рода:
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– соответствующее уравнение в изображениях.

Пример. Решить интегральное уравнение
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Переходя к изображениям, получаем
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Соответствующее уравнение в изображениях:
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Пример. Решить уравнение

[image: image2252.wmf].

)

(

)

(

)

sin(

)

(

0

ò

j

-

+

=

j

t

du

u

u

t

t

t



[image: image2253.wmf],

1

1

1

1

2

1

)

1

)(

1

(

)

(

,

)

(

1

1

1

)

(

2

2

2

2

2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

+

-

=

F

F

+

+

=

F

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p



[image: image2254.wmf].

)

sin

sh

(

2

1

)

(

t

t

t

+

=

j


Литература
1. Маркушевич А.И. Теория аналитических функций. Т.1. СПб.: Лань, 2009. 486 с.

2. Фихтенгольц Г.М. Курс дифференциального и интегрального исчисления. Т.2. М.: ФМЛ, 2003. 864 с.
3. Маркушевич А.И. Краткий курс теории аналитических функций. М.: Мир, 2013. 422 с.

4. Сидоров Ю.В., Федорюк М.В., Шабунин М.И. Лекции по ТФКП. 3-е изд., 1989. 478 с.
Александр Львович Калашников

Геннадий Владимирович Потёмин

Викторий Николаевич Филиппов

КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ  
Часть 2. Интегральное исчисление

Учебно-методическое пособие

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение

высшего образования

«Национальный исследовательский Нижегородский государственный

университет им. Н.И. Лобачевского».

603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23.

� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���











� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





нецов                                                        ���������������������������������������������������������������� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





~





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








PAGE  
3

[image: image2257.wmf]k

z

[image: image2258.wmf]0

)

(

z

z

=

a

[image: image2259.wmf]n

z

z

=

b

)

(

[image: image2260.wmf][image: image2261.wmf]1

g

[image: image2262.wmf]2

g

[image: image2263.wmf])

(

z

[image: image2264.wmf]i

[image: image2265.wmf]0

[image: image2266.wmf]1

[image: image2267.wmf]2

[image: image2268.wmf]1

g

[image: image2269.wmf]z

[image: image2270.wmf]0

z

[image: image2271.wmf]2

g

[image: image2272.wmf]z

[image: image2273.wmf]0

z

[image: image2274.wmf]z

z

D

+

[image: image2275.wmf]D

[image: image2276.wmf]G

[image: image2277.wmf]G

¢

¢

[image: image2278.wmf]1

d

[image: image2279.wmf]2

d

[image: image2280.wmf]3

d

[image: image2281.wmf]1

g

¢

[image: image2282.wmf]1

g

¢

¢

[image: image2283.wmf]2

g

¢

¢

[image: image2284.wmf]2

g

¢

[image: image2285.wmf]G

¢

[image: image2286.wmf])

(

z

[image: image2287.wmf]g

[image: image2288.wmf]0

[image: image2289.wmf]0

[image: image2290.wmf])

(

z

[image: image2291.wmf]r

[image: image2292.wmf]r

g

[image: image2293.wmf]g

[image: image2294.wmf]0

[image: image2295.wmf]1

[image: image2296.wmf]z

[image: image2297.wmf]0

[image: image2298.wmf]1

[image: image2299.wmf]z

[image: image2300.wmf]|

|

z

[image: image2301.wmf]z

[image: image2302.wmf]0

[image: image2303.wmf]1

[image: image2304.wmf]a

[image: image2305.wmf]b

[image: image2306.wmf]z

[image: image2307.wmf]z

[image: image2308.wmf]r

g

[image: image2309.wmf]g

[image: image2310.wmf]g

[image: image2311.wmf]D

[image: image2312.wmf]g

[image: image2313.wmf]i

2

[image: image2314.wmf]i

[image: image2315.wmf]g

[image: image2316.wmf]z

[image: image2317.wmf]z

z

D

+

[image: image2318.wmf]D

[image: image2319.wmf]0

z

[image: image2320.wmf]g

[image: image2321.wmf]D

[image: image2322.wmf]K

[image: image2323.wmf]0

z

[image: image2324.wmf]d

2

[image: image2325.wmf]D

[image: image2326.wmf]z

[image: image2327.wmf]0

z

[image: image2328.wmf]d

[image: image2329.wmf]r

[image: image2330.wmf]0

z

[image: image2331.wmf]z

[image: image2332.wmf]z

R

[image: image2333.wmf]i

-

[image: image2334.wmf]2

/

p

[image: image2335.wmf]2

/

p

-

[image: image2336.wmf]D

[image: image2337.wmf]0

z

[image: image2338.wmf]r

[image: image2339.wmf]D

[image: image2340.wmf]0

z

[image: image2341.wmf]*

z

[image: image2342.wmf]d

[image: image2343.wmf]1

D

[image: image2344.wmf]2

D

[image: image2345.wmf]z

[image: image2346.wmf]r

[image: image2347.wmf]R

[image: image2348.wmf]0

z

[image: image2349.wmf]1

g

[image: image2350.wmf]1

G

[image: image2351.wmf])

(

z

[image: image2352.wmf]1

[image: image2353.wmf]0

[image: image2354.wmf]2

[image: image2355.wmf]0

[image: image2356.wmf]2

[image: image2357.wmf]1

[image: image2358.wmf]2

[image: image2359.wmf])

(

z

[image: image2360.wmf]1

z

[image: image2361.wmf]2

z

[image: image2362.wmf]n

z

[image: image2363.wmf]n

g

[image: image2364.wmf]1

g

[image: image2365.wmf]2

g

[image: image2366.wmf])

(

z

[image: image2367.wmf]0

[image: image2368.wmf]R

[image: image2369.wmf]R

-

[image: image2370.wmf]1

[image: image2371.wmf]0

[image: image2372.wmf]2

/

p

[image: image2373.wmf]R

[image: image2374.wmf]R

-

[image: image2375.wmf]iR

[image: image2376.wmf]R

[image: image2377.wmf]r

[image: image2378.wmf]r

-

[image: image2379.wmf]0

[image: image2380.wmf]r

g

[image: image2381.wmf]R

G

[image: image2382.wmf]R

-

[image: image2383.wmf])

(

z

[image: image2384.wmf]G

[image: image2385.wmf]G

[image: image2386.wmf])

(

w

[image: image2387.wmf]0

z

[image: image2388.wmf])

0

(

z

f

[image: image2389.wmf])

(

0

z

f

[image: image2390.wmf])

(

0

z

f

[image: image2391.wmf])

(

w

[image: image2392.wmf])

(

w

[image: image2393.wmf])

(

z

[image: image2394.wmf]0

[image: image2395.wmf]4

[image: image2396.wmf]p

-

[image: image2397.wmf]p

[image: image2398.wmf]R

G

[image: image2399.wmf]s

[image: image2400.wmf]s

[image: image2401.wmf]R

[image: image2402.wmf]R

G

¢

[image: image2403.wmf]0

[image: image2404.wmf]a

[image: image2405.wmf]0

s

[image: image2406.wmf]R

i

s

[image: image2407.wmf]R

i

s

-

[image: image2408.wmf]f

[image: image2409.wmf]f

[image: image2410.wmf]t

[image: image2411.wmf]t

[image: image2412.wmf]0

[image: image2413.wmf]t

[image: image2414.wmf]t

[image: image2415.wmf]u

[image: image2416.wmf]t

u

=

[image: image2417.wmf]0

[image: image2418.wmf]D

[image: image2419.wmf]_1500487992.unknown

_1501705388.unknown

_1503004361.unknown

_1504894886.unknown

_1504898031.unknown

_1504898373.unknown

_1504898666.unknown

_1504898837.unknown

_1504899305.unknown

_1551517282.unknown

_1551519006.unknown

_1551522630.unknown

_1551522771.unknown

_1640707180.unknown

_1551521316.unknown

_1551517344.unknown

_1504899407.unknown

_1504899505.unknown

_1504899529.unknown

_1504899538.unknown

_1504899515.unknown

_1504899416.unknown

_1504899332.unknown

_1504899398.unknown

_1504899318.unknown

_1504899246.unknown

_1504899275.unknown

_1504899298.unknown

_1504899254.unknown

_1504898883.unknown

_1504898899.unknown

_1504898865.unknown

_1504898756.unknown

_1504898793.unknown

_1504898829.unknown

_1504898784.unknown

_1504898730.unknown

_1504898745.unknown

_1504898675.unknown

_1504898530.unknown

_1504898617.unknown

_1504898632.unknown

_1504898655.unknown

_1504898624.unknown

_1504898584.unknown

_1504898609.unknown

_1504898574.unknown

_1504898458.unknown

_1504898504.unknown

_1504898521.unknown

_1504898494.unknown

_1504898393.unknown

_1504898450.unknown

_1504898383.unknown

_1504898208.unknown

_1504898302.unknown

_1504898333.unknown

_1504898346.unknown

_1504898312.unknown

_1504898260.unknown

_1504898271.unknown

_1504898217.unknown

_1504898142.unknown

_1504898189.unknown

_1504898201.unknown

_1504898167.unknown

_1504898048.unknown

_1504898130.unknown

_1504898040.unknown

_1504897396.unknown

_1504897894.unknown

_1504897992.unknown

_1504898008.unknown

_1504898023.unknown

_1504898000.unknown

_1504897945.unknown

_1504897983.unknown

_1504897934.unknown

_1504897827.unknown

_1504897871.unknown

_1504897885.unknown

_1504897862.unknown

_1504897786.unknown

_1504897816.unknown

_1504897777.unknown

_1504897181.unknown

_1504897276.unknown

_1504897376.unknown

_1504897387.unknown

_1504897365.unknown

_1504897229.unknown

_1504897267.unknown

_1504897220.unknown

_1504897065.unknown

_1504897133.unknown

_1504897159.unknown

_1504897126.unknown

_1504896998.unknown

_1504897009.unknown

_1504297787.unknown

_1504299635.unknown

_1504300280.unknown

_1504300497.unknown

_1504893629.unknown

_1504893631.unknown

_1504300313.unknown

_1504300320.unknown

_1504300285.unknown

_1504300210.unknown

_1504300231.unknown

_1504300246.unknown

_1504300219.unknown

_1504299935.unknown

_1504299996.unknown

_1504299779.unknown

_1504299338.unknown

_1504299527.unknown

_1504299573.unknown

_1504299617.unknown

_1504299531.unknown

_1504299421.unknown

_1504299472.unknown

_1504299401.unknown

_1504297903.unknown

_1504298780.unknown

_1504298846.unknown

_1504298394.unknown

_1504297824.unknown

_1504297899.unknown

_1504297806.unknown

_1503406860.unknown

_1504296788.unknown

_1504297528.unknown

_1504297719.unknown

_1504297735.unknown

_1504297755.unknown

_1504297724.unknown

_1504297645.unknown

_1504297652.unknown

_1504297582.unknown

_1504297079.unknown

_1504297267.unknown

_1504297412.unknown

_1504297123.unknown

_1504296846.unknown

_1504296896.unknown

_1504296823.unknown

_1503409788.unknown

_1503410853.unknown

_1503411369.unknown

_1503411594.unknown

_1503415438.unknown

_1504296373.unknown

_1504296453.unknown

_1504296363.unknown

_1503415439.unknown

_1503411724.unknown

_1503411726.unknown

_1503415348.unknown

_1503411725.unknown

_1503411616.unknown

_1503411451.unknown

_1503411543.unknown

_1503411573.unknown

_1503411542.unknown

_1503411414.unknown

_1503411423.unknown

_1503411371.unknown

_1503410989.unknown

_1503411072.unknown

_1503411146.unknown

_1503411007.unknown

_1503410919.unknown

_1503410938.unknown

_1503410897.unknown

_1503410360.unknown

_1503410564.unknown

_1503410565.unknown

_1503410481.unknown

_1503409863.unknown

_1503410323.unknown

_1503409819.unknown

_1503407991.unknown

_1503409615.unknown

_1503409705.unknown

_1503409778.unknown

_1503409629.unknown

_1503408173.unknown

_1503409171.unknown

_1503408025.unknown

_1503407199.unknown

_1503407261.unknown

_1503407959.unknown

_1503407217.unknown

_1503407132.unknown

_1503407133.unknown

_1503406996.unknown

_1503403468.unknown

_1503405620.unknown

_1503406321.unknown

_1503406705.unknown

_1503406859.unknown

_1503406322.unknown

_1503406125.unknown

_1503406320.unknown

_1503405802.unknown

_1503406108.unknown

_1503404644.unknown

_1503404770.unknown

_1503405062.unknown

_1503405090.unknown

_1503405042.unknown

_1503404738.unknown

_1503404420.unknown

_1503404452.unknown

_1503404340.unknown

_1503404367.unknown

_1503006065.unknown

_1503006243.unknown

_1503403401.unknown

_1503403425.unknown

_1503403372.unknown

_1503006136.unknown

_1503006151.unknown

_1503006104.unknown

_1503005765.unknown

_1503006042.unknown

_1503006056.unknown

_1503005990.unknown

_1503005718.unknown

_1503005744.unknown

_1503004411.unknown

_1501875617.unknown

_1502311209.unknown

_1502567517.unknown

_1502571489.unknown

_1502742824.unknown

_1502744307.unknown

_1503002982.unknown

_1503003041.unknown

_1503004256.unknown

_1503004344.unknown

_1503003072.unknown

_1503003013.unknown

_1503003033.unknown

_1503003002.unknown

_1503002240.unknown

_1503002765.unknown

_1503002953.unknown

_1503002723.unknown

_1503002133.unknown

_1503002186.unknown

_1502744564.unknown

_1503001975.unknown

_1503002020.unknown

_1502744377.unknown

_1502744563.unknown

_1502743506.unknown

_1502743976.unknown

_1502744056.unknown

_1502744138.unknown

_1502744015.unknown

_1502743858.unknown

_1502743868.unknown

_1502743761.unknown

_1502743826.unknown

_1502743742.unknown

_1502743180.unknown

_1502743457.unknown

_1502743481.unknown

_1502743314.unknown

_1502742935.unknown

_1502743161.unknown

_1502742835.unknown

_1502739251.unknown

_1502740042.unknown

_1502740343.unknown

_1502740883.unknown

_1502741408.unknown

_1502741536.unknown

_1502741716.unknown

_1502742222.unknown

_1502742291.unknown

_1502742563.unknown

_1502742183.unknown

_1502741595.unknown

_1502741457.unknown

_1502741463.unknown

_1502741437.unknown

_1502741213.unknown

_1502741400.unknown

_1502741022.unknown

_1502740789.unknown

_1502740807.unknown

_1502740849.unknown

_1502740384.unknown

_1502740767.unknown

_1502740780.unknown

_1502740369.unknown

_1502740180.unknown

_1502740307.unknown

_1502740330.unknown

_1502740219.unknown

_1502740165.unknown

_1502740173.unknown

_1502740096.unknown

_1502739584.unknown

_1502739919.unknown

_1502739973.unknown

_1502739756.unknown

_1502739552.unknown

_1502739574.unknown

_1502739316.unknown

_1502738003.unknown

_1502738883.unknown

_1502738913.unknown

_1502739196.unknown

_1502738897.unknown

_1502738144.unknown

_1502738877.unknown

_1502738073.unknown

_1502571794.unknown

_1502737667.unknown

_1502737966.unknown

_1502571912.unknown

_1502571735.unknown

_1502571776.unknown

_1502571727.unknown

_1502568590.unknown

_1502569732.unknown

_1502570261.unknown

_1502570539.unknown

_1502570868.unknown

_1502571066.unknown

_1502571293.unknown

_1502571333.unknown

_1502571015.unknown

_1502570792.unknown

_1502570816.unknown

_1502570758.unknown

_1502570321.unknown

_1502570378.unknown

_1502570306.unknown

_1502569818.unknown

_1502570229.unknown

_1502569800.unknown

_1502568714.unknown

_1502569040.unknown

_1502569724.unknown

_1502569532.unknown

_1502569687.unknown

_1502569101.unknown

_1502569179.unknown

_1502568776.unknown

_1502569029.unknown

_1502568728.unknown

_1502568614.unknown

_1502568691.unknown

_1502568601.unknown

_1502568044.unknown

_1502568206.unknown

_1502568256.unknown

_1502568483.unknown

_1502568533.unknown

_1502568289.unknown

_1502568416.unknown

_1502568230.unknown

_1502568179.unknown

_1502568188.unknown

_1502568132.unknown

_1502567963.unknown

_1502568022.unknown

_1502568034.unknown

_1502568016.unknown

_1502567904.unknown

_1502567953.unknown

_1502567821.unknown

_1502373624.unknown

_1502376235.unknown

_1502381782.unknown

_1502382513.unknown

_1502387535.unknown

_1502566450.unknown

_1502566634.unknown

_1502567353.unknown

_1502567388.unknown

_1502567450.unknown

_1502566663.unknown

_1502566554.unknown

_1502566631.unknown

_1502387825.unknown

_1502387896.unknown

_1502387914.unknown

_1502387876.unknown

_1502387579.unknown

_1502383719.unknown

_1502384373.unknown

_1502384783.unknown

_1502384363.unknown

_1502383650.unknown

_1502383707.unknown

_1502382646.unknown

_1502383616.unknown

_1502382322.unknown

_1502382328.unknown

_1502382228.unknown

_1502377210.unknown

_1502381441.unknown

_1502381586.unknown

_1502381423.unknown

_1502377623.unknown

_1502381353.unknown

_1502376698.unknown

_1502376722.unknown

_1502377035.unknown

_1502376708.unknown

_1502376622.unknown

_1502376667.unknown

_1502376678.unknown

_1502376690.unknown

_1502376648.unknown

_1502376361.unknown

_1502376412.unknown

_1502376341.unknown

_1502375047.unknown

_1502375883.unknown

_1502375905.unknown

_1502375939.unknown

_1502376060.unknown

_1502376223.unknown

_1502376034.unknown

_1502375923.unknown

_1502375892.unknown

_1502375767.unknown

_1502375844.unknown

_1502375755.unknown

_1502375156.unknown

_1502375714.unknown

_1502374851.unknown

_1502374904.unknown

_1502374910.unknown

_1502375022.unknown

_1502374860.unknown

_1502374615.unknown

_1502374684.unknown

_1502374802.unknown

_1502374817.unknown

_1502374769.unknown

_1502374679.unknown

_1502373856.unknown

_1502371820.unknown

_1502373012.unknown

_1502373056.unknown

_1502373154.unknown

_1502373244.unknown

_1502373297.unknown

_1502373307.unknown

_1502373273.unknown

_1502373161.unknown

_1502373144.unknown

_1502373033.unknown

_1502373046.unknown

_1502373018.unknown

_1502372195.unknown

_1502372426.unknown

_1502372433.unknown

_1502372281.unknown

_1502372310.unknown

_1502372276.unknown

_1502371933.unknown

_1502372024.unknown

_1502372051.unknown

_1502371926.unknown

_1502365867.unknown

_1502371222.unknown

_1502371342.unknown

_1502371414.unknown

_1502371716.unknown

_1502371367.unknown

_1502371263.unknown

_1502371273.unknown

_1502371225.unknown

_1502368664.unknown

_1502371133.unknown

_1502371145.unknown

_1502369286.unknown

_1502369795.unknown

_1502369841.unknown

_1502369532.unknown

_1502368678.unknown

_1502365985.unknown

_1502368626.unknown

_1502368648.unknown

_1502366341.unknown

_1502365912.unknown

_1502365750.unknown

_1502365775.unknown

_1502365722.unknown

_1502365730.unknown

_1502311418.unknown

_1502222242.unknown

_1502307238.unknown

_1502310195.unknown

_1502310766.unknown

_1502310825.unknown

_1502310916.unknown

_1502310774.unknown

_1502310558.unknown

_1502310744.unknown

_1502310483.unknown

_1502307698.unknown

_1502308358.unknown

_1502310070.unknown

_1502310095.unknown

_1502310083.unknown

_1502308474.unknown

_1502308200.unknown

_1502308347.unknown

_1502307745.unknown

_1502307569.unknown

_1502307580.unknown

_1502307249.unknown

_1502223060.unknown

_1502306319.unknown

_1502306423.unknown

_1502306705.unknown

_1502306725.unknown

_1502306983.unknown

_1502307157.unknown

_1502307165.unknown

_1502307045.unknown

_1502306757.unknown

_1502306716.unknown

_1502306581.unknown

_1502306622.unknown

_1502306654.unknown

_1502306587.unknown

_1502306504.unknown

_1502306370.unknown

_1502306392.unknown

_1502306354.unknown

_1502225025.unknown

_1502305204.unknown

_1502305308.unknown

_1502304748.unknown

_1502225129.unknown

_1502224946.unknown

_1502224957.unknown

_1502223128.unknown

_1502222664.unknown

_1502222799.unknown

_1502222803.unknown

_1502222703.unknown

_1502222601.unknown

_1502222613.unknown

_1502222428.unknown

_1502222528.unknown

_1502222289.unknown

_1502219318.unknown

_1502221711.unknown

_1502222210.unknown

_1502222224.unknown

_1502222231.unknown

_1502222217.unknown

_1502222187.unknown

_1502222203.unknown

_1502222068.unknown

_1502222112.unknown

_1502221973.unknown

_1502220103.unknown

_1502220389.unknown

_1502220818.unknown

_1502220847.unknown

_1502220934.unknown

_1502220453.unknown

_1502220307.unknown

_1502220355.unknown

_1502220346.unknown

_1502220257.unknown

_1502220280.unknown

_1502220128.unknown

_1502220017.unknown

_1502220074.unknown

_1502220085.unknown

_1502220058.unknown

_1502219411.unknown

_1502219510.unknown

_1502219371.unknown

_1502219395.unknown

_1502218190.unknown

_1502219062.unknown

_1502219112.unknown

_1502219201.unknown

_1502219296.unknown

_1502219130.unknown

_1502219104.unknown

_1502218624.unknown

_1502218647.unknown

_1502218597.unknown

_1501876041.unknown

_1502218108.unknown

_1502218147.unknown

_1501964157.unknown

_1501965425.unknown

_1501966423.unknown

_1501964830.unknown

_1501876042.unknown

_1501875954.unknown

_1501875962.unknown

_1501876040.unknown

_1501875845.unknown

_1501775842.unknown

_1501778593.unknown

_1501873644.unknown

_1501875071.unknown

_1501875185.unknown

_1501875521.unknown

_1501875604.unknown

_1501875229.unknown

_1501875161.unknown

_1501875180.unknown

_1501875131.unknown

_1501874059.unknown

_1501874538.unknown

_1501874655.unknown

_1501874875.unknown

_1501874918.unknown

_1501874993.unknown

_1501874824.unknown

_1501874866.unknown

_1501874728.unknown

_1501874597.unknown

_1501874326.unknown

_1501874470.unknown

_1501874533.unknown

_1501874463.unknown

_1501874207.unknown

_1501873749.unknown

_1501873916.unknown

_1501873995.unknown

_1501874009.unknown

_1501873969.unknown

_1501873874.unknown

_1501873732.unknown

_1501778879.unknown

_1501871137.unknown

_1501871758.unknown

_1501872351.unknown

_1501872458.unknown

_1501872591.unknown

_1501872941.unknown

_1501873141.unknown

_1501872758.unknown

_1501872574.unknown

_1501872406.unknown

_1501872246.unknown

_1501872252.unknown

_1501871765.unknown

_1501872083.unknown

_1501871208.unknown

_1501871449.unknown

_1501871756.unknown

_1501871194.unknown

_1501870924.unknown

_1501871058.unknown

_1501871072.unknown

_1501871129.unknown

_1501871048.unknown

_1501779127.unknown

_1501868530.unknown

_1501870019.unknown

_1501868255.unknown

_1501779000.unknown

_1501779126.unknown

_1501778994.unknown

_1501778700.unknown

_1501778840.unknown

_1501778854.unknown

_1501778786.unknown

_1501778627.unknown

_1501778667.unknown

_1501778607.unknown

_1501776629.unknown

_1501776999.unknown

_1501777493.unknown

_1501777628.unknown

_1501777639.unknown

_1501777798.unknown

_1501778527.unknown

_1501778549.unknown

_1501777737.unknown

_1501777554.unknown

_1501777543.unknown

_1501777272.unknown

_1501777479.unknown

_1501777005.unknown

_1501776818.unknown

_1501776984.unknown

_1501776991.unknown

_1501776833.unknown

_1501776673.unknown

_1501776783.unknown

_1501776658.unknown

_1501776480.unknown

_1501776515.unknown

_1501776567.unknown

_1501776607.unknown

_1501776520.unknown

_1501776496.unknown

_1501776507.unknown

_1501776488.unknown

_1501776188.unknown

_1501776230.unknown

_1501776465.unknown

_1501776205.unknown

_1501776068.unknown

_1501776178.unknown

_1501775867.unknown

_1501771447.unknown

_1501772947.unknown

_1501775188.unknown

_1501775358.unknown

_1501775501.unknown

_1501775783.unknown

_1501775363.unknown

_1501775430.unknown

_1501775241.unknown

_1501775299.unknown

_1501773807.unknown

_1501775114.unknown

_1501775137.unknown

_1501775145.unknown

_1501773934.unknown

_1501773115.unknown

_1501773281.unknown

_1501773012.unknown

_1501773058.unknown

_1501772994.unknown

_1501771731.unknown

_1501772835.unknown

_1501772911.unknown

_1501772920.unknown

_1501772843.unknown

_1501772391.unknown

_1501772473.unknown

_1501772825.unknown

_1501772070.unknown

_1501771611.unknown

_1501771680.unknown

_1501771707.unknown

_1501771647.unknown

_1501771577.unknown

_1501771589.unknown

_1501771468.unknown

_1501764385.unknown

_1501770578.unknown

_1501770859.unknown

_1501771100.unknown

_1501771373.unknown

_1501770943.unknown

_1501770632.unknown

_1501770766.unknown

_1501770583.unknown

_1501764836.unknown

_1501769921.unknown

_1501770488.unknown

_1501764850.unknown

_1501764434.unknown

_1501764608.unknown

_1501764804.unknown

_1501764567.unknown

_1501707415.unknown

_1501764281.unknown

_1501764338.unknown

_1501764350.unknown

_1501764368.unknown

_1501764317.unknown

_1501764325.unknown

_1501764289.unknown

_1501707529.unknown

_1501707640.unknown

_1501707421.unknown

_1501707192.unknown

_1501707234.unknown

_1501707314.unknown

_1501707324.unknown

_1501707201.unknown

_1501706957.unknown

_1501707009.unknown

_1501707172.unknown

_1501706991.unknown

_1501706824.unknown

_1500549807.unknown

_1501263161.unknown

_1501359929.unknown

_1501443530.unknown

_1501702817.unknown

_1501703599.unknown

_1501703919.unknown

_1501705225.unknown

_1501705241.unknown

_1501705328.unknown

_1501705349.unknown

_1501705269.unknown

_1501705232.unknown

_1501705214.unknown

_1501705220.unknown

_1501703932.unknown

_1501705184.unknown

_1501703761.unknown

_1501703840.unknown

_1501703708.unknown

_1501702994.unknown

_1501703253.unknown

_1501703279.unknown

_1501703507.unknown

_1501703209.unknown

_1501702889.unknown

_1501702873.unknown

_1501444686.unknown

_1501445174.unknown

_1501702750.unknown

_1501702757.unknown

_1501702775.unknown

_1501702728.unknown

_1501444940.unknown

_1501445173.unknown

_1501444781.unknown

_1501444062.unknown

_1501444175.unknown

_1501444324.unknown

_1501444128.unknown

_1501443689.unknown

_1501443746.unknown

_1501443898.unknown

_1501444042.unknown

_1501443862.unknown

_1501443699.unknown

_1501443723.unknown

_1501443561.unknown

_1501360256.unknown

_1501360462.unknown

_1501360538.unknown

_1501443426.unknown

_1501443504.unknown

_1501360539.unknown

_1501360536.unknown

_1501360537.unknown

_1501360535.unknown

_1501360339.unknown

_1501360416.unknown

_1501360333.unknown

_1501359996.unknown

_1501360176.unknown

_1501360228.unknown

_1501360160.unknown

_1501360172.unknown

_1501360157.unknown

_1501359994.unknown

_1501359995.unknown

_1501359936.unknown

_1501359953.unknown

_1501357835.unknown

_1501358671.unknown

_1501359678.unknown

_1501359769.unknown

_1501359877.unknown

_1501359888.unknown

_1501359895.unknown

_1501359853.unknown

_1501359871.unknown

_1501359686.unknown

_1501359692.unknown

_1501359684.unknown

_1501359592.unknown

_1501359600.unknown

_1501359606.unknown

_1501359574.unknown

_1501359581.unknown

_1501358835.unknown

_1501357929.unknown

_1501358503.unknown

_1501358597.unknown

_1501358624.unknown

_1501358648.unknown

_1501358586.unknown

_1501358384.unknown

_1501357907.unknown

_1501357673.unknown

_1501357788.unknown

_1501357816.unknown

_1501357823.unknown

_1501357798.unknown

_1501357710.unknown

_1501357751.unknown

_1501357682.unknown

_1501357457.unknown

_1501357547.unknown

_1501357557.unknown

_1501357486.unknown

_1501357390.unknown

_1501357444.unknown

_1501265963.unknown

_1501357362.unknown

_1501263171.unknown

_1500836706.unknown

_1500928450.unknown

_1500929968.unknown

_1501092635.unknown

_1501093202.unknown

_1501095012.unknown

_1501095744.unknown

_1501145387.unknown

_1501146187.unknown

_1501146499.unknown

_1501146823.unknown

_1501262535.unknown

_1501262913.unknown

_1501262524.unknown

_1501146917.unknown

_1501146700.unknown

_1501146763.unknown

_1501146500.unknown

_1501146375.unknown

_1501146424.unknown

_1501146286.unknown

_1501146285.unknown

_1501145601.unknown

_1501145748.unknown

_1501145981.unknown

_1501145659.unknown

_1501145599.unknown

_1501145600.unknown

_1501145499.unknown

_1501145077.unknown

_1501145184.unknown

_1501145204.unknown

_1501145078.unknown

_1501095843.unknown

_1501144943.unknown

_1501144974.unknown

_1501095749.unknown

_1501095199.unknown

_1501095412.unknown

_1501095450.unknown

_1501095640.unknown

_1501095713.unknown

_1501095593.unknown

_1501095421.unknown

_1501095277.unknown

_1501095354.unknown

_1501095237.unknown

_1501095027.unknown

_1501095070.unknown

_1501095196.unknown

_1501095050.unknown

_1501095036.unknown

_1501095021.unknown

_1501094870.unknown

_1501094980.unknown

_1501094986.unknown

_1501094999.unknown

_1501094957.unknown

_1501094964.unknown

_1501094918.unknown

_1501094211.unknown

_1501094857.unknown

_1501093950.unknown

_1501092924.unknown

_1501093104.unknown

_1501093125.unknown

_1501093171.unknown

_1501093110.unknown

_1501093090.unknown

_1501093096.unknown

_1501093022.unknown

_1501092816.unknown

_1501092890.unknown

_1501092907.unknown

_1501092865.unknown

_1501092671.unknown

_1501092718.unknown

_1501092643.unknown

_1501015036.unknown

_1501016171.unknown

_1501092530.unknown

_1501092598.unknown

_1501092624.unknown

_1501092540.unknown

_1501016173.unknown

_1501092508.unknown

_1501092492.unknown

_1501016172.unknown

_1501015898.unknown

_1501015988.unknown

_1501015992.unknown

_1501016152.unknown

_1501015957.unknown

_1501015757.unknown

_1501015856.unknown

_1501015126.unknown

_1501015437.unknown

_1501015745.unknown

_1501015360.unknown

_1501015055.unknown

_1501015065.unknown

_1500930357.unknown

_1501014845.unknown

_1501015031.unknown

_1501012963.unknown

_1501012971.unknown

_1500930433.unknown

_1501012939.unknown

_1500930020.unknown

_1500930070.unknown

_1500930327.unknown

_1500930052.unknown

_1500929985.unknown

_1500929996.unknown

_1500929976.unknown

_1500929980.unknown

_1500929431.unknown

_1500929665.unknown

_1500929761.unknown

_1500929920.unknown

_1500929935.unknown

_1500929967.unknown

_1500929851.unknown

_1500929707.unknown

_1500929738.unknown

_1500929700.unknown

_1500929503.unknown

_1500929614.unknown

_1500929661.unknown

_1500929524.unknown

_1500929610.unknown

_1500929471.unknown

_1500929487.unknown

_1500929497.unknown

_1500929461.unknown

_1500928976.unknown

_1500929133.unknown

_1500929312.unknown

_1500929350.unknown

_1500929318.unknown

_1500929242.unknown

_1500929079.unknown

_1500929090.unknown

_1500929102.unknown

_1500929057.unknown

_1500928492.unknown

_1500928676.unknown

_1500928858.unknown

_1500928927.unknown

_1500928961.unknown

_1500928887.unknown

_1500928852.unknown

_1500928545.unknown

_1500928465.unknown

_1500928472.unknown

_1500928459.unknown

_1500841661.unknown

_1500926623.unknown

_1500926984.unknown

_1500927289.unknown

_1500928300.unknown

_1500928435.unknown

_1500928421.unknown

_1500928290.unknown

_1500927166.unknown

_1500927214.unknown

_1500927245.unknown

_1500927204.unknown

_1500927152.unknown

_1500926854.unknown

_1500926895.unknown

_1500926979.unknown

_1500926887.unknown

_1500926760.unknown

_1500926801.unknown

_1500926813.unknown

_1500926820.unknown

_1500926796.unknown

_1500926686.unknown

_1500926693.unknown

_1500926651.unknown

_1500925155.unknown

_1500925709.unknown

_1500925887.unknown

_1500926022.unknown

_1500926118.unknown

_1500926518.unknown

_1500926027.unknown

_1500925979.unknown

_1500925857.unknown

_1500925296.unknown

_1500925399.unknown

_1500925534.unknown

_1500925561.unknown

_1500925232.unknown

_1500925247.unknown

_1500925265.unknown

_1500925217.unknown

_1500925221.unknown

_1500841854.unknown

_1500925113.unknown

_1500925144.unknown

_1500925132.unknown

_1500841927.unknown

_1500842103.unknown

_1500841679.unknown

_1500841749.unknown

_1500841668.unknown

_1500838509.unknown

_1500841031.unknown

_1500841422.unknown

_1500841612.unknown

_1500841636.unknown

_1500841651.unknown

_1500841633.unknown

_1500841519.unknown

_1500841338.unknown

_1500841416.unknown

_1500841371.unknown

_1500841325.unknown

_1500840379.unknown

_1500840413.unknown

_1500840775.unknown

_1500840388.unknown

_1500840268.unknown

_1500840301.unknown

_1500839835.unknown

_1500837132.unknown

_1500838050.unknown

_1500838235.unknown

_1500838347.unknown

_1500838196.unknown

_1500837145.unknown

_1500836954.unknown

_1500837110.unknown

_1500836939.unknown

_1500755380.unknown

_1500836033.unknown

_1500836377.unknown

_1500836619.unknown

_1500836622.unknown

_1500836692.unknown

_1500836630.unknown

_1500836586.unknown

_1500836506.unknown

_1500836513.unknown

_1500836295.unknown

_1500836345.unknown

_1500836356.unknown

_1500836362.unknown

_1500836068.unknown

_1500836208.unknown

_1500836226.unknown

_1500836255.unknown

_1500836180.unknown

_1500836055.unknown

_1500755700.unknown

_1500755978.unknown

_1500835991.unknown

_1500836002.unknown

_1500836007.unknown

_1500835960.unknown

_1500835979.unknown

_1500835934.unknown

_1500755768.unknown

_1500755882.unknown

_1500755714.unknown

_1500755634.unknown

_1500755667.unknown

_1500755438.unknown

_1500755485.unknown

_1500755512.unknown

_1500755482.unknown

_1500755383.unknown

_1500752165.unknown

_1500754502.unknown

_1500755308.unknown

_1500755330.unknown

_1500755343.unknown

_1500755327.unknown

_1500755315.unknown

_1500755202.unknown

_1500755282.unknown

_1500754780.unknown

_1500755201.unknown

_1500754749.unknown

_1500754123.unknown

_1500754496.unknown

_1500754499.unknown

_1500754206.unknown

_1500754234.unknown

_1500754201.unknown

_1500752180.unknown

_1500753407.unknown

_1500753436.unknown

_1500752171.unknown

_1500750905.unknown

_1500751936.unknown

_1500752144.unknown

_1500752153.unknown

_1500752040.unknown

_1500752086.unknown

_1500751599.unknown

_1500751780.unknown

_1500751802.unknown

_1500751778.unknown

_1500750915.unknown

_1500749786.unknown

_1500749925.unknown

_1500750662.unknown

_1500750686.unknown

_1500749973.unknown

_1500749903.unknown

_1500549834.unknown

_1500749739.unknown

_1500749749.unknown

_1500549815.unknown

_1500494975.unknown

_1500547952.unknown

_1500548989.unknown

_1500549097.unknown

_1500549663.unknown

_1500549676.unknown

_1500549322.unknown

_1500549370.unknown

_1500549214.unknown

_1500549059.unknown

_1500549079.unknown

_1500549022.unknown

_1500548823.unknown

_1500548959.unknown

_1500548899.unknown

_1500548943.unknown

_1500548869.unknown

_1500548718.unknown

_1500548795.unknown

_1500548580.unknown

_1500548588.unknown

_1500548695.unknown

_1500548515.unknown

_1500495938.unknown

_1500496568.unknown

_1500496752.unknown

_1500496830.unknown

_1500496951.unknown

_1500496765.unknown

_1500496783.unknown

_1500496689.unknown

_1500496747.unknown

_1500496720.unknown

_1500496620.unknown

_1500496670.unknown

_1500496610.unknown

_1500496338.unknown

_1500496536.unknown

_1500496544.unknown

_1500496556.unknown

_1500496402.unknown

_1500495980.unknown

_1500496084.unknown

_1500496150.unknown

_1500496267.unknown

_1500496057.unknown

_1500495950.unknown

_1500495396.unknown

_1500495760.unknown

_1500495836.unknown

_1500495909.unknown

_1500495806.unknown

_1500495502.unknown

_1500495619.unknown

_1500495692.unknown

_1500495509.unknown

_1500495416.unknown

_1500495224.unknown

_1500495370.unknown

_1500495321.unknown

_1500495347.unknown

_1500494981.unknown

_1500495014.unknown

_1500492088.unknown

_1500494498.unknown

_1500494764.unknown

_1500494902.unknown

_1500494942.unknown

_1500494912.unknown

_1500494835.unknown

_1500494851.unknown

_1500494815.unknown

_1500494655.unknown

_1500494720.unknown

_1500494741.unknown

_1500494674.unknown

_1500494580.unknown

_1500494583.unknown

_1500494524.unknown

_1500493978.unknown

_1500494245.unknown

_1500494403.unknown

_1500494438.unknown

_1500494371.unknown

_1500494115.unknown

_1500494240.unknown

_1500494100.unknown

_1500493993.unknown

_1500493006.unknown

_1500493102.unknown

_1500493129.unknown

_1500493044.unknown

_1500492356.unknown

_1500492991.unknown

_1500492279.unknown

_1500489161.unknown

_1500491735.unknown

_1500491903.unknown

_1500492082.unknown

_1500491807.unknown

_1500491854.unknown

_1500491863.unknown

_1500491881.unknown

_1500491811.unknown

_1500491773.unknown

_1500491794.unknown

_1500489870.unknown

_1500491660.unknown

_1500491709.unknown

_1500491717.unknown

_1500491664.unknown

_1500491671.unknown

_1500491653.unknown

_1500489838.unknown

_1500489848.unknown

_1500489823.unknown

_1500488700.unknown

_1500488817.unknown

_1500488969.unknown

_1500489018.unknown

_1500488867.unknown

_1500488736.unknown

_1500488810.unknown

_1500488720.unknown

_1500488370.unknown

_1500488674.unknown

_1500488676.unknown

_1500488657.unknown

_1500488272.unknown

_1500488324.unknown

_1500488172.unknown

_1499199898.unknown

_1499438779.unknown

_1499446138.unknown

_1500236886.unknown

_1500487505.unknown

_1500487597.unknown

_1500487897.unknown

_1500487926.unknown

_1500487979.unknown

_1500487911.unknown

_1500487674.unknown

_1500487881.unknown

_1500487610.unknown

_1500487548.unknown

_1500487587.unknown

_1500487524.unknown

_1500487533.unknown

_1500487541.unknown

_1500487537.unknown

_1500487528.unknown

_1500487518.unknown

_1500237551.unknown

_1500314992.unknown

_1500315484.unknown

_1500487437.unknown

_1500487494.unknown

_1500487377.unknown

_1500315082.unknown

_1500315206.unknown

_1500315309.unknown

_1500315451.unknown

_1500315274.unknown

_1500315205.unknown

_1500315000.unknown

_1500314166.unknown

_1500314756.unknown

_1500314962.unknown

_1500314230.unknown

_1500313977.unknown

_1500314005.unknown

_1500237644.unknown

_1500237162.unknown

_1500237426.unknown

_1500237470.unknown

_1500237186.unknown

_1500236984.unknown

_1500237103.unknown

_1500237139.unknown

_1500236983.unknown

_1500149656.unknown

_1500150459.unknown

_1500151008.unknown

_1500235786.unknown

_1500236851.unknown

_1500151136.unknown

_1500150558.unknown

_1500150589.unknown

_1500150952.unknown

_1500150513.unknown

_1500150234.unknown

_1500150408.unknown

_1500150431.unknown

_1500150307.unknown

_1500149794.unknown

_1500150100.unknown

_1500150165.unknown

_1500149792.unknown

_1500149793.unknown

_1500149746.unknown

_1499804334.unknown

_1500148592.unknown

_1500149525.unknown

_1500149554.unknown

_1500148622.unknown

_1500148533.unknown

_1500148584.unknown

_1500148071.unknown

_1500148343.unknown

_1500148513.unknown

_1500148277.unknown

_1499805112.unknown

_1499805566.unknown

_1499805901.unknown

_1499806130.unknown

_1499974245.unknown

_1499974388.unknown

_1499974309.unknown

_1499806132.unknown

_1499974123.unknown

_1499805947.unknown

_1499805988.unknown

_1499805912.unknown

_1499805884.unknown

_1499805893.unknown

_1499805896.unknown

_1499805890.unknown

_1499805601.unknown

_1499805705.unknown

_1499805579.unknown

_1499805476.unknown

_1499805564.unknown

_1499805545.unknown

_1499805553.unknown

_1499805425.unknown

_1499805435.unknown

_1499805452.unknown

_1499805430.unknown

_1499805120.unknown

_1499805401.unknown

_1499804969.unknown

_1499805039.unknown

_1499805054.unknown

_1499805061.unknown

_1499805027.unknown

_1499804718.unknown

_1499804744.unknown

_1499804761.unknown

_1499804730.unknown

_1499804451.unknown

_1499447190.unknown

_1499803219.unknown

_1499803582.unknown

_1499804195.unknown

_1499804270.unknown

_1499804305.unknown

_1499804242.unknown

_1499803773.unknown

_1499803980.unknown

_1499804157.unknown

_1499803613.unknown

_1499803715.unknown

_1499803589.unknown

_1499803397.unknown

_1499803524.unknown

_1499803576.unknown

_1499803477.unknown

_1499803508.unknown

_1499803333.unknown

_1499803358.unknown

_1499803230.unknown

_1499803283.unknown

_1499801933.unknown

_1499802837.unknown

_1499803053.unknown

_1499803057.unknown

_1499802867.unknown

_1499802951.unknown

_1499802861.unknown

_1499801816.unknown

_1499801861.unknown

_1499801883.unknown

_1499447191.unknown

_1499446631.unknown

_1499446870.unknown

_1499447010.unknown

_1499447189.unknown

_1499446983.unknown

_1499446706.unknown

_1499446848.unknown

_1499446676.unknown

_1499446348.unknown

_1499446444.unknown

_1499446620.unknown

_1499446361.unknown

_1499446300.unknown

_1499446343.unknown

_1499446289.unknown

_1499442750.unknown

_1499444468.unknown

_1499445024.unknown

_1499445268.unknown

_1499445470.unknown

_1499445658.unknown

_1499446124.unknown

_1499445524.unknown

_1499445350.unknown

_1499445447.unknown

_1499445274.unknown

_1499445197.unknown

_1499445242.unknown

_1499445249.unknown

_1499445204.unknown

_1499445167.unknown

_1499445173.unknown

_1499445047.unknown

_1499444726.unknown

_1499444897.unknown

_1499444966.unknown

_1499445004.unknown

_1499444932.unknown

_1499444885.unknown

_1499444891.unknown

_1499444861.unknown

_1499444708.unknown

_1499444714.unknown

_1499444719.unknown

_1499444671.unknown

_1499444675.unknown

_1499444684.unknown

_1499444515.unknown

_1499443496.unknown

_1499443706.unknown

_1499443902.unknown

_1499444007.unknown

_1499443843.unknown

_1499443618.unknown

_1499443700.unknown

_1499443577.unknown

_1499443258.unknown

_1499443338.unknown

_1499443353.unknown

_1499443441.unknown

_1499443330.unknown

_1499443177.unknown

_1499443222.unknown

_1499443111.unknown

_1499439589.unknown

_1499442587.unknown

_1499442650.unknown

_1499442700.unknown

_1499442731.unknown

_1499442679.unknown

_1499442609.unknown

_1499442628.unknown

_1499442602.unknown

_1499442595.unknown

_1499439741.unknown

_1499442480.unknown

_1499442521.unknown

_1499442424.unknown

_1499439677.unknown

_1499439735.unknown

_1499439658.unknown

_1499439242.unknown

_1499439446.unknown

_1499439453.unknown

_1499439457.unknown

_1499439448.unknown

_1499439348.unknown

_1499439359.unknown

_1499439389.unknown

_1499439325.unknown

_1499438833.unknown

_1499438924.unknown

_1499438959.unknown

_1499438885.unknown

_1499438805.unknown

_1499438812.unknown

_1499284621.unknown

_1499436521.unknown

_1499438171.unknown

_1499438322.unknown

_1499438450.unknown

_1499438762.unknown

_1499438417.unknown

_1499438223.unknown

_1499438239.unknown

_1499438181.unknown

_1499438196.unknown

_1499437447.unknown

_1499437663.unknown

_1499437723.unknown

_1499437931.unknown

_1499437992.unknown

_1499437892.unknown

_1499437688.unknown

_1499437703.unknown

_1499437595.unknown

_1499436817.unknown

_1499436910.unknown

_1499437161.unknown

_1499436652.unknown

_1499435553.unknown

_1499436049.unknown

_1499436161.unknown

_1499436243.unknown

_1499436339.unknown

_1499436371.unknown

_1499436311.unknown

_1499436181.unknown

_1499435648.unknown

_1499435921.unknown

_1499435992.unknown

_1499436003.unknown

_1499436014.unknown

_1499435932.unknown

_1499435753.unknown

_1499435774.unknown

_1499435743.unknown

_1499435624.unknown

_1499435630.unknown

_1499435616.unknown

_1499434727.unknown

_1499435162.unknown

_1499435263.unknown

_1499435457.unknown

_1499435242.unknown

_1499435137.unknown

_1499435154.unknown

_1499434765.unknown

_1499434638.unknown

_1499434680.unknown

_1499434689.unknown

_1499434695.unknown

_1499434673.unknown

_1499284926.unknown

_1499434516.unknown

_1499284921.unknown

_1499282969.unknown

_1499283356.unknown

_1499283948.unknown

_1499284407.unknown

_1499284460.unknown

_1499284482.unknown

_1499284450.unknown

_1499284063.unknown

_1499284269.unknown

_1499284086.unknown

_1499284242.unknown

_1499283962.unknown

_1499283876.unknown

_1499283921.unknown

_1499283933.unknown

_1499283887.unknown

_1499283787.unknown

_1499283808.unknown

_1499283850.unknown

_1499283751.unknown

_1499283158.unknown

_1499283239.unknown

_1499283342.unknown

_1499283313.unknown

_1499283330.unknown

_1499283169.unknown

_1499283050.unknown

_1499283103.unknown

_1499283140.unknown

_1499283028.unknown

_1499202117.unknown

_1499282920.unknown

_1499282949.unknown

_1499282926.unknown

_1499202152.unknown

_1499282894.unknown

_1499202144.unknown

_1499201137.unknown

_1499201170.unknown

_1499201806.unknown

_1499201819.unknown

_1499201918.unknown

_1499201714.unknown

_1499201145.unknown

_1499200240.unknown

_1499200413.unknown

_1499201104.unknown

_1499201123.unknown

_1499200263.unknown

_1499200174.unknown

_1499113332.unknown

_1499196909.unknown

_1499197944.unknown

_1499199748.unknown

_1499199765.unknown

_1499199787.unknown

_1499199826.unknown

_1499199777.unknown

_1499199756.unknown

_1499198361.unknown

_1499198629.unknown

_1499198724.unknown

_1499199669.unknown

_1499198698.unknown

_1499198718.unknown

_1499198584.unknown

_1499198016.unknown

_1499198176.unknown

_1499197950.unknown

_1499197644.unknown

_1499197782.unknown

_1499197892.unknown

_1499197938.unknown

_1499197885.unknown

_1499197723.unknown

_1499197743.unknown

_1499197709.unknown

_1499197715.unknown

_1499197486.unknown

_1499197600.unknown

_1499197608.unknown

_1499197572.unknown

_1499197500.unknown

_1499197455.unknown

_1499197466.unknown

_1499197379.unknown

_1499114881.unknown

_1499196207.unknown

_1499196702.unknown

_1499196807.unknown

_1499196841.unknown

_1499196710.unknown

_1499196540.unknown

_1499196635.unknown

_1499196485.unknown

_1499196491.unknown

_1499196475.unknown

_1499115224.unknown

_1499115546.unknown

_1499115558.unknown

_1499115608.unknown

_1499115303.unknown

_1499115040.unknown

_1499115176.unknown

_1499115193.unknown

_1499115167.unknown

_1499115028.unknown

_1499114313.unknown

_1499114450.unknown

_1499114517.unknown

_1499114581.unknown

_1499114611.unknown

_1499114484.unknown

_1499114338.unknown

_1499114444.unknown

_1499114325.unknown

_1499113417.unknown

_1499113479.unknown

_1499113640.unknown

_1499113370.unknown

_1499113381.unknown

_1499113361.unknown

_1499113350.unknown

_1498591186.unknown

_1498594595.unknown

_1499111293.unknown

_1499112280.unknown

_1499112309.unknown

_1499112596.unknown

_1499112660.unknown

_1499112665.unknown

_1499112631.unknown

_1499112507.unknown

_1499112296.unknown

_1499111325.unknown

_1499111334.unknown

_1499111302.unknown

_1499111201.unknown

_1499111223.unknown

_1499111229.unknown

_1499111215.unknown

_1498594657.unknown

_1498937975.unknown

_1499111139.unknown

_1499111183.unknown

_1499111146.unknown

_1498937980.unknown

_1498937146.unknown

_1498937912.unknown

_1498594919.unknown

_1498595259.unknown

_1498594625.unknown

_1498594640.unknown

_1498594613.unknown

_1498592295.unknown

_1498593376.unknown

_1498594220.unknown

_1498594362.unknown

_1498594402.unknown

_1498594318.unknown

_1498593682.unknown

_1498594063.unknown

_1498593612.unknown

_1498592887.unknown

_1498592977.unknown

_1498593371.unknown

_1498592900.unknown

_1498592453.unknown

_1498592465.unknown

_1498592381.unknown

_1498591568.unknown

_1498591981.unknown

_1498592078.unknown

_1498592245.unknown

_1498592035.unknown

_1498591872.unknown

_1498591948.unknown

_1498591822.unknown

_1498591308.unknown

_1498591370.unknown

_1498591560.unknown

_1498591325.unknown

_1498591273.unknown

_1498591282.unknown

_1498591300.unknown

_1498591266.unknown

_1498231609.unknown

_1498233023.unknown

_1498591006.unknown

_1498591166.unknown

_1498591176.unknown

_1498591159.unknown

_1498589716.unknown

_1498590734.unknown

_1498590928.unknown

_1498590936.unknown

_1498590920.unknown

_1498589802.unknown

_1498589689.unknown

_1498232372.unknown

_1498232412.unknown

_1498232476.unknown

_1498232972.unknown

_1498233011.unknown

_1498232939.unknown

_1498232460.unknown

_1498232400.unknown

_1498231960.unknown

_1498232291.unknown

_1498231798.unknown

_1498231650.unknown

_1498230909.unknown

_1498231105.unknown

_1498231570.unknown

_1498231576.unknown

_1498231235.unknown

_1498231084.unknown

_1498231092.unknown

_1498231025.unknown

_1498230715.unknown

_1498230849.unknown

_1498230893.unknown

_1498230757.unknown

_1498230731.unknown

_1498230751.unknown

_1498230686.unknown

_1498230699.unknown

_1498230536.unknown

