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Введение
В связи с интенсивным развитием энергетики в конце прошлого века возникла необходимость интенсивного изучения уравнений параболического типа. Эти же уравнения широко используются в математических моделях описания экологических систем. В традиционных курсах математической физики изучению этих уравнений не уделялось значительного внимания. Необходимость исследования дифференциальных уравнений возникает при решении теоретических проблем в различных областях знаний  и при решении технических вопросов, связанных с функционированием различных систем и устройств. Уравнения, математически описывающие процессы, не всегда известны с достаточной степенью точности и, кроме того, неравноценны при структуре правых частей. Однако наиболее простые по структуре дифференциальные уравнения можно использовать при анализе более сложных систем посредством привлечения таких средств анализа, как дифференциальные неравенства, метод функций Ляпунова и другие методы, связанные с идеями положительности и полуупорядоченности. В §1 - §5 рассматриваются принципы максимума и вопросы единственности решения задач, связанных с уравнениями в частных производных параболического типа. В остальной части работы рассматриваются вопросы, связанные с уравнениями в абстрактных пространствах и уравнения параболического типа выступают в них как частный случай.
§1. Определения и параболические операторы [1]
Введем линейный дифференциальный оператор второго порядка в Rn+1. 
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В случае непрерывности коэффициентов уравнения в области D, функции sup и inf заменяются функциями max  и min. При выполнении этих условий оператор 
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 является  параболическим линейным оператором, так как квадратичная форма, порожденная главной частью оператора, приводится к каноническому виду 
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Определение 1.
Функция U называется субпараболической, если удовлетворяет неравенству 
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Определение 2.
Функция U называется суперпараболической, если удовлетворяет неравенству 
[image: image13.wmf]0
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Для того чтобы сформулировать задачи, которые могут быть поставлены для этих уравнений, введем определения, касающиеся области D. Введем следующие обозначения. 
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. Радиус цилиндра R, его нижнее основание лежит в плоскости t = t0, а верхнее – в плоскости  t = t1. Обозначение 
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 вводится для боковой поверхности этого цилиндра, а 
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 для его нижнего основания. Используя эти понятия, точки границы области D (обозначается как (D) делятся на два вида. 
Определение 3.
Точка 
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Если область D является цилиндрической областью, то верхняя крышка это ее верхнее основание. Это же утверждение справедливо, если в основании цилиндра лежит не круг радиуса R, а любая произвольная область G(Rn. 
Определение 4.
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Точки 
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((D, являющиеся дополнением верхней крышки области D до всей границы  (D называется точками собственной границы области D, и обозначаются ((D).
Пример определения верхней крышки и собственной границы области D рассмотрим в пространстве (x,t). Пусть область D такая, как показано на рис. 1. В этом случае верхней крышкой (((D)) будут отрезки (a,b) при t=t1  и (a1,b1) при t=t3. Остальные точки границы области D являются точками собственной границы (((D)).
Задачу для произвольной области D можно сформулировать следующим образом. Будем предполагать, что функции 
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(C(D). Тогда задача формулируется так: Найти функцию {u: u(C(D)
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Коэффициенты оператора  
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§2. Принцип максимума для уравнений параболического типа.
Наличие экстремальных свойств уравнений позволяет проводить оценки решений и достаточно легко доказывать единственность и устойчивость решений задач, поставленных для этих уравнений. В качестве предварительного замечания напомним,  что из курса уравнений математической физики известно, что дифференциальные уравнения второго порядка в каждой точке их области определения в пространстве Rn с помощью не особого преобразования могут быть приведены к каноническому виду.  Их главная часть в этом случае представляет сумму вторых производных вида 
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Рассмотрим уравнение
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(8)
причем функции оператора L непрерывны и удовлетворяют условиям (1)-(5). Тогда главная часть уравнения (8) в любой точке области D приводится к виду 
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, то есть является уравнением параболического типа.
Теорема 1. (Принцип максимума).
Пусть D ограниченная область в Rn+1 и ((D) ее верхняя крышка, ((D) ее собственная граница. Пусть в D
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 причем функции оператора L удовлетворяют условиям (1)-(5) и u субпараболическая (суперпараболическая) функция. 
Тогда функция u не положительна (не отрицательна) или достигает своего положительного максимума (отрицательного минимума) на собственной границе ((D) области D.

Доказательство. Доказательство проводится методом от противного в случае субпараболической функции. В самом деле, если функция супрепараболическая, то есть удовлетворяет неравенству 
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Точка ((0, (0) соответствует точке максимума в новых координатах. Так как в точке  ((0, (0)( D
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, то левая часть неравенства (9) неотрицательна. Однако в этом случае противоречия нет, так как допускается равенство нулю. Чтобы исключить равенство нулю левой части неравенства (9), введем вспомогательную функцию. Пусть (=m-M > 0 и 
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 , где плоскость t=T ограничивает область D сверху, то есть для всех t из области D выполнено неравенство t < T. Легко показать, что функция v также является субпараболической. Покажем, что она так же, как и функция u, достигает своего максимума в  некоторой точке (x1,t1)( D
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 . Это легко видеть, построив следующую цепочку неравенств 
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. Пусть функция v достигает своего максимума в некоторой точке (x1, t1) ( D
[image: image47.wmf]U

((D). Заменив в неравенстве (9) u=v - 
[image: image48.wmf]T

t

T

-

2

e

и приводя в полученном неравенстве левую часть к каноническому виду в точке (x1, t1), получаем 

[image: image49.wmf]0

)

,

(

)

,

(

2

0

)

,

(

1

1

2

1

1

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

¶

¶

-

¶

¶

-

+

¶

¶

<

®

=

®

=

å

å

t

x

t

x

x

t

x

x

e

t

c

v

b

v

T

v

n

i

i

i

n

i

i

,
так как ((1, (1)( D
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. Полученное противоречие показывает, что исходное утверждение было неправильным и положительный максимум достигается на собственной границе.
Используя принцип максимума, легко доказать единственность решения задачи  (6)-(7). В самом деле, если предположить, что задача (6)-(7) имеет два решения u и v, то их разность w=u-v удовлетворяет однородному уравнению и нулевым условиям на собственной границе. Так как уравнение однородное, то функцию w можно рассматривать как суб-, так и как суперпараболическую. Это означает, что максимум и минимум функции достигается на собственной границе и, в силу условий задачи, они равны нулю. Это говорит о том, что исходное предположение о наличии двух разных решений неверно. Эти рассуждения можно сформулировать в следующем виде.

Теорема 2.
Решение задачи (6)-(7) в случае ограниченной области D единственно.

Лемма 1.
Пусть в D
[image: image52.wmf]U

((D) определен оператор 
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 причем функции оператора L удовлетворяют условиям (1)-(5). Кроме того, выполнено условие  где
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, m, A = const > 0. Тогда в 
[image: image56.wmf]D

 имеет место неравенство |u| ( m + A(t – t0), причем область D расположена выше плоскости t = t0.

Доказательство.
В силу условия леммы 
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Так как с ( 0 в области D
[image: image60.wmf]U

((D) и (t - t0) > 0, то функция u – A(t – t0) является субпараболической и на собственной границе не превышает значения m. Следовательно, u – A(t– t0)<m, то есть  u  < m+ A(t – t0). Используя левые неравенства, аналогично получаем 
-m - A(t – t0) < u. Полученные два неравенства доказывают утверждение леммы.
Лемма 1 позволяет оценить решение задачи (6)-(7) в зависимости от значений 
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( m, то в силу леммы 1 решение задачи (6)-(7) удовлетворяет неравенству |u| ( m + A(t – t0).

Теорема 3.

Решение задачи (6)-(7) устойчиво по отношению к малым по модулю изменениям правых частей и условий на собственной границе.

Доказательство.

Рассматривается две задачи (6)-(7) и 
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( = const.
Тогда, вводя функцию w = v – u имеем для функции w следующую задачу
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Следовательно, |w| < ((1 + (T – t0)) < ( ,  где область D расположена между плоскостями 
t = T и t = t0, и при ( ( 0  |w| ( 0. Доказательство закончено.
Для дальнейшего уточнения оценки решений уравнений (6) введем понятие подобласти, подчиненной точке (x0, t0) ( D.
Определение 5.

Область D’ ( D называется подобластью, подчиненной точке (x0, t0) ( D, если она расположена под плоскостью t =  t0 и для любой точки (x, t) ( D’ существует ломаная линия, соединяющая точки (x0, t0) и (x, t), принадлежащая области D’, и однозначно отображающаяся на ость t.

[image: image392.bmp]Например, если области принадлежат двухмерному пространству и имеют вид, показанный на рис.2 , то подобласть, подчиненная точке  (x0, t0) отображена штриховкой. Ломаная линия, соединяющая произвольную точку (x,t) ( D’ с точкой (x0,t0), также изображена на рисунке. Используя это понятие, сформулируем строгий принцип максимума, который дает представление о структуре решения уравнении (6), если максимум в области 
[image: image69.wmf]D

 достигается D
[image: image70.wmf]U

((D).
Теорема 4. (Строгий принцип максимума).
Пусть D ограниченная область в Rn+1 и ((D) ее верхняя крышка, ((D) ее собственная граница. Пусть в D
[image: image71.wmf]U

((D) определен оператор 
[image: image72.wmf]L
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, причем функции оператора L удовлетворяют условиям (1)-(5) и u субпараболическая (суперпараболическая) функция.
Тогда, если функция u достигает положительного максимума (отрицательного минимума) в некоторой точке (x0,t0) (  D
[image: image73.wmf]U

((D), то u = const в подобласти, подчиненной точке (x0,t0).
Доказательство этого утверждения легко получить из двух лемм, приведенных ниже, и оставлено для самостоятельной работы.

Лемма 2.
Пусть в 
[image: image74.wmf]2
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 определен оператор 
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 причем функции оператора L удовлетворяют условиям (1)-(5) u субпараболическая в 
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 функция. Пусть в точке (x0, t2) функция u достигает своего максимального значения. Тогда это значение сохраняется вдоль оси цилиндра.
Доказательство. Доказательство проводится методом от противного. Обозначим u(x0, t2) = M. Предположим, что в некоторой    точки оси   цилиндра   (x0, t’)   значение   меньше   M,   то   есть u(x0,t’) < M – a, где a > 0. Построим цилиндр 
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, причем r выбираем    таким    образом,   чтобы  r  < min(R, 1)   и 
u(t’,x) < M – a, при всех x , удовлетворяющих неравенству |x – x0| < r. 
Введем вспомогательную функцию 
[image: image78.wmf][

]

2

2

0

2

)

(

x

x

r

ae

M

v

t

t

-

-

-

=

¢

-

-

b

. Достаточно легко показать, что существует такое достаточно большое (, при котором функция v является суперпараболической, то есть удовлетворяет неравенству 
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, где k- const. Учитывая свойство первой суммы, получаем следующую квадратичную форму 
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 при достаточно большом значении (. 
Оценим значение функции v на боковой поверхности и нижнем основании цилиндра 
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. Полученное противоречие доказывает утверждение леммы.
Лемма 3.
Пусть в наклонном цилиндре t1 ( t ( t2, |x – (x0 + ((t – t2)| определен оператор 
[image: image85.wmf]L
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 причем функции оператора L удовлетворяют условиям (1)-(5) u субпараболическая в этом цилиндре функция. Пусть в точке (x0 + ((t2 – t1), t2) функция u достигает своего максимального значения. Тогда это значение сохраняется вдоль оси цилиндра.
Доказательство легко проводится с помощью замены переменных x’= x0 + ((t – t1), t’ = t и остается для самостоятельной работы. 
Доказательство теоремы 4 основывается на последовательном применении лемм 2 и 3 и тем, что любая точка подобласти, подчиненная точке (x0,t0) соединяется с ней ломаной линией, однозначно отображающейся на ось t. 
§ 3. Супер- и субпараболические функции типа потенциала

Введем линейный дифференциальный оператор второго порядка в Rn+1. 
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Функция 
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 называется функцией типа потенциала. 

Лемма 4.

Если ( ( (1 и 
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Доказательство.
При t ( 0 доказательство очевидно. При t ( 0 получается непосредственной подстановкой функции Fs( в левую часть неравенства. Дифференцируя функцию Fs(, получаем 
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. При первых двух условиях первая квадратная скобка не положительная, а вторая круглая скобка не отрицательная, то есть  
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. Таким же образом доказывается и второе утверждение. Доказательство закончено.
§4. Принцип максимума для начальной задачи уравнений параболического 
типа.

Начальная задача для уравнений параболического типа ставится следующим образом. В полупространстве t > t0 определено уравнение 
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Оператор 
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(D(Rn+1. Предполагается, что функции 
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Определение 6.
Функция u(x,t) называется функцией медленного роста, если при любых t ( (t, T] она удовлетворяет неравенству 
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Теорема 5.

В классе функций медленного роста начальная задача (10)-(11) имеет единственное решение.
Доказательство теоремы следует из принципа максимума для начальной задачи для уравнений параболического типа.

Теорема 6 (Принцип максимума).

Пусть u(x,t) субпараболическая (суперпараболическая) функция, определенная в слое t ( (t0, T), то есть 
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- удовлетворяют требованиям (1)-(4). При t = t0 u неположительна (неотрицательна) при t = t0 и принадлежит классу функций медленного роста. Тогда u ( 0 (u ( 0) при всех t ( (t0, T].
Доказательство. Доказательство проведем для субпараболических функций, так как случай суперпараболическх функции сводится к нему заменой u ( -u.Покажем, что u ( 0  на плоскости t = t0 + (. Для доказательства введем функцию типа потенциала Fs( со значениями 
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 C2 – задается определением функций медленного роста. Связь между значениями M > 0 и ( определим ниже. При t ( t0 функция 
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является суперпараболической, так как особые точки подинтегрального выражения лежат ниже плоскости t = t0 (рис.4). Величину R также выберем ниже. Оценим значение функции vR на плоскости t = t0 и на боковой поверхности цилиндра 
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. Выбираем M таким образом, чтобы при |x| = R функция vR удовлетворяла неравенству 
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при t0 ( t ( t0 + (, где C1 и C2 задаются в определении функций медленного роста. Так как u принадлежит классу функций медленного роста, то она  удовлетворяет неравенству 
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. Следовательно, на боковой поверхности и нижнем основании цилиндра 
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 vR – u ( 0. Так как функция vR – u является суперпараболической, то это неравенство справедливо при всех 
t0 ( t ( t0 + (. Правомерность такого выбора M обоснуем следующими выкладками. Оценим значение функции vR снизу 
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, где а > 0 – const. Выбирая 
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, получим искомое неравенство. 
Для доказательства неравенства 
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выбираем произвольную точку (x’,t’) из слоя (t0, t0 + (). Выбирая R > 2|x’|, имеем 
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где (n – поверхность сферы единичного радиуса в Rn. Выбирая 
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, получаем 
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, то есть u(x’, t’) ( 0 при всех 
t0 ( t ( t0+ (. Рассматривая интервал t0 + (.( t ( t0 + 2(, аналогичным образом показываем, что u(x’, t’)( 0 при всех t0 ( t ( t0+ 2( и так далее. За конечное число шагов интервал (t0, T) будет полностью покрыт. Доказательство закончено. 
Теорема единственности решения начальной задачи для уравнения параболического типа легко следует из принципа максимума и оставляется для самостоятельной работы.

§5. Стабилизация решения начальной задачи уравнений параболического
типа.
Рассматривается задача для полупространства t > t0, причем функция, заданная на плоскости t = t0 непрерывна и стремится к нулю при t ( (.  Задача ставится следующим образом.
Пусть функция u принадлежит к классу функций медленного роста и при t > t0 удовлетворяет уравнению
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Оператор 
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, где 
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- удовлетворяют требованиям (1)-(4).

Теорема 7.
Решение задачи (12)-(13) стремиться к нулю равномерно по x при t ( (.

Доказательство.
Получим оценку сверху для функции u.  Так как |((x)| ( 0 при |x| ( (, то существует такое R, то при всех |x| > R выполнено неравенство |((x)| < (/2. Введем суперпараболическую функцию типа потенциала 
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. При |x| > R   и t = t0 функция v >(/2, а u < (/2, то есть v – u ( 0 при t = t0. Поскольку функция v – u является суперпараболической, то неравенство v – u ( 0 сохранится при всех
t > t0. Покажем, что существует момент t1, такой, что при всех t > t1, u < (. Этот момент времени определяется из неравенства  
[image: image128.wmf]e

e

e

b

<

+

+

-

£

+

+

-

+

-

-

2

)

1

(

2

)

1

(

0

1

)

1

(

4

0

1

0

1

2

s

t

t

x

s

t

t

M

e

t

t

M

, то есть 
[image: image129.wmf]1

2

0

1

1

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

³

t

M

t

s

e

 и u < (. Таким же образом доказывается, что при t > t1 u > -(, то есть |u| <(, что и доказывает утверждение теоремы.
§ 6. Линейные нормированные пространства, выпуклые множества и 

функционалы [2-4]
Определение 7.
Непустое множество L, состоящее из элементов x, называют линейным или векторным пространством, если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) Для любых двух элементов x, y ( L, однозначно определен третий элемент z ( L, называемый их суммой, которая обозначается как z = x + y, и для любых x, y, z ( L имеет место

a) x + y = y + x
b) x + (y + z) = (x + y) + z
c) Существует такой элемент 0 ( L, что x + 0 = x
2) Для произвольных элементов x, y( L и чисел (1, (2 выполнено

a) (1((2x) = ((1(2)x
b) Существует такой элемент 1 ( L, что 1(x = x, (-1)(x = -x
c) ((1 + (2)x =(1 x +(2x
d) (1(x + y) = (1 x +(1y
Приведем примеры линейных пространств

1. Совокупность действительных чисел с арифметическими операциями сложения и умножения обозначается R.

2. Элементами пространства 
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 являются всевозможные совокупности из n чисел (x1, x2, x3,… , xn).
3. Множество действительных или комплексных функций, определенных на отрезке [a, b], с обычными операциями сложения и умножения на число.

Определение 8.
Непустое множество L’ ( L называется продпространством, если оно образует линейное пространство по отношению к определенным в L операциям сложения и умножения на число.

Определение 9.
Функцию 
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, отображающую элементы пространства L в R, называют нормой элемента x, если она удовлетворяет следующим условиям
1. 
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Определение 10.
Линейное пространство с определенной на нем функцией 
[image: image136.wmf]x

 называют линейным нормированным пространством.

Пусть задана последовательность элементов пространства  L  x1, x2, …, xn, …  . Говорят, что последовательность 
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}

n

x

сходится к элементу x, если для всякого ((( 0 найдется такое число N, зависящее от выбора  (, что при всех n > N , 
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из L называют фундаментальной, если для любого ((( 0 существует N(, такое, что 
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 для всех n, m > N(. 
Определение 11.
Нормированное линейное пространство, в котором каждая фундаментальная последовательность имеет предел, называется полным (банаховым) пространством  и обозначается E.
Множество точек l = {x: x = (x1 + (1- ()x2,  0 ( (((( 1} пространства L называют отрезком, соединяющим точки x1 и x2. Если концевые точки не входят, то отрезок называется открытым.

Определение 12.

Множество M ( L называют выпуклым, если вместе с любыми двумя точками из M в нем содержится отрезок, соединяющий эти точки.

Числовую функцию f, отображающую L (  R называют функционалом. Если 
f(x + y) = f(x) + f(y), то функционал называют аддитивным. Если f(ax) = af(x), то функционал называют однородным. Аддитивный и однородный функционал называют линейным функционалом.   Если   при   всех     x, y ( L  и    0 ((((( 1    выполнено неравенство
 f((x + (1- ()y) (( (f(x) + (1- () f(y), то функционал называется выпуклым. Очевидно, если f выпуклый функционал, то множество {x( L : f(x) ( C} является выпуклым множеством. Примером такого функционала в L является норма и, следовательно, шар – выпуклое множество. Связь между выпуклыми функционалами  и выпуклыми множествами в более общем случае дается функционалом Минковского 
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, где M выпуклое множество. Функционал называют непрерывным, если для любого x0 ( L и числа 
( > 0 существует такая окрестность V0 элемента x0 , что |f(x) – f(x0)| < ( при всех x ( V0. В конечномерном пространстве непрерывность функционала следует из его линейности. В общем случае это утверждение неверно. В нормированном линейном пространстве линейный функционал непрерывен в том и только в том случае, когда его значения на единичном шаре ограничены в совокупности.
Определение 13.
Число 
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, x ( L, называют нормой линейного функционала (точная верхняя грань значений, принимаемых на единичном шаре). 
Очевидно, |f(x)| ( 
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. Для линейных функционалов обычным образом вводится операция сложения и умножения на число, превращающая совокупность линейных операторов в линейное пространство. Пространство, образованное совокупностью линейных непрерывных функционалов, называют сопряженным с L и обозначают L*. Введение нормы 
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 превращает L* в нормированное пространство. С помощью функционала можно дополнить понятие сходимости последовательности элементов. Пусть {xn} – последовательность элементов из L. Последовательность называют сходящейся к элементу x0( L, если для любого непрерывного функционала f(x) на L последовательность 
{f(xn)} сходится к f(x0). Такую сходимость называют слабой сходимостью в отличие от сходимости по норме, которую называют сильной сходимостью. 
§ 7. Линейные операторы.

Линейным оператором, действующим из E в E1,  называют отображение y = Ax, где x ( E и y ( E1, удовлетворяющее условию A((x1 + (x2) = (A(x1) + ( A(x2), где x1, x2 Совокупность всех x, для которых отображение определено, называется областью определения оператора A и обозначается D(A).

Оператор A называют непрерывным в точке x0 (  D(A), если для любого ( > 0 существует ( > 0, такое, что из неравенства 
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 следует 
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, причем при ( ( 0 ( ( 0.  Оператор, действующий из E ( E1 называют ограниченным, если областью определения является все пространство E и каждое ограниченное множество переводится им в ограниченное множество. Очевидно, что всякий линейный непрерывный оператор является ограниченным. Условие ограниченности оператора (не обязательно линейного) можно записать в виде 
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, где с не зависит от x. Наименьшее значение постоянной с, присутствующее в этом неравенстве, называют нормой оператора А и обозначают ||A||, то есть 
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. Пусть А1 и А2 – линейные операторы, действующие из Е в Е1. Оператор, ставящий в соответствие элементу х ( E элемент А1х + А2х ( E1, называют суммой операторов и обозначают C = A1 + A2. Очевидно, 
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. Оператор A, ставящий в соответствие элементу x ( E элемент kAx ( E1, называется произведением оператора A на число k и обозначается D=kA. По отношению к введенным операциям сложения и умножения на число совокупность L(E, E1) всех непрерывных линейных операторов, определенных на всем пространстве E и отображающих E ( E1, образуют линейное нормированное пространство.
Важным понятием является понятие сходимости последовательности операторов. Говорят, что последовательность операторов {An} сильно сходится к оператору A, если при любом  x ( E 
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 при n (((. Предельный оператор A линеен и ограничен. Из сходимости операторов по норме пространства L(E, E1) следует ее сильная сходимость, но обратное утверждение неверно. 

Теорема 8 (Теорема Банаха-Штейнгауза).

Для того, чтобы последовательность линейных ограниченных операторов {An} сильно сходилась, необходимо и достаточно, чтобы нормы операторов An были равномерно ограничены и последовательности {Anх} были сходящимися при всех x из некоторого всюду плотного в E множества.

Оператор, ставящий в соответствие элементу  x ( E элемент последовательного применения операторов A2(A1x) E2, где A1 – отображение E в E1, а A2 – отображение E1 в E2, называют произведением операторов. Оператор A2A1 линеен и непрерывен, если линейны и непрерывны операторы A1 и A2. Норма произведения операторов удовлетворяет равенству 
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, причем D(A2A1) = {x: A1x ( D(A2)}.
Оператор RA(() = (A - (I)-1 называется резольвентой оператора A. Точки комплексной плоскости (, где оператор RA(() определен на всем E и ограничен, называются регулярными (или резольвентным множеством). Дополнение его до всего комплексного пространства образует спектральное множество и обозначается ((A). Регулярное множество открыто, а спектральное – замкнуто. Точки, в которых уравнение (A - (I)x = 0 имеет нетривиальное решение, образуют точечный спектр.
Если оператор A ограничен, то при достаточно больших значениях ( резольвента представляется в виде абсолютно ( по норме) сходящегося ряда 
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. Вычисляя норму от правой и левой частей неравенства, получаем 
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. Неравенство показывает, что ((A) лежит внутри круга радиуса ||A||. Более точное определение расположения спектра дается неравенством 
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 называют спектральным радиусом оператора. Для резольвенты оператора на регулярном множестве справедливо тождество Гильберта R(() – R(() = (( – () R(()R((). Из этого тождества следует, что на регулярном множестве резольвента является аналитической функцией параметра ( со значениями в пространстве линейных ограниченных операторов.

Для функций, непрерывно зависящих от параметра со значениями в линейном нормированном пространстве, можно определить интеграл, как предел интегральных сумм 
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C – const. В случае ограниченного оператора A операторы eAt образуют однопараметрическую группу (в общем случае полугруппу) eAteA( = eA(t + () и eA(0 = I.
§ 8. Постановка задач математической физики в абстрактных пространствах.

При   постановке задач математической физики в абстрактных пространствах необходимо ввести пространство, в котором задается исходная задача, но и точно определить, что понимается под каждым из входящих операторов и какова их область определения, то есть установить соответствие исходной задачи с задачей в абстрактом пространстве.
Рассмотрим в качестве первого примера начально-краевую задачу для уравнения первого порядка. Необходимо найти функцию U(C1{t>0, x((0;1)}(C{t(0, x([0:1)}, удовлетворяющую ниже приведенной задаче
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В качестве исходного пространства E рассматривается совокупность непрерывных функций, заданных на интервале (0;1) с нормой 
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. В любой фиксированный момент времени функции f(x,t), U(x,t) являются элементами пространства E и обозначаются как f(t) и U(t). ((x) является фиксированным элементом пространства E и обозначен как  (. В исходном пространстве выделяется множество функций, имеющих непрерывную первую производную и удовлетворяющих условию U (x=0= 0. На этом множестве определим оператор 
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 с областью определения D(A).

В качестве второго примера рассматривается начально-краевая задача для уравнения параболического типа. Пусть G ( Rn имеет гладкую границу (G. Необходимо найти функцию U, принадлежащую классу С2{x ( G, t > 0}({
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где n – нормаль к границе области G, p(x) ( C1, q(x), ((x), ((x), ((x) принадлежит классу C в тех точках пространства, в которых они определены. В качестве пространства E рассматривается совокупность непрерывных на G функций, где сумму функций и умножение на число определено обычным образом. Норма определена следующим соотношением 
[image: image168.wmf])

(

max

x

U

U

G

x

Î

=

. Как и в первом примере, F(t) и U(t) в каждый фиксированный момент времени это элементы пространства E. (, p, (, (- фиксированные элементы пространства. Оператор AU = div(p(U) – qU с областью определения D(A)={U:U(C2(G),
[image: image169.wmf]0

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

G

n

U

U

b

a

}. Тогда задача (17)-(19) в пространстве E будет иметь вид 
[image: image170.wmf],

),

(

0

j

=

+

=

=

t

U

t

F

AU

dt

dU

 где оператор A и его область определения определены выше. 
Рассмотрим примеры задач математической физики с учетом обратных связей, в которых вводимые операторы являются замкнутыми (возможно неограниченными) линейными и ограниченными (возможно нелинейными) операторами.
Математическая модель переноса тепла жидкостью с учетом теплообмена со стенкой в одномерном случае имеет вид [6]
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где cT , u – постоянные величины, CM, ( - диагональные матрицы с неотрицательными элементами, e = (1, 1, …, 1)T, P – постоянная матрица с неотрицательными внедиагональными элементами. В качестве исходного пространства используется топологическое произведение En+1= E( E(… ( E, где E пространство непрерывных функций, заданных на отрезке (0;1). Вектор-функция w= ((, (1,…, (n)T является элементом пространства En+1 и его норма определяется равенством 
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где A, D(A) и Q определены выше.

Рассмотрим начально-краевую задачу для полулинейного уравнения параболического типа с учетом обратных связей. Эта задача имеет вид
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где ((x), ((x), ((x) ( C1, ((x) ( (0 > 0, p(x) ( p0 > 0, k0 и ( постоянные величины. Введем вектор-функцию w = (u, v)Т. В качестве исходного пространства рассмотрим E2 = E x E, где E пространство непрерывных на множестве G функций. Норму элемента в E2 определим равенством
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§ 9. Конус в линейном нормированном пространстве [6-8]
Определение 14. Замкнутое выпуклое множество K ( E называется конусом, если из условия x ( K и x ( 0 следует , что (x ( K при ( ( 0 и (x ( K при ( < 0.
Определение 15. Конус называется телесным, если хотя бы одна точка вместе  с некоторой окрестностью принадлежит K.
Точки, обладающие указанным свойством, называют внутренними точками, совокупность всех  таких точек обозначается intK. Рассмотрим примеры конусов в разных пространствах.

1. В качестве пространства выберем R3 и выделим в нем множество векторов с неотрицательными компонентами. Легко проверить, что это множество является конусом, причем телесным, так как вектор е = (1, 1, 1)Т со своей окрестностью принадлежит этому множеству. 
2. Рассмотрим множество симметричных матриц (n x n) – матриц Y ( L  (Rn, Rn). Ному элемента Y ( L   определим следующим образом 
                                          
[image: image182.wmf]Y
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В L  (Rn, Rn) выделим множество K= {Y ( L  (Rn, Rn): xTYx ( 0, x ( Rn}. Здесь xTYx –образовано по обычным правилам векторного и матричного умножения. Множество K является конусом и этот конус является телесным. Действительно, множество точек intK определено неравенством xTYx > 0 при всех x ( 0. Очевидно, что единичная матрица удовлетворяет этому условию.
3. Рассмотрим пространство C(a,b), то есть пространство непрерывных функций, заданных на отрезке (a,b), и норма определяется равенством 
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. Выделим в этом пространстве совокупность неотрицательных функций. Это множество также является конусом, причем этот конус телесный, так как его внутренней точкой является функция f ( 1.

4. Рассмотрим пространство  L  (a,b),  то есть пространство непрерывных функций, заданных на отрезке (a,b), и норма определяется равенством 
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. Множество неотрицательных функций образуют конус, но он не является телесным, так как о окрестности любой неотрицательной функции найдется функция, имеющая отрицательное значение.
Используя понятие конуса, можно ввести полуупорядоченность в исходном пространстве.

Определение 16. Элемент пространства х больше или равен элементу y (записывается x [image: image186.bmp] y), если x – y ( K. Знак [image: image187.bmp] по конусу обладает свойствами обычного знака (.
Определение 17. Конус K называют нормальным, если из неравенства 0 [image: image188.bmp] х [image: image189.bmp] y следует ||x|| ( N||y||, где N не зависит от x и y. Число N называют константой нормальности конуса. Если N = 1, то конус называют острым.

[image: image190]
В качестве примера рассмотрим конус векторов с неотрицательными компонентами в R2. На рис. 5 изображен вектор x ( K. Векторы y [image: image191.bmp] x принадлежат заштрихованной области. Кроме того, легко видеть, что данный конус является острым. В пространстве C(0;1) задан элемент v  ( K, где K совокупность неотрицательных функций. Элементы 
u [image: image192.bmp] v совпадают с функциями, графики которых принадлежат заштрихованной области (рис.6). Этот конус также является острым.  

Рассмотрим более сложный пример конуса. В пространстве L  (Rn, Rn)с нормой (23).  Для доказательства нормальности этого конуса заметим, что функционал 
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x

Yx

x

Y

T

T

x

0

1

sup

¹

=


Обладает свойством нормы (проверку провести самостоятельно). Но ||Y1||1=||Y2||1+||Y1- Y2||1, если Y1 [image: image194.bmp]Y2[image: image195.bmp] 0. Отсюда следует, что по норме ||(||1 конус K острый и, в силу эквивалентности норм ||(||1 и ||(||L , нормальный по исходной норме  в
 L  (Rn, Rn).
Определение 18. Множество элементов x пространстве E, удовлетворяющих неравенству U [image: image196.bmp] x [image: image197.bmp] V , где U и V – некоторые фиксированные элементы пространства E, называют конусным отрезком.

Рассмотрим пример конусного отрезка в пространстве R2. Пусть в пространстве R2 выделены два элемента V = (1; 2) и U = (-1; -1). В качестве конуса выберем первый квадрант. Тогда заштрихованная область на рис. 7 выделит множество векторов, принадлежащих конусному отрезку. 
Определение 19. Если каждый элемент x ( E может быть представлен в виде 
x = u – v , где u,v ( K, то конус называют воспроизводящим. Если, кроме того, элементы u и v можно выбрать так, что ||u||, ||v|| < a||x||, где a не зависит от x, то конус называют не- сплющенным.
Определение 20. Оператор A называют монотонным, если из неравенства x [image: image198.bmp] y следует Ax [image: image199.bmp] Ay. 

Определение 21. Оператор A называют положительным, если из условия x ( K следует Ax ( K. Это свойство обычно записывают так: AK ( K.

Для линейных операторов монотонность и положительность являются эквивалентными понятиями, так как из условия x [image: image200.bmp] y или  0 [image: image201.bmp] y – x следует 0 [image: image202.bmp] A(y – x) = Ay – Ax, то есть Ax [image: image203.bmp] Ay.
Приведем примеры положительных операторов. Пусть в пространстве Rn в качестве конуса выбрана совокупность векторов с неотрицательными компонентами. Тогда матрица  n x n с неотрицательными элементами является примером оператора, положительного по выбранному конусу.

Пусть R(x,() непрерывная функция на квадрате 0 ( x, ( ( 1. Тогда в пространстве C(0;1) оператор 
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, отображающий C(0;1) в C(0;1), является положительным оператором по конусу неотрицательных функций.

§ 10. Положительность операторной экспоненты.

Операторная экспонента играет существенную роль при построении решения задачи Коши. Например, решение задачи Коши для системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами  
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(

,

,

,

0

0

A

D

x

E

x

x

x

Ax

dt

dx

t

Î

Î

=

=

 может быть записано в виде 
[image: image206.wmf]0

)

(

x

t

x

At

l

=

[8], если при любом конечном t норма оператора 
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 ограничена. Если 
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, то решение этой задачи будет положительным.

Пусть (0 ( ((A), а остальная часть спектра ((A) удовлетворяет условию: ( ( ((A), Re ( ( a и a < (0. В этом случае собственное значение (0  называют ведущим.

Теорема 9. Пусть конус K - конус векторов с неотрицательными компонентами и A- n x n матрица. Пусть выполнено одно из следующих условий:
1. exp(At)K ( K при всех t ( 0.

2. ((I – A)-1K ( K при всех действительных ( больших некоторого (0.

3. (A + (I) K ( K при некотором (.

Тогда выполнены остальные два условия.

Доказательство. Покажем выполнение второго условия при выполнении первого. Обозначим (0 = max Re ((A) и при ( > (0 рассмотрим тождество
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Так как Re((A - (I) < 0, то интеграл при T ((( сходится абсолютно и, кроме того, 
||exp(A - (I)T|| ( 0. Переходя к пределу при T (((, имеем
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Правая часть равенства, очевидно, является положительным оператором, то есть и левая часть также является положительным оператором. Следовательно, из первого условия следует второе.
Обратное утверждение также легко доказывается. Прежде всего отметим, что последовательность операторов 
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 сильно сходится к оператору A, так как 
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 и ||A – An||( 0  при (n (((. Но 
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равномерно сходящегося по норме на любом конечном интервале времени в следствии оценки 
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. Каждый член ряда является положительным оператором, так как имеет место второе условие теоремы. Следовательно, оператор 
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 является положительным оператором для всех достаточно больших (. Так как 
[image: image217.wmf]0

®

-

t

A

At

n

l

l

 при (n (((, то 
[image: image218.wmf]At

l

положительный оператор, то есть из второго условия следует первое.
Для доказательства первого условия из третьего, заметим, что
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представляется в виде абсолютно сходящегося ряда
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Так как правая часть равенства является положительным оператором при выполнении третьего условия, то, следовательно, выполнено первое условие, а значит и второе.
Осталось показать, что из первого условия следует при некотором (. Прежде всего, покажем, что из условия (A + (I)K ( K следует
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где xi – компоненты вектора x, aij – элементы матрицы A. Действительно, если неравенства (24) выполнены при всех i = 1, 2, …, n, то при 
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при всех I = 1, 2, …, n. Последнее – не что иное, как покомпонентная запись условия 
Ax + x ( K при x ( K. Если хотя бы при одном из значений i не выполнено неравенство (24), то при xi = 0 и x ( K не выполнено неравенство (25). Следовательно, Ax + x ( K при некотором x ( K. Это показывает эквивалентность между третьим условием теоремы и неравенством (24). Доказательство того факта, что из первого условия следует третье, проводится методом от противного. Разложив 
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Отсюда для i –ой компоненты вектора 
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где c =const < (, справедливую при всех t ( [0; T].

Если при некотором x ( K не выполнено неравенство (24), то при достаточно малых t и xi = 0 будет 
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. Но это противоречит первому условию. Таким образом, из первого условия следует третье при некотором (. Доказательство закончено.
Из теоремы следует, что в случае конуса векторов с неотрицательными компонентами необходимым и достаточным условием положительности операторной экспоненты является второе или третье условие. Для фактической проверки проще третье условие. Но при доказательстве необходимости третьего условия был использован конкретный вид конуса.

Оказывается, что даже в конечномерном пространстве третье условие является только достаточным и для достижения большей общности этого условия в формулировке теоремы требуется заменить более слабым.
Теорема 10. Пусть E – банахово пространство с выделенным нормальным телесным конусом K и A – ограниченный линейный оператор, действующий из E в E. Пусть выполнено одно из трех условий:
1. exp(At)K ( K при всех t ( 0.

2. –RA(()K ( K при всех действительных ( ( (0, где (0 – некоторое число.

3. Существует последовательность линейных ограниченных операторов {An}, сходящаяся по норме в L  (E, E) к оператору A и последовательность чисел {(n}, таких, что (An + (nI) K ( K.
Тогда выполнены остальные два условия.

Доказательство того, что из первого условия следует второе, а из второго – первое, в значительной степени повторяет доказательство предыдущей теоремы. Поэтому остановимся только на доказательстве, что из третьего условия следует первое и из первого – третье. Прежде всего, заметим, что при всех n ||An||, ||A|| < M, где M < (,  
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Но 
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. Далее, оценивая (26) по норме, имеем
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(27)
при n ((( равномерно на каждом конечном интервале [0; T].

Поскольку (An + (nI) K ( K при каждом n,  
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 является положительным по конусу K оператором. Отсюда, ввиду (27)  следует, что exp(At)K ( K. Для доказательства обратного утверждения рассмотрим последовательность операторов 
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, где 
(n ((( при неограниченном возрастания номера n. Последовательность {An} сходится к A при n (((, так как имеет место очевидная оценка 
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. Далее, так как A и An – ограниченные линейные операторы, то 
[image: image240.wmf]0

®

-

t

A

At

n

l

l

при n ((( равномерно на любом конечном интервале значений t. Поскольку 
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, то (-RA((n))K ( K при всех (>(0. Следовательно, (An + (nI) K ( K, если только (n ( (n. Таким образом, при выполнении первого или второго условия выполнено третье. Доказательство закончено.
Частично результаты переносятся на замкнутые операторы, имеющие всюду плотную в E область определения D(A). Для этих операторов теорема формулируется следующим образом.

Теорема 11.  

Пусть E – банахово пространство с выделенным конусом K и A – замкнутый оператор, отображающий всюду плотную в E область определения D(A) на E. Пусть при всех достаточно больших действительных ( (( >(0)существует резольвента RA(() и ((I – A)-1 является линейным положительным по конусу оператором. Пусть конус нормальный и телесный или несплющенный. Тогда полугруппа операторов 
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положительна по конусу и справедлива оценка 
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Доказательство. Доказательство проводится в несколько этапов. Прежде всего, получим оценку на резольвенту оператора A при условиях теоремы. Для этого введем понятие конусной нормы. Пусть K – телесный конус в пространстве E и x*- какая-либо точка из int K. Конусный отрезок <-x*; x*> является выпуклым множеством в E, открытый отрезок, соединяющий вершины конусного отрезка, принадлежит внутренности <-x*; x*> и, следовательно, некоторый шар ||x|| ( m принадлежит конусному отрезку. Допустим, что шар ||x|| ( M содержит конусный отрезок. Для существования такого шара достаточно, чтобы конус K был нормальным. В самом деле, если -x* [image: image244.bmp] x [image: image245.bmp]x*, то ||x + x*|| ( 2N||x*|| и для ||x||  имеем ||x|| ( ||x + x*|| + ||x*||, где N – константа нормальности конуса. С помощью конусного отрезка можно ввести норму, эквивалентную исходной, посредством функционала 
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. Так как множество ||x||K = 1 содержит шар радиуса m и содержится в шаре радиуса M, то m||x||K ( ||x|| ( M||x||K. По норме ||x||K конус K, очевидно, острый.
Пусть для всех достаточно больших ( >(0 существует резольвента оператора A и является положительным по конусу оператором, то есть (-RA(())K ( K. Согласно тождеству Гильберта имеет место тождество

(-RA(()) = (-RA(()) + (( - ()(-RA(())2 + ((( +(( - ()n(-RA(())n(-RA(()).
(28)
При ( > ( > (0 операторы (-RA(()) – положительные, поэтому на элементах конуса имеет место равенство
0 [image: image247.bmp] (( - ()n(-RA(())n(-RA(()x) [image: image248.bmp] (-RA(()x)




(29)

Резольвента замкнутого оператора отображает E на D(A), поэтому на элементах из D(A)
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(30)
где N – константа нормальности конуса. Так как D(A) всюду плотно в E, то полученное неравенство распространяется на произвольные элементы из K. Для того, чтобы распространить неравенство (30)на произвольные элементы из E, рассмотрим два случая: 

· Конус нормальный и телесный.

· Конус нормальный и несплющенный.

Рассмотрим первый случай. Пусть –rx*[image: image251.bmp] x [image: image252.bmp] rx*, где r = ||x||K и x – произвольный элемент из E. Так как –RA(() линейный положительный (а значит монотонный) оператор, то 

–r(-RA(())nx* [image: image253.bmp] (-RA(())nx [image: image254.bmp] r(-RA(())nx*. 
Из очевидного неравенства 0 [image: image255.bmp]r(-RA(())nx* [image: image256.png]
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x*, где ||RA(()|| определена на элементах  из конуса, имеем
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Тогда, привлекая определение конусной нормы, имеем

||(-RA(())nx||K ( 
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Полученное неравенство, используя (30) и эквивалентность норм, можно переписать в виде
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(31)
где С – некоторая константа.

Во втором случае для любого элемента x ( E имеем

||(-RA(())nx|| ( ||(-RA(())nu|| + ||(-RA(())nv||,
где u, v ( K и ||u||, ||v|| ( a||x|| в виду несплющенности конуса. Полученное неравенство, используя (30), можно переписать в виде (31), полагая C = 2Na. Таким образом, оценка (31) справедлива на любом из элементов x ( E. 

Перейдем к доказательству утверждений теоремы. Для этого рассмотрим последовательность ограниченных линейных, коммутирующих друг с другом, операторов
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Операторы (nRA((n) сильно сходится к оператору –I. В самом деле, на элементах из D(A) с учетом неравенства (31) имеем
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Кроме того, нормы операторов (nRA((n) равномерно ограничены при (n > 2( > (0. Отсюда, по теореме Банаха-Штейнгауза, следует, что (nRA((n)x сходится к –x при любых x ( E.

Так как при x ( D(A)   Anx = - (nRA((n)Ax, то An сильно сходится к A на D(A). Поскольку An – линейные ограниченные операторы, то  
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 можно представить в виде абсолютно сходящегося ряда
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Далее, оценивая правую и левую части равенства по норме, с помощью (31) находим
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Последнее неравенство имеет место при всех (n > 2(. Найденная оценка показывает, что последовательность операторов 
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равномерно ограничена. Кроме того, на элементах из D(A) последовательность 
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является фундаментальной. Доказательство этого утверждения приведено в работе [5].

Таким образом, при x ( D(A) последовательность  
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 сходится равномерно. Так как D(A) всюду плотна в E, то 
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 равномерно по t при любом x (E сходится к 
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Следствие из теоремы 11. Пусть выполнены условия теоремы 12 и пусть B ограниченный, линейный, положительный оператор, действующий из E в E. Тогда полугруппа операторов 
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Доказательство легко следует из разложения 
((I – A – B)-1 = (I + ((I – A)-1B +(((I – A)-1B)2 + ( ) ((I – A)-1,
где ряд в правой части равенства сходится абсолютно при всех ( > (0 + C||B||, так как
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Каждый член ряда является положительным по конусу оператором и утверждение непосредственно следует из теоремы 11.
§11. Примеры операторов, порождающих положительную операторную экспоненту.

Если к качестве конуса в Rn выбрано множество векторов с неотрицательными компонентами, то, как легко видеть из третьего условия теоремы 9, матрица с неотрицательными внедиагональными элементами порождает положительный оператор 
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1. Пусть в качестве Е выбрано пространство С(0;1), а конус представляет собой совокупность неотрицательных на отрезке (0;1) функций. В качестве оператора А выберем дифференциальный оператор первого порядка Au = 
[image: image282.wmf]dx

du

-

с областью определения 
D(A)  = {u: u ( C1, u(0) = 0}, которая в силу теоремы Веерштрасса [9], всюду плотна в С(0;1). Для доказательства условия 
[image: image283.wmf]At

l

K ( K в силу теоремы 11 необходимо показать, что –RA(()K ( K, то есть для произвольного элемента v ( K элемент –RA(()v = w  также принадлежит K. Подействуем оператором ((I – A) на равенство –RA(()v = w  и, учитывая вид резольвенты RA(() = (A - (I), имеем v = (w – Aw. Используя вид оператора A и его область определения, приходим к краевой задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений  
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2. В качестве пространства Е выбирается С(0;1), конус K определяется равенством 
K = {u: u( 0, x ( (0; 1)}. Оператор А – это дифференциальный оператор второго порядка 
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 с областью определения D(A) = {u:u ( C2, u(0) = u(1) = 0}. Покажем, что данный оператор порождает положительную операторную экспоненту 
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(33)

Если G(x, () – функция Грина данной выше задачи, то решение запишется в виде 



[image: image290.wmf]ò

=

1

0

)

(

)

,

(

)

(

x

x

x

d

v

x

G

x

w

.

Таким образом, если G(x, () ( 0 при 0 ( x ( 1, то из условия v ( 0 следует w( 0, то есть w является элементом конуса и операторная экспонента является положительным по конусу оператором. При ((( 0 функция Грина неотрицательна, а при ( < 0 она имеет вид
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Легко видеть, что функция Грина будет неотрицательна при ( > -(2 = (0. Следовательно, при всех ( > (0 решение задачи (33) будет неотрицательным. Таким образом, при ( > (0 из условия v ( K следует –RA(()v ( K. Таким образом, для операторной экспоненты справедливо неравенство 
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§12. Положительные решения однородных дифференциальных уравнений.
В банаховом пространстве Е с выделенным нормальным и телесным конусом K рассмотрим задачу Коши вида
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(34)
где А – линейный, не зависящий от t оператор. При ограниченности 
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при любом фиксированном t решение задачи (34) запишется в виде 
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. Легко видеть, что при положительности оператора 
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и условии x0 ( K, задача (34) имеет положительное решение. Если в качестве E выбрано Rn, а K является совокупностью векторов с неотрицательными компонентами, то при неотрицательности внедиагональных элементов матрицы А система линейных дифференциальных уравнений в обыкновенных производных имеет положительное решение, если x0 ( K (теорема 9). Факт существования положительного решения был доказан иным способом в работе [10].
Для замкнутых операторов доказательство существования положительного решения основано на теореме 11. В качестве примера рассмотрим следующую задачу.
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(35)
Прежде всего, перейдем от задачи (35) к задаче Коши в банаховом пространстве, то есть к задаче вида (34). Методика перехода разобрана в § 8. В качестве Е выбирается пространство С(0;1), а конус K представляет из себя совокупность неотрицательных на (0;1) функций. В § 9 показано, что этот конус нормальный и телесный. Введем оператор A с помощью равенства 
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 с областью определения D(A) = {u: u ( C2, u|x = 0 = u|x = 1 = 0}. Обозначим через ( фиксированный элемент пространства С(0;1) и  потребуем, чтобы 
( ( K. Тогда задача (35) запишется в виде 
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Решение этой задачи 
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 удовлетворяет следующей оценке 
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 (§ 8). Следовательно, решение задачи (35) существует и u(t) ( K, если ( ( K.
§13. Резольвента нелинейного оператора [3].

Для дальнейшей работы необходимо ввести аналог резольвенты для нелинейного оператора. Он вводится с помощью равенства y = (A((, t, x), где y  определяется уравнением
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(36)
Возникает естественный вопрос, как связаны введенная резольвента   y = (A((, t, x) и RA((), если оператор A – линейный. Из (36) легко видеть, что y и RA(() связаны равенством y = -(RA(()x.
Исследуем вопрос о существовании решения уравнения (36), предполагая, что отображение A(x, t) непрерывное и удовлетворяет условию Липшица в окрестности точки x с некоторой константой L. Окрестность конкретизировать не будем, предполагая ( достаточно большим. Решение строится методом последовательных приближений по следующей схеме  y0 = x,  
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 Для доказательства сходимости последовательности {yn} оценим по норме разность соседних элементов этой последовательности. При 
n ( 1 имеем оценки
||y1 – y0|| ( (1/()||A(t,x)||, . . . , ||yn – yn-1|| ( (1/()||yn-1 – yn-2||.
Отсюда 

||yn – yn-1|| ( ||A(t, x)|| (1/()(L/()n-1.
Оценка показывает, что при L/( < 1 последовательность {yn} сходится и сходимость равномерная. Следовательно, 
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 и также является непрерывной функцией x и t. Кроме того, с помощью полученных оценок (переходя к пределу при n ((() можно получить неравенство ||y – x|| ( ||A(t, x)||/(( - L). Следовательно, (A((, t, x) ( x при (((((  и 
(|(A((, t, x) – x| ( A(t, x) при ((((( равномерно по x и t.
Рассмотрим примеры нелинейных операторов и запишем уравнения для определения их резольвенты. В качестве первого примера возьмем оператор Q(t, u)=u2 + 1, где 
u ( C(a, b). Введем резольвенту оператора Q с помощью уравнения (36), которое в данном конкретном случае принимает вид 
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, то оператор Q удовлетворяет условию Липшица. Следовательно, функцию (Q можно искать методом последовательных приближений 
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является равномерно сходящейся по u и t. Каждый элемент последовательности 
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, если v ( K, из которого следует (учитывая равномерную сходимость) (Q((, t, v) ( K, то есть оператор (Q при всех достаточно больших ( является положительным оператором по конусу неотрицательных функций.
Рассмотрим   второй   пример.   Пусть   E   это   топологическое   произведение 
C(a; b)x C(a; b).    Пусть   оператор   A   отображает  E   в   E.   Этот оператор имеет вид A(w) = 
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Если f ( E, то 
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. Покажем, что оператор A также удовлетворяет условию Липшица. В самом деле, 
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§ 14. Нелинейные уравнения с ограниченным оператором.
Рассмотрим задачу Коши
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(37)
В общем случае для существования решения на A требуется, чтобы A(t, u) была непрерывна по t; u и для каждого R и T существовало такое число L (константа Липшица), что 
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, где t ( [0, T], а ||u||, ||u + v|| < R. Следует отметить, что выполнение этих условий не гарантирует существование решения при всех t > 0. Это можно показать на простейшем примере: E = R1, 
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Решение при принятых ограничениях можно построить методом последовательных приближений. Для этого  уравнение (37) приведем к интегральному виду 
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Тогда u(0) = u0,  
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Отсюда последовательно находим 
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||u(m) – u(n)|| ( ||u(m) – u(m - 1)|| + ||u(m - 1) – u(m - 2)|| + . . . + 
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 при n (((, то последовательность фундаментальная и, очевидно, ограниченная, так как 
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Таким образом, существует 
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. Кроме того, u(n) сходится к u(t) равномерно. Так как каждая из функций u(n) непрерывна по t и сходимость равномерная, то предельная функция u(t) – непрерывная функция t и u(0) = u0.
Очевидно, что для каждого n существует 
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 также является ограниченной и фундаментальной. Переходя к пределу при n (((, имеем 
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, то есть найденная функция обращает уравнение (37) в тождество и u(0)=u0. Если L не зависит от R и T, то решение при любом u0 ( E определено для всех t ( 0. Отметим также, что оценки последовательности {u(n)} равномерны по начальному условию u0, поэтому решение непрерывно зависит от начальных данных.

Теорема 12. Пусть A(t, u) и Ak(t, u) – отображения E x [0; () в E, непрерывное на  MT и удовлетворяющее на  MT  условию Липшица с некоторой константой L. Пусть Ak(t, u) равномерно по u и t сильно сходится на MT к A(t, u). Пусть для каждого k существует число (k такое, что Ak + (kI – положительный на MT оператор по конусу K.
Тогда каждому начальному условию u0 ( 
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соответствует решение задачи (37), принадлежащее на некотором, не равном нулю, интервале времени пересечению конуса K и шара ||u|| < R.
Доказательство. Существование решения доказано выше, то есть нуждается в доказательстве лишь вторая часть утверждения. Рассмотрим уравнение вида (37) на MT
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При условиях теоремы существуют непрерывно дифференцируемые решения этих уравнений на некотором, независящим от k, интервале времени. Покажем, что при u0 ( K эти решения принадлежат K. С этой целью рассмотрим последовательные приближения, построенные по следующей схеме
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Очевидно, Ak(t, y) + (ky удовлетворяют условию Липшица с константой L + |(k|, то есть последовательность {y(n)} является фундаментальной, равномерно ограниченной и равномерно на MT сходится к y(t). Кроме того, из u0 ( K и условия теоремы следует y(0) ( K, далее последовательно устанавливаем y(n) ( K (n = 1, 2, …) в MT. Отсюда заключаем, что y(t) при каждом k принадлежит конусу K на некотором, не равном нулю интервале времени 
t ( [0; (]. Если ||y(()|| < R, ( < T, то можно повторить рассуждения, выбрав в качестве начального момента времени t = (.
Итак, решение задачи (38) можно продолжить на MT с сохранением указанных выше свойств. Обозначим полученное решение задачи (38) y(t, k) и рассмотрим разность 
zk = u(t) – y(t, k). Здесь u(t) – решение задачи (37) с начальным условием u(0) = u0. Очевидно 
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 Правые часть уравнения определены на некотором, неравном нулю, интервале времени и непрерывны по t и zk. Переходя к интегральному уравнению и оценивая правые и левые части по норме, имеем
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где обозначено 
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. Интегральное уравнение приводит к оценке 
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. Так как (k ((( при k ((( ввиду равномерной сходимости {Ak(t, u)}, то u(t) ( K на MT. Доказательство закончено.
Заметим, что если константа L остается конечной при всех R и T, то решение задачи (37) при начальных условиях из K принадлежат K при всех t > 0.

Используя введенный выше аналог резольвенты нелинейного оператора, можно сформулировать следующее следствие из теоремы 12.

Следствие. Пусть A(t,u) – непрерывное по t и u отображение, удовлетворяющее на M условию Липшица. Пусть при достаточно больших ( > (0 (A((, t, x) ( K при x ( K на M. Тогда решение уравнения (37) при начальных условиях из K принадлежит K на M.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 12, так как можно положить (k = (k и Ak(t, x) = (k[(A((, t, x) - x].
§ 15. Полулинейные уравнения в банаховом пространстве [3]
Рассмотрим вопрос о существовании положительного решения задачи Коши для уравнения вида
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(39)
где x ( E, t ( [0; (), A – замкнутый оператор (возможно неограниченный) со всюду плотной в E областью определения D(A). При достаточно больших действительных ( резольвента оператора A является антимонотонным, линейным, независящем от t оператором, Q(t, x) – отображение E x [0; () в E, непрерывно дифференцируемое по совокупности аргументов и удовлетворяющее условию Липшица с константой L, возможно зависящей от R и T. 
Решение уравнения будем искать, используя метод последовательных приближений, предварительно перейдя с помощью полугруппы операторов 
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Приближения определяем следующим образом:
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(41)
Заметим, что из монотонности –RA(() при условии, что конус K является телесным и нормальным, следует, что полугруппа операторов 
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1. экспоненциально ограничена 
[image: image349.wmf]t

At

C

0

l

l

l

£

;

2. непрерывна по t на элементах из E и непрерывно дифференцируема на элементах из D(A).

Поэтому интегралы (41) сходятся абсолютно для любого n и xn – непрерывная функция t, принимающая значение x0 при t = 0.
Далее заметим, что из (41) следуют уравнения для оценки разности zn+1 = xn+1- xn, 
n = 2, 3, … 
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Оценивая правую и левую части (42) по норме, получаем неравенства
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Кроме того, 
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Из неравенства последовательно находим
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Величина zn ( 0 при n ((( достаточно быстро, то есть последовательность {xn} фундаментальная. Она ограничена, так как 
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и, следовательно, при n ((( последовательность {xn} сходится к решению интегрального уравнения (40). Можно убедиться, что сходимость равномерная и функция x непрерывно зависит от t и от x0 на M.

Осталось установить существование производной. Обозначим 
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 где ( > 0, t > (. Далее, из (41) (подынтегральная функция ограничена по норме) имеем для n ( 1
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Здесь
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Отметим, что Q1(t(), ввиду непрерывности и ограниченности x(t) ограничена по норме числом, не зависящим от (, на некотором конечном интервале значений t( из [0, T]. Обозначим это число C0. Так как Q(t, x) удовлетворяет условию Липшица, то, очевидно, 
||Q2(t()|| ( L||yn||. И, наконец, при x0 ( D(A) получаем, что 
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 также ограничена константой, не зависящей от ( . Оценивая правую и левую части равенства (44) по норме и переходя к пределу при ( ( 0, получаем
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(45)

и, очевидно, 
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Неравенства можно решать последовательно одно за другим. Однако интересующую нас оценку сверх проще получить иначе. Заметим, что последовательность оценок неубывающая. Это означает, что при замене в (45) 
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получится оценка, пригодная для всех n. Далее, полученное неравенство следует рассматривать как интегральное неравенство относительно 
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, из которого можно получить следующую оценку
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Таким образом, последовательность 
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 равномерно ограничена в совокупности на элементах из D(A).
С помощью предельного перехода при ( ( 0 из (44) имеем
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где обозначено 
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. Заметим, что величину 
[image: image369.wmf]¢

c

Q

, если сходимость при ( ( 0 имеет место по норме, называют производной Гато или слабой производной. Наряду со слабой производной используется сильная производная или производная Фреше 
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[4]. Для наших целей годится любая из них, поэтому в дальнейшем будем использовать обозначение 
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После этого короткого отступления найдем оценку на величину un, определяемую следующим равенством  
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. Потребуем, чтобы производные Qt( и Qx(  удовлетворяли условию Липшица. Интересующая нас оценка имеет вид
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или 
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, где (n не зависит от t и стремится к нулю при 
n ( (.  Здесь мы воспользовались условием Липшица и условием ограниченности 
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Так как (n пропорционально ||zn|| и ||zn||стремится к нулю достаточно быстро при возрастании номера n, то и un ( 0 при n (((. Более того, отсюда следует, что 
un+1 + un+2+…+ un+k также стремится к нулю при n ((( и любом k. Последнее означает, что последовательность 
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является фундаментальной. Можно убедится, что сходимость равномерная. Таким образом, мы доказали существование производной 
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, которая является ограниченной и непрерывной функцией со значениями в банаховом пространстве.
Теперь от интегрального уравнения (40) можно перейти обратно к дифференциальному (39) (методика описана в работе [5])Для простоты ограничимся случаем, когда существует A-1.Умножим (40) на A-1 (в общем случае надо умножать на –RA((0) ) и продифференцируем полученное уравнение по t. В результате получим
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Так как 
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 принадлежит D(A), то x (  D(A). Отсюда следует, что уравнения (47) и (39) эквивалентны. 
Полученный результат оформим в виде теоремы.

Теорема 13. Пусть A – замкнутый оператор со всюду плотной в E областью определения D(A) и резольвента оператора A является линейным, не зависящим от t , антимонотонным оператором. Пусть конус K телесный и нормальный. Пусть Q(t,x) непрерывно дифференцируемая функция со значениями в E. Пусть, кроме того, Q(t,x) и ее производные Qt( и Qx( удовлетворяют по x условию Липшица с некоторой константой (возможно зависящей от R и T) на M = {t,x:|x||<R, 0 ( t  ( T}. Тогда дифференциальное уравнение (39) с начальными условием x0 ( D(A), ||x0|| < R имеет непрерывно дифференцируемое экспоненциально ограниченное на M решение.

Доказательство дано выше, так как возможность продолжения решения до границы множества M очевидна. Очевидно также, если постоянная Липшица L не зависит от R и T, то решение существует при всех t ( 0 и экспоненциально ограничено.
Теорема 14. Пусть (Q((, t, x) ( K при всех x ( K и всех достаточно больших ( > (0, 
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. Пусть выполнены условия теоремы 13. Тогда решение уравнения (39) с начальными условиями из 
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 принадлежит K на M.
Доказательство. Существование решения доказано выше. Остается доказать принадлежность существующего решения конусу. С этой целью рассмотрим уравнение вида
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где (n = (Q((n, t, yn), yn(0) = x0. Заметим, что (n – положительный оператор при любом n, если только (n > (1, где (1 – достаточно большое положительное число. Предположим, что (n ((( при n (((. Очевидно, ((n – yn)(n и A удовлетворяют условиям теоремы 13. Решение можно построить по схеме (41), используя полугруппу операторов 
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 и вместо Q следует подставить (n. Очевидно, что при условиях теоремы полугруппа 
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 является положительной и экспоненциально ограниченной. Так как (n ( K, то при x0 ( K  приближения x(n+1) принадлежит K, а вместе с ним и yn = x. Далее, заметим, что ((n – yn)(n = Q(t, (n ) и (n ( yn при n (((.по норме равномерно по x и t. Обозначим 
(x – yn) = zn. Для zn имеет место уравнение 
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с начальным условием zn = 0. переходя к интегральному уравнению и оценивая правую и левую части по норме (промежуточные выкладки опускаем, на них останавливались ранее), получаем
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Здесь 
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, yn – ограниченная функция, t ( [0, T], Q – непрерывна, то 
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