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ÂâåäåíèåÒåîðèÿ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ îòíîñèòñÿ ê îñíîâíûì è íàèáîëåå ðàçâèòûì îòðàñëÿì íåëèíåéíîé äèíàìè-êè. Ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîì äèññèïàòèâíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîð� ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñâîèì ñóùåñòâîâàíè-åì òàêèå ñòðóêòóðû îáÿçàíû äèññèïàöèè, ïðèâîäÿùåé ê ñîêðàùåíèþ �àçî-âîãî îáú¼ìà è ¾ñòÿãèâàíèþ¿ ê àòòðàêòîðó âñåõ òðàåêòîðèé èç åãî áàññåéíàïðèòÿæåíèÿ.Êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâîì ñîõðà-íåíèÿ �àçîâîãî îáú¼ìà, ÷òî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ àòòðàêòîðîâ â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå, à çíà÷èò, ê ïðèíöèïèàëüíîé íåâîçìîæíîñòè ñòðóêòóðîîáðàçî-âàíèÿ â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì îíî ïîíèìàåòñÿ â ñëó÷àå äèññèïàòèâíûõ ñè-ñòåì. Íåâîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ ñòðóêòóð ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíèâ êëàññè÷åñêîé ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìå ñëåäóåò òàêæå èç ïðèí-öèïà ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ñîãëàñíîêîòîðîìó ñðåäíÿÿ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíñàìáëþ (èëè, äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ñè-ñòåì, ïî âðåìåíè) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàæäîé ñòåïåíè ñâîáîäû è ñðåäíÿÿïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êàæäîé êîëåáàòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû ñîñòàâëÿåòâåëè÷èíó, îäèíàêîâóþ äëÿ âñåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû.Â òî æå âðåìÿ, ýòè ñîîáðàæåíèÿ íå çàïðåùàþò ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóð,èìåþùèõ êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè, ëèáî èìåþùèõ áåñêîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè, íîïðè ýòîì íóëåâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà ðåøåíèéâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Ê òàêèì ðàçðåøåííûì â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ ñòðóêòóðàì îòíîñÿò-ñÿ äèñêðåòíûå áðèçåðû � ëîêàëèçîâàííûå è íå ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïðî-ñòðàíñòâå êîëåáàòåëüíûå âîçáóæäåíèÿ â êîíñåðâàòèâíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòå-ìàõ [1, 2, 3℄. Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ãîâîðÿò î äèñêðåòíûõáðèçåðàõ ëèáî ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè (â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå âñåãäàïåðèîäè÷íî âî âðåìåíè [4℄, à ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé èìå-åò íóëåâóþ ìåðó), ëèáî ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè (òàêèå ðåøåíèÿ èìåþòíåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó è ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â �èçè÷åñêèõ ñè-ñòåìàõ èëè ñòàòèñòè÷åñêîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå).5



Ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ ëî-êàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, âêëþ÷àÿ ðå-øåòêè ñïèíîâ â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ [5℄, ðåøåòêè ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõîïòè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ [6℄, àíñàìáëè ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ [7℄.Ïðèìåíåíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé áàçû ïåðñïåêòèâíûõðàäèî÷àñòîòíûõ �èëüòðîâ, ìàãíåòîìåòðîâ è äðóãèõ óñòðîéñòâ [8, 9℄ îáóñëîâ-ëèâàåò íå òîëüêî �óíäàìåíòàëüíûé, íî è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ ê áðèçåðíûìñòðóêòóðàì.Äàííîå ïîñîáèå ñîäåðæèò îáçîð îñíîâíûõ èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ðå-çóëüòàòîâ òåîðèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ.Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ äîñòàòî÷åí ìàòåðèàë ãëàâû 1. �ëàâû 2� 4 ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îñíîâûâàþòñÿ íà áîëåå ñëîæíîììàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå.Âîçìîæíîñòü äîëãîæèâóùèõ ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé âïðîñòðàíñòâåííî-äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ áûëà ïåðâîíà÷àëüíî ïîêàçàíà íà ïðè-ìåðå äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ äëÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ñëó÷àåââ 1969 ãîäó Îâ÷èííèêîâûì À.À. [10℄. Âïîñëåäñòâèè â ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-ìåíòàõ áûëè íàéäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé. Íàèìåíîâà-íèå ¾äèñêðåòíûå áðèçåðû¿ îíè ïîëó÷èëè ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûìè ðàíåå,íî ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûìè áðèçåðàìè â íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ. Èçâåñò-íû òàêæå äðóãèå íàèìåíîâàíèÿ: âíóòðåííå-ëîêàëèçîâàííûå ìîäû (intrinsi
lo
alized modes) � â �èçèêå òâåðäîãî òåëà, äèñêðåòíûå ñîëèòîíû � â íåëè-íåéíîé îïòèêå.Ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè ðå-øåíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå, áûëî ñòðîãî äîêàçàíîâ 1994 ãîäó [4℄ äëÿ áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê ëîêàëüíî äè��óçèîííî ñâÿçàííûõíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïîçæå íà îñíîâå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áûë ïðåä-ëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä îòûñêàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ [11℄. Äëÿ íåêîòîðûõñèñòåì áûëà òàêæå ïîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü òàêèõ ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðè-áëèæåíèè [12℄.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óñëîâèåì ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè â äèñêðåòíîìáðèçåðå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü åå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü â âèäå ðàñ-ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ëèíåéíûõ âîëí. Åñëè ÷àñòîòà äèñêðåòíîãî áðèçåðà âìåñòåñî âñåìè ãàðìîíèêàìè ëåæèò çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà ðåøåòêè, òîèçëó÷åíèÿ ýíåðãèè íå ïðîèñõîäèò, è ðåøåíèå îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ëîêà-ëèçîâàííûì â ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðè-çåðîâ � ýòî îãðàíè÷åííîñòü ëèíåéíîãî ñïåêòðà (äîñòèãàåìàÿ çà ñ÷åò ïðî-ñòðàíñòâåííîé äèñêðåòíîñòè) è íåëèíåéíîñòü ïàðöèàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðè6



âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ÷àñòîòà ðåøåíèÿ âìåñòå ñî âñåìè ãàðìîíèêàìè ìî-æåò ëåæàòü çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò ïðîñòðàí-ñòâåííóþ ëîêàëèçàöèþ.Ýòè æå ñîîáðàæåíèÿ çàïðåùàþò ñóùåñòâîâàíèå íåïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìå-íè ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè â áåçãðàíè÷íûõöåïî÷êàõ. Â ñàìîì äåëå, íåïåðèîäè÷åñêîå (íàïðèìåð, ìíîãî÷àñòîòíîå êâàçè-ïåðèîäè÷åñêîå) ðåøåíèå â íåëèíåéíîé ñèñòåìå èìååò âñþäó ïëîòíûé ñïåêòðãàðìîíèê, ÷òî äåëàåò íåèçáåæíûì ðåçîíàíñ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì ñèñòåìû èèçëó÷åíèå ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòü.Óñëîâèÿ ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè è ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ â ðàçäåëå 1.1.1 è èññëåäóþòñÿ áîëåå äåòàëüíî â ãëàâå 2.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèëüíî ëîêàëèçîâàííîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà ìîæíîîöåíèòü ñ ïîìîùüþ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëè-æåíèÿ âñå ÷àñòèöû, êðîìå îäíîé, ïîëàãàþòñÿ ïîêîÿùèìèñÿ â ïîëîæåíèè ðàâ-íîâåñèÿ. Êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû òîãäà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì ñ îäíîé ñòåïå-íüþ ñâîáîäû, èç êîòîðîãî ñëåäóåò çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò ýíåðãèè÷àñòèöû. Åñëè ÷àñòîòà êîëåáàíèé è âñå åå ãàðìîíèêè ëåæàò âíå ëèíåéíîãîñïåêòðà è äîñòàòî÷íî äàëåêî îò åãî ãðàíèö, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî öåïî-÷å÷íàÿ ñèñòåìà èìååò ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå ñ ýíåðãèåé è÷àñòîòîé, áëèçêèìè ê ïîëó÷åííîé îöåíêå. Ïîêàçàòåëü ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿìîæåò áûòü âûðàæåí èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõóðàâíåíèé ðåøåòêè. Óñëîâèÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òåìëó÷øå, è, çíà÷èò, òåì áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äàåò ïðèáëèæåíèå, ÷åì ñèëüíååëîêàëèçîâàíî ðåøåíèå.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâäèñêðåòíîãî áðèçåðà îïèñàíî â ðàçäåëå 1.1.2. Áîëåå ðàçâåðíóòîìó àíàëèçóðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ áðèçåðíûõ ðåøåíèé ïîñâÿùåíà ãëàâà 3.Îäíèì èç âîçìîæíûõ ìåõàíèçìîâ ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ñ áîëü-øèì, íî êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè â �èçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ÿâëÿåòñÿ ðàçðó-øåíèå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïå-ðåõîä â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ê êîìïëåêñíûì àìïëèòóäàì êîëåáàíèé ïðèâî-äèò â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ýòèõ àìïëèòóä ê íåëèíåéíîìó äèñ-êðåòíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà. Ëèíåàðèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñò-íîñòè ðåøåíèÿ âèäà ãàðìîíè÷åñêîé áåãóùåé âîëíû äàåò îáëàñòü âîëíîâûõ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âîëíà íåóñòîé÷èâà.Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò ñëóæèòü ý��åêòèâ-íûì ìåõàíèçìîì ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè è �îðìèðîâàíèÿ äîëãîæèâóùèõ äèñ-êðåòíûõ áðèçåðîâ, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â �îðìå ñëàáîçàøóìëåí-íîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýâîëþöèè ñèñòåìû èç òàêèõ7



íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîëíà ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå âîëíîâûå ïàêåòû âñëåä-ñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. �àçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò êñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ïàêåòîâ, âïëîòüäî îäíîêðàòíîãî èëè ìíîãîêðàòíîãî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Òà-êèå çàìåäëåííûå ïàêåòû ñ âûñîêîé ý��åêòèâíîñòüþ ïîãëîùàþò ýíåðãèþñòàëêèâàþùèõñÿ ñ íèìè áîëåå áûñòðûõ ïàêåòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷å-ñêîìó íàðàñòàíèþ èõ ýíåðãèè. Ïðè ïðåâûøåíèè ýíåðãèåé ïàêåòà íåêîòîðîãîïîðîãà, áëèçêîãî ê óïîìÿíóòîìó âûøå õàðàêòåðíîìó çíà÷åíèþ, âîçáóæäåíèåñòàíîâèòñÿ íåïîäâèæíûì, è �îðìèðóåòñÿ äîëãîæèâóùèé äèñêðåòíûé áðèçåð,ïðîäîëæàþùèé âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ïàêåòàìè.Ýòîò ìåõàíèçì ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå1.2.1.Â ñèñòåìàõ, ãäå ïîòåíöèàë ïàðöèàëüíîãî îñöèëëÿòîðà è ïîòåíöèàë âçàè-ìîäåéñòâèÿ � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò òðàê-òîâàòüñÿ êàê óãëû èëè �àçû, è íàðÿäó ñ êîëåáàòåëüíûìè, âîçìîæíû òàêæåâðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîìèìî êîëåáàòåëüíûõ ëîêàëèçî-âàííûõ âîçáóæäåíèé � äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, çäåñü âîçìîæíû òàêæå ëîêà-ëèçîâàííûå âðàùàòåëüíûå ðåøåíèÿ � ðîòîáðèçåðû [13℄.Â ðîòîáðèçåðíîì ðåøåíèè îäíà èç �àç íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò ñî âðåìå-íåì (ýëåìåíò ñîâåðøàåò âðàùåíèå), à îñòàëüíûå êîëåáëþòñÿ ñ àìïëèòóäàìè,ñïàäàþùèìè ïðè óäàëåíèè îò âðàùàþùåãîñÿ ýëåìåíòà. Òàêèå ðåøåíèÿ íà-áëþäàëèñü â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå [13℄. Èõ ñóùåñòâîâàíèå áûëî ñòðîãîäîêàçàíî â ðàáîòå [11℄. Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíûì áðèçåðàì, ãîâîðÿò î ðîòîá-ðèçåðàõ êàê ñ áåñêîíå÷íûì, òàê è ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè.Òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íå òîëüêî â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, íî è â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðè íàëè÷èèâíåøíåãî ìîìåíòà: â ýòîì ñëó÷àå èì îòâå÷àþò àòòðàêòîðû âðàùàòåëüíîãîòèïà. Â ÷àñòíîñòè, ðîòîáðèçåðíûå ðåøåíèÿ äåòàëüíî èçó÷åíû â ðåøåòêàõñâÿçàííûõ äæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ � êàê òåîðåòè÷åñêè [14℄, òàê è ýêñ-ïåðèìåíòàëüíî [15℄. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèèäèíàìèêè ëþáûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ìàÿòíèêîâîãî òèïà, íà-ïðèìåð, àíñàìáëåé ýëåêòðîãåíåðàòîðîâ, âêëþ÷åííûõ â îáùóþ ýíåðãîñåòü [16℄è ñåòåé �àçîâîé ñèíõðîíèçàöèè [17℄.Ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè, âîçìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ ðîòîáðèçåðà â ñè-ñòåìå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ �àêòîðîâ: íàðàñòàíèÿïëîòíîñòè ýíåðãèè â íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ âñëåäñòâèå ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè �ñ îäíîé ñòîðîíû, è ñïàäàíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû âñëåäñòâèå äèññèïàöèè� ñ äðóãîé ñòîðîíû. �îòîáðèçåð â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéâðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë. Åñëè âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîçíèêàåò, òî8



íàðàñòàíèå åãî ýíåðãèè îãðàíè÷èâàåòñÿ äèññèïàöèåé, è â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-æèìå èìååò ìåñòî áàëàíñ äèññèïàöèè è ïîäêà÷êè ýíåðãèè çà ñ÷åò âíåøíåãîìîìåíòà.Îòìåòèì, ÷òî çà ñ÷åò êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè, ïðèâîäÿùåé ê ëîêàëèçà-öèè ýíåðãèè, âðàùåíèÿ â öåïî÷å÷íîé ñèñòåìå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè çíà÷åíèÿõñðåäíåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ïîðÿäêè íèæå âåëè÷èíû ïîðîãà âûõîäà íà âðà-ùàòåëüíûé ðåæèì â îäèíî÷íîì ýëåìåíòå.Âîïðîñó î ãåíåðàöèè ðîòîáðèçåðíûõ ðåøåíèé èç áåãóùåé âîëíû âñëåä-ñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåí ðàçäåë 1.2.2. Ñâîéñòâà òàêèõðåøåíèé àíàëèçèðóþòñÿ â ðàçäåëå 3.4.Ïîìèìî ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, âîçìîæíû äðóãèå �èçè÷åñêèå ìå-õàíèçìû îáðàçîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé. �àçëè÷íûå òàêèå ìåõàíèç-ìû è ìåòîäû èõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáñóæäàþòñÿ â ãëàâå 4. Òàì æåðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äèñ-êðåòíûõ áðèçåðîâ êàê ¾ìàòåìàòè÷åñêèõ¿ îáúåêòîâ (ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèéñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè è íóëåâîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé).Îòìåòèì òàêæå ïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ, êîòîðîå òåîðèÿ äèñ-êðåòíûõ áðèçåðîâ ïîëó÷èëà â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Îêàçûâàåòñÿ, èäåÿ ïîñòðî-åíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íå òîëüêî â ïðÿ-ìîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåòêè, íî è âî âçàèìíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíûõ ìîä[18, 19℄. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îäíîìîäîâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèåëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà íåêîòîðóþ îáëàñòü íåíóëå-âûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîñòè. Òàêèå ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçóþò-ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèåé â ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíûõ ìîä è, â ñè-ëó àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûìè áðèçåðàìè, áûëè íàçâàíû q-áðèçåðàìè. Íàðÿäóñ ïåðèîäè÷åñêèìè âî âðåìåíè ðåøåíèÿìè, âîçìîæíû òàêæå äîëãîæèâóùèåíåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå ìîä (â ýòîì ñîñòî-èò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà). Ñâîéñòâàìè q-áðèçåðîâ ìîãóòáûòü êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî îáúÿñíåíû ñ åäèíûõ ïîçèöèé îñíîâíûåñîñòàâëÿþùèå ïðîáëåìû Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà: âîçâðàùàåìîñòü òðàåêòîðèé,ëîêàëèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîä è ïîðîãîâàÿ çàâèñèìîñòü ýòèõ ý��åêòîâ îòýíåðãèè ñèñòåìû [18, 19℄. Êîíöåïöèÿ q-áðèçåðîâ ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå âðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ íåëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîä, íàïðè-ìåð, â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòè âîïðîñû, îäíàêî, â äàííîì ïîñîáèè íåîñâåùàþòñÿ.
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�ëàâà 1Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ
1.1 Äèñêðåòíûå áðèçåðû êàê ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèå ðå-øåíèÿ1.1.1 Ïîíÿòèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíûõáðèçåðîâ�åøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå è ïåðèîäè÷åñêèå âî âðåìåíè, íà-çûâàåìûå áðèçåðàìè, èçâåñòíû â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííî-íåïðåðûâíûõìîäåëÿõ. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñèíóñ-�îðäîíà

uxx − utt = sin u, (1.1)êîòîðîå èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé [4, 25℄
u(x, t) = ±4 arctg

(
α sin t√

1+α2

ch αx√
1+α2

)
, (1.2)ãäå α � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð.Áðèçåðû â íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâû â òîì ñìûñëå,÷òî ìàëîå èçìåíåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê äåëîêàëèçàöèè ðåøå-íèÿ [28℄. Òàêèì îáðàçîì, áðèçåðû â íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ ìîæíî îòíåñòèê ¾ðåäêèì¿ ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì, ÷òî ñíèæàåò èíòåðåñ ê íèì ñ òî÷êèçðåíèÿ �èçèêè.Âîçìîæíîñòü äîëãîæèâóùèõ ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé âïðîñòðàíñòâåííî-äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ áûëà ïåðâîíà÷àëüíî ïîêàçàíà íà ïðè-ìåðå äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ äëÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ñëó÷àåâ[10℄. Òàêèå ðåøåíèÿ áûëè îáíàðóæåíû â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [22, 23℄è, ïî àíàëîãèè ñ áðèçåðàìè â íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ, áûëè íàçâàíû äèñ-êðåòíûìè áðèçåðàìè [23℄. Èçâåñòíû òàêæå äðóãèå íàèìåíîâàíèÿ: âíóòðåííå-ëîêàëèçîâàííûå ìîäû (intrinsi
 lo
alized modes) � â �èçèêå òâåðäîãî òåëà èäèñêðåòíûå ñîëèòîíû � â íåëèíåéíîé îïòèêå.10



Ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè ðå-øåíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå, áûëî ñòðîãî äîêàçàíî âðàáîòå [4℄ äëÿ áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê ëîêàëüíî äè��óçèîííî ñâÿçàííûõ íåëè-íåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì
H =

∑

n

(
p2

n

2
+ U(xn) +

1

2
κ(xn+1 − xn)

2

)
, (1.3)ãäå U(x) ∈ C2 � íåëèíåéíûé ïîòåíöèàë, U ′(0) = 0, U ′′(0) = ω2

0 > 0, κ �ïàðàìåòð ñâÿçè. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä
ẍn = −U ′(xn) + κ(xn−1 − 2xn + xn+1). (1.4)Äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäëîæåííîå â [4℄, íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. Àèìåííî, â ðàáîòå îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â òàêèõñèñòåìàõ íà îñíîâå ìåòîäà íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâåïðîäîëæàåìîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå â áåñêîíå÷íîé öå-ïî÷êå íåñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ (κ = 0), ãäå îäèí èç îñöèëëÿòîðîâ ñîâåð-øàåò êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå, à îñòàëüíûå íàõîäÿòñÿ â ïîêîå. Áûëî äîêà-çàíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíî â áàíàõîâîìïðîñòðàíñòâå îáðàòèìûõ âî âðåìåíè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íà íåêîòîðóþîáëàñòü íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñâÿçè κ 6= 0 ïðè âûïîëíåíèè óñëî-âèé íåèçîõðîííîñòè ïðîäîëæàåìîé îðáèòû (òî åñòü, íåíóëåâîé ïðîèçâîäíîéå¼ ïåðèîäà ïî ýíåðãèè ðåøåíèÿ) è íåðåçîíàíñíîñòè åå ÷àñòîòû ïî îòíîøåíèþê ìàëûì êîëåáàíèÿì (òî åñòü, íè ñàìà ÷àñòîòà, íè êàêàÿ-ëèáî èç åå ãàðìîíèêíå ìîæåò áûòü êðàòíà ÷àñòîòå ìàëûõ êîëåáàíèé ïàðöèàëüíîãî îñöèëëÿòî-ðà ω0). Ýòè óñëîâèÿ íîñÿò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð. Ñèñòåìû, äîïóñêà-þùèå ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèíòåãðèðóåìû.Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíûå áðèçåðû, â îòëè÷èå îò áðèçåðîâ â íåïðåðûâíûõñèñòåìàõ, íå ÿâëÿþòñÿ ¾ðåäêèìè¿, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ïîòåíöèàëüíîéâàæíîñòè ýòîãî êëàññà ðåøåíèé â �èçèêå.Íà îñíîâå ýòîãî êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìà è ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæå-íèé Ïóàíêàðå áûë ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä îòûñêàíèÿ äèñêðåòíûõ áðè-çåðîâ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ [11℄. Òàì æå ïðèâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðûïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.Â ðàáîòå [12℄ áûëà ïîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü òàêèõ ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðè-áëèæåíèè (÷òî îçíà÷àåò ëèøü îòñóòñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî íàðàñòàíèÿ ìà-ëûõ îòêëîíåíèé îò ðåøåíèÿ è íå îçíà÷àåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íè îðáèòàëüíîéóñòîé÷èâîñòè, íè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó) äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì â øèðî-êîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. 11



Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óñëîâèåì ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè â äèñêðåòíîìáðèçåðå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü åå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü â âèäå ëè-íåéíûõ âîëí. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ïî îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîãîáðèçåðà, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óäàëåíèåì îò åãî öåíòðà, àñèìïòîòèêà õâîñòîâäèñêðåòíîãî áðèçåðà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì,÷àñòîòà äèñêðåòíîãî áðèçåðà âìåñòå ñî âñåìè ãàðìîíèêàìè äîëæíà ëåæàòüçà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà ðåøåòêè. Òîãäà èçëó÷åíèÿ ýíåðãèè íå ïðî-èñõîäèò, è ðåøåíèå îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì â ïðîñòðàíñòâå.Ôèçè÷åñêèìè ïðåäïîñûëêàìè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ÿâëÿ-þòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòü ëèíåéíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû (äîñòèãàå-ìàÿ çà ñ÷åò ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòíîñòè) è íåèçîõðîííîñòü ïàðöèàëüíîãîýëåìåíòà (áëàãîäàðÿ êîòîðîé ÷àñòîòà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ âû-øå èëè íèæå ëèíåéíîãî ñïåêòðà â íåêîòîðîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ýíåðãèè) [1℄.1.1.2 Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâÎñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèëüíî ëîêàëèçîâàííîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðàìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ [34, 35℄. Â ðàìêàõýòîãî ïðèáëèæåíèÿ âñå ÷àñòèöû, êðîìå îäíîé, ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîêîÿùèìèñÿâ ïîëîæåíèè x = 0. Äëÿ êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòèöû òîãäà èìååì óðàâíåíèå ñîäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, èç êîòîðîãî ìîæíî (ïî êðàéíåé ìåðå, ÷èñëåííî) ïî-ëó÷èòü çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé Ω îò ýíåðãèè ÷àñòèöû ε. Åñëè ÷àñòîòà
Ω è âñå åå ãàðìîíèêè nΩ ëåæàò âíå ëèíåéíîãî ñïåêòðà ðåøåòêè è äîñòàòî÷-íî äàëåêî îò åãî ãðàíèö, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåòî÷íàÿ ñèñòåìà èìååòïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå ñ ÷àñòîòîé Ω è ïîëíîé ýíåðãèåé
E ≈ ε. Ïîêàçàòåëü ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ ìîæåò òîãäà áûòü âûðàæåí èç äèñ-ïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè.Óñëîâèÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òåì ëó÷øå, è, çíà÷èò,òåì áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äàåò ïðèáëèæåíèå, ÷åì ñèëüíåå ëîêàëèçîâàíîðåøåíèå.Ïðèìåíèì âûøåîïèñàííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ îäíîìåðíîé ñèñòåìû(1.4), à òàêæå åå äâóìåðíîãî âàðèàíòà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ðåøåòêèïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

ẍn = −U ′(xn) + κ

∑

m∈N (n)

(xm − xn), (1.5)ãäå n, m � äâóõêîìïîíåíòíûå âåêòîðû èíäåêñîâ ðåøåòêè, à N (n) � ìíî-æåñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåé ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì n.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòèöû â îäíî÷àñòè÷íîì ïðèáëèæå-12
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�èñ. 1.1: Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ îò ýíåðãèè. Øòðèõïóíêòèðíûå êðè-âûå: îäíî÷àñòè÷íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìîäåëåé Êëåéíà-�îðäîíà (ââåðõó) è Òàêåíî-Ïåéðàðà(âíèçó). Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ: ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëÿ öåïî÷êè Êëåéíà-�îðäîíà èç N = 33 ýëå-ìåíòîâ. Âðåçêè: âèä äèñêðåòíîãî áðèçåðà äëÿ E = 0,5 è 2,5. Øòðèõîâûå ëèíèè: ãðàíèöûëèíåéíîãî ñïåêòðà.íèè ïðèíèìàþò âèä
ẍ = −U ′(x) − 2Dκx, (1.6)ãäå D � ðàçìåðíîñòü ðåøåòêè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé àíàëîã ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíà,ãäå ïîòåíöèàë U(x) â (1.3), (1.4) çàäàåòñÿ â âèäå ÷åòíîãî ïîëèíîìà ÷åòâåðòîéñòåïåíè

U(x) =
1

2
ω2

0x
2 +

1

4
βx4 . (1.7)�àññ÷èòàííûå ÷èñëåííî çàâèñèìîñòè Ω(ε) ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò ýíåðãèèäèñêðåòíîãî áðèçåðà â îäíî÷àñòè÷íîé ìîäåëè (1.6) ñ ïîòåíöèàëîì (1.7) ïðè

ω0 = 1, κ = 0.1, β = 0.25 äëÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ðåøåòîê ïîêàçàíûñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêàõ 1.1 (âåðõíÿÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è1.2, ñîîòâåòñòâåííî.Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ äèñïåðñèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ëèíåàðèçîâàííûõóðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåí-íîé ëîêàëèçàöèè áðèçåðíûõ ðåøåíèé.13
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�èñ. 1.2: Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà â îäíî÷àñòè÷íîì ïðèáëè-æåíèè äëÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíà ïðè κ = 0.1, β = 0.25. Òàêæåïîêàçàíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ëèíåéíîãî ñïåêòðà (ïóíêòèðíûå ëèíèè).
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Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ (1.4), è ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â âèäå ãàðìîíè÷åñêîéâîëíû
xn(t) = Aei(ωt−kn), (1.8)ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

ω2 = ω2
0 + 4κ sin2 k

2
. (1.9)Ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå çàíèìàåò ïîëîñó÷àñòîò îò ωl = ω0 äî ωu =

√
ω2

0 + 4κ, íàçûâàåìóþ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ èëè(â òåðìèíàõ �èçèêè òâåðäîãî òåëà) �îíîííîé çîíîé. �ðàíèöû ýòîé ïîëîñûäëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ω0 = 1, κ = 0.1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.1 øòðèõî-âûìè ëèíèÿìè.�åøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ ÷àñòîòàìè çà ïðåäåëàìè ýòîé ïîëî-ñû èìåþò êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî k, òî åñòü, íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ, àñïàäàþò â ïðîñòðàíñòâå ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïîëàãàÿ â (1.9) k = iδ, ïîëó÷èì
ω2 = ω2

0 − 4κ sh2 δ

2
, (1.10a)à äëÿ k = π + iδ èìååì

ω2 = ω2
0 + 4κ ch2 δ

2
. (1.10b)Ñîîòíîøåíèÿ (1.10a,b) ïîçâîëÿþò íàéòè ïîêàçàòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêà-ëèçàöèè δ äëÿ ÷àñòîò íèæå è âûøå �îíîííîé çîíû, ñîîòâåòñòâåííî. Çàìå-òèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ëîêàëèçàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ (òî åñòü, äëèíà ëîêàëèçà-öèè óìåíüøàåòñÿ) ïðè óäàëåíèè îò êðàåâ çîíû. Ïðè ýòîì äëÿ ÷àñòîò íèæå

ωl âñå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ â �àçå, à äëÿ ÷àñòîò âûøå ωu ñîñåäíèå÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ â ïðîòèâî�àçå.Èç ïðîâåäåííîãî ðàñ÷åòà ñëåäóåò õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè εdb ≈ 0,72,îïðåäåëÿåìîå èç ñîîòíîøåíèÿ Ω(εdb) = ωu (àáñöèññà ïåðåñå÷åíèÿ âåðõíåéøòðèõïóíêòèðíîé ëèíèè ñ âåðõíåé øòðèõîâîé ëèíèåé). Äëÿ ýíåðãèé âûøå εdbñëåäóåò îæèäàòü ñóùåñòâîâàíèÿ õîðîøî ëîêàëèçîâàííûõ äèñêðåòíûõ áðèçå-ðîâ ñ ÷àñòîòàìè âûøå ωu. Ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ÷àñòîòà äèñêðåòíîãî áðè-çåðà äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ, à ëîêàëèçàöèÿ óñèëèâàòüñÿ.Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì [36℄, â òàêîé îäíîìåð-íîé öåïî÷êå ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå áðèçåðû ñ ëþáûìè íåíóëåâûìè ýíåðãèÿ-ìè, òî åñòü, îòñóòñòâóåò ïîðîã ïî ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Ïðè ñòðåìëå-íèè ýíåðãèè ê íóëþ, äëèíà ëîêàëèçàöèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà óâåëè÷èâàåòñÿ,à åãî ÷àñòîòà ñòðåìèòñÿ ê ωu ñâåðõó, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ âûøå �îíîííîé çî-íû [37℄. Ïåðåñå÷åíèå êðèâîé Ω(ε) ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì íà ðèñ. 1.1 îçíà÷àåò15



ëèøü, ÷òî â îáëàñòè ε < εdb ïåðåñòàåò ðàáîòàòü îäíî÷àñòè÷íîå ïðèáëèæåíèå,òàê êàê äèñêðåòíûé áðèçåð ñëàáî ëîêàëèçîâàí.Äëÿ ïðîâåðêè âûâîäîâ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ÷èñ-ëåííûì ìåòîäîì [11℄ îòûñêàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ áðèçåðíûõ ðåøåíèé ñ çàäàí-íîé òî÷íîñòüþ. Â öåïî÷êå èç N = 33 ýëåìåíòîâ ïðè κ = 0,1, β = 0,25 áû-ëè ðàññ÷èòàíû áðèçåðíûå ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â öåíòðå öåïî÷êè, äëÿýíåðãèé â äèàïàçîíå 0,5 < E < 2,5. Îøèáêà (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâà-òåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ñåêóùåé Ïóàíêàðå) íå ïðåâûøàåò 10−8. Íà ðèñ. 1.1ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ðåøåíèÿ îò ýíåðãèè (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), àòàêæå ïðèâåäåíû ïðî�èëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ÷à-ñòèö â ìîìåíò, êîãäà ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, äëÿ äâóõ êðàéíèõ çíà÷å-íèé ýíåðãèè. Êàê è îæèäàëîñü, îäíî÷àñòè÷íîå ïðèáëèæåíèå õîðîøî ðàáîòàåòäëÿ ýíåðãèé, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ εdb. Ñ óìåíüøåíèåì ýíåðãèè áðèçåðäåëîêàëèçóåòñÿ. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà åãî îñòàåòñÿ âûøå ëèíåéíîãî ñïåêòðà, àñîñåäíèå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ â ïðîòèâî�àçå.Õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè εdb ðàçäåëÿåò ¾ñëàáî¿ è ¾ñèëüíî¿ ëîêàëè-çîâàííûå äèñêðåòíûå áðèçåðû. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,ýòî çíà÷åíèå èìååò ñìûñë ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ î �îðìèðîâàíèè äèñêðåò-íûõ áðèçåðîâ â �èçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, íàïðèìåð, âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèîííîéíåóñòîé÷èâîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí.Äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä
ω2 = ω2

0 + 4κ

(
sin2 k1

2
+ sin2 k2

2

)
, (1.11)ãäå k1 è k2 � êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà. Ôîíîííàÿ çîíà çàíèìàåò ïîëîñóîò ωl = ω0 äî ωu =

√
ω2

0 + 8κ, ýòè çíà÷åíèÿ îòìå÷åíû íà ðèñ. 1.2 ïóíêòèð-íûìè ëèíèÿìè. Âåðõíèé êðàé �îíîííîé çîíû îêàçûâàåòñÿ âûøå, ÷åì â îäíî-ìåðíîì ñëó÷àå. Êðèâûå Ω(ε) òàêæå îòëè÷àþòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ýòîïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê óâåëè÷åíèþ õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïåðåõî-äà ê ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûì äèñêðåòíûì áðèçåðàì, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àåñîñòàâëÿåò εdb ≈ 1.8.1.2 Ôîðìèðîâàíèå áðèçåðîâ ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèç-íè. Ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü1.2.1 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíàÇàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê òî÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõðåøåíèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåòî÷íîé ñèñòåìû èìååò ìåðó íóëü, ÷òî16



îçíà÷àåò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè òàêîãî òî÷íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-øåíèÿ â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó ãîâîðÿò òàêæå î äèñêðåòíûõ áðèçåðàõâ ¾�èçè÷åñêîì ñìûñëå¿ êàê î ðåøåíèÿõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâåí-íîé ëîêàëèçàöèåé ýíåðãèè, èìåþùåé, â îòëè÷èå îò òî÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-øåíèé, êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè. Èìåííî â ýòîì ñìûñëå òåðìèí ¾äèñêðåòíûéáðèçåð¿ óïîòðåáëÿåòñÿ â äàëüíåéøåì.Îäíèì èç âîçìîæíûõ ìåõàíèçìîâ ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â �è-çè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ÿâëÿåòñÿ ðàñïàä ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû çà ñ÷åò ìîäóëÿöè-îííîé íåóñòîé÷èâîñòè [29, 30, 31, 38, 39℄.Ýòîò âèä íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ äèñêðåòíûõ îäíîìåðíûõ ðåøåòîê âèäà (1.4)áûë èññëåäîâàí àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî â ðàáîòàõ [30, 31℄. ×èñëåííîå ìî-äåëèðîâàíèå [30, 31℄ áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ β < 0 â ïîòåíöèàëå (1.7)íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà 1.5 · 104 ïåðèîäîâ ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿíèçøåé ÷àñòîòû. �åçóëüòàòû [30, 31℄ ïîêàçàëè, ÷òî ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷è-âîñòü ìîæåò ñëóæèòü ý��åêòèâíûì ìåõàíèçìîì �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â �îðìå ñëàáîçàøóìëåííîé ãàð-ìîíè÷åñêîé âîëíû. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýâîëþöèè ñèñòåìû èç òàêèõ íà÷àëü-íûõ óñëîâèé âîëíà ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå âîëíîâûå ïàêåòû âñëåäñòâèåìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Îáðàçóþùèåñÿ âîëíîâûå ïàêåòû èìåþò ðàç-ëè÷íóþ ýíåðãèþ è çà ñ÷åò ýòîãî ñëåãêà ðàçëè÷íóþ ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå, ïðîöåññû â êîòîðîì ñóùåñòâåííî íåëè-íåéíû, ìíîãî÷èñëåííûå ñòîëêíîâåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ïðèâîäÿò ê îáìåíóýíåðãèåé ìåæäó ïàêåòàìè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáìåíà ýíåðãèÿ â íåêîòîðûõ ïà-êåòàõ ìîæåò ñòàòü äîñòàòî÷íîé äëÿ âîçáóæäåíèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Àíà-ëîãè÷íûé ìåõàíèçì ðåàëèçóåòñÿ è â äðóãèõ ìîäåëÿõ.Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàííûé âûøå ñöåíàðèé èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííî â îäíî-ìåðíûõ è êâàäðàòíûõ äâóìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ óðàâ-íåíèÿìè (1.5), (1.7) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
x0 = xN , xN+1 = x1 (1.12)(â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó ïðîñòðàíñòâåííîìóèçìåðåíèþ), äëÿ ñëó÷àÿ ω0 = 1, β = 0.25 > 0, κ = 0.1. Â îäíîìåðíîé ìîäåëèèññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ïðîöåññà ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ îò ýíåðãèèíà÷àëüíîé âîëíû, à òàêæå õàðàêòåð ýâîëþöèè ñèñòåìû íà áîëüøèõ âðåìåíàõïîñëå �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.�àçìåð ðåøåòêè N = 400 ýëåìåíòîâ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, è N = 80 âäâóìåðíîì ñëó÷àå.Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �óíãå-Êóòòû4-ãî ïîðÿäêà, ðåàëèçîâàííûé íà ÿçûêå C. Øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿåò ∆t =17



0.01. Îøèáêà ÷èñëåííîãî ñ÷åòà â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ êîíòðîëèðóåòñÿïî äðåé�ó ïîëíîé ýíåðãèè â ñèñòåìå. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè çàâðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âî âñåõ ðàñ÷åòàõ íå ïðåâûøàåò 10−6.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îäíîìåðíîé ðåøåòêå áûëè çàäàíû â âèäå ãàðìîíè-÷åñêîé âîëíû ñî ñëàáûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì øóìîì:
xn(0) = A(1 + ξn) cos kn
ẋn(0) = ωA(1 + ξn) sin kn

(1.13)ãäå ω2 = 1 + 4κ sin2(k/2) + 3βA2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåçàâèñèìû è ðàñ-ïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 0.001). Èñïîëüçóåìîå âûðàæåíèå äëÿ
ω ó÷èòûâàåò íåëèíåéíóþ ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ÷àñòîòå â çàâèñèìîñòèîò àìïëèòóäû [31℄.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû çàäàâàëèñü àíàëîãè÷íî îäíî-ìåðíîìó ñëó÷àþ:

xij(0) = A(1 + ξij) cos(k1i + k2j)
ẋij(0) = ωA(1 + ξij) sin(k1i + k2j)

(1.14)ãäå ω2 = 1 + 4κ(sin2(k1/2) + sin2(k2/2)) + 3βA2, õàðàêòåðèñòèêè øóìà � êàêâ îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Èç àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè [30℄ ñëåäóåò, ÷òî â îäíîìåðíîé ðåøåòêå ïðè β > 0ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë â äèàïàçîíå
π/2 < k < π. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé áûë îáîáùåí íàäâóìåðíûé ñëó÷àé, äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âûáðàíû çíà÷åíèÿâîëíîâûõ ÷èñåë k1 = k2 = k = 3π/4.Â êà÷åñòâå îñíîâíîé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû âûñòóïàåò äèñêðåòíàÿ ïëîò-íîñòü ýíåðãèè (ëîêàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàäàííîé ÷àñòèöû) εn, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîò-íîøåíèåì

εn =
ẋ2

n

2
+ U(xn) +

1

4
κ

∑

m∈N (n)

(xm − xn)2, (1.15)ãäå îáîçíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íû èñïîëüçóåìûì â (1.5). Ýíåðãèÿ ñâÿçè ïðè òàêîìîïðåäåëåíèè äåëèòñÿ ïîïîëàì ìåæäó ñâÿçàííûìè ÷àñòèöàìè.Ñèìâîëîì ε̄ îáîçíà÷àåòñÿ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè � ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû, äåëåííàÿ íà ÷èñëî ÷àñòèö.Áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåðíîé ñèñòåìû äëÿ 99 ðàçëè÷íûõ ðå-àëèçàöèé ñëó÷àéíîãî øóìà ξn ïðè àìïëèòóäå íà÷àëüíîé âîëíû A, ïðèíèìàþ-ùåé çíà÷åíèÿ îò 0.1 äî 0.5 ñ øàãîì 0.05 íà âðåìåííîì îòðåçêå äëèòåëüíîñòüþ
T = 2.5 · 104.Íà ðèñ. 1.3(a,
) óðîâíåì ñåðîãî èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèèâ ñèñòåìå äëÿ îäíîé èç ðåàëèçàöèé øóìà â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè A = 0.218



(ε̄ = 0.027) (a) è A = 0.5 (ε̄ = 0.18) (
). Ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿäèñêðåòíàÿ êîîðäèíàòà, ïî îñè îðäèíàò � âðåìÿ.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñî ñöåíàðèåì [31℄, êîòî-ðûé îñîáåííî íàãëÿäíî ïðîñëåæèâàåòñÿ íà ðèñ. 1.3(a).�àçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ãðóïïî-âûõ ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ïàêåòîâ, âïëîòü äî îäíîêðàòíîãî èëè ìíîãîêðàòíî-ãî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Òàêèå çàìåäëåííûå ïàêåòû ñ âûñîêîéý��åêòèâíîñòüþ ïîãëîùàþò ýíåðãèþ ñòàëêèâàþùèõñÿ ñ íèìè áîëåå áûñòðûõïàêåòîâ [30, 31℄, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó íàðàñòàíèþ èõ ýíåðãèè.Ïðè ïðåâûøåíèè ýíåðãèåé ïàêåòà íåêîòîðîãî ïîðîãà, áëèçêîãî ê õàðàêòåðíî-ìó çíà÷åíèþ εdb ≈ 0.72, ïîëó÷åííîìó âûøå â ðàìêàõ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëè-æåíèÿ, âîçáóæäåíèå ñòàíîâèòñÿ íåïîäâèæíûì, òàêèì îáðàçîì, �îðìèðóåòñÿäèñêðåòíûé áðèçåð, ïðîäîëæàþùèé âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ðàñïðîñòðàíÿþùè-ìèñÿ ïàêåòàìè.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçå-ðîâ íåîáõîäèìî ââåñòè êðèòåðèé äèñêðåòíîãî áðèçåðà â ÷èñëåííîì ýêñïåðè-ìåíòå. Ýòîò êðèòåðèé äîëæåí ó÷èòûâàòü òàêèå ñâîéñòâà äèñêðåòíîãî áðèçå-ðà, êàê íåïîäâèæíîñòü, âûñîêóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè (ïî ñðàâíåíèþ ñ äâèæó-ùèìèñÿ âîçáóæäåíèÿìè) è áîëüøîå âðåìÿ æèçíè (ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñïåðèîäîì ìàëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé). Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, áûëâûáðàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé.Íà ýëåìåíòå ñ èíäåêñîì n â ìîìåíò t ðåãèñòðèðóåòñÿ äèñêðåòíûé áðè-çåð, åñëè ïëîòíîñòü ýíåðãèè εn(t), óñðåäíåííàÿ ïî M âðåìåííûì îòñ÷åòàì,ñäåëàííûì ÷åðåç âðåìÿ τ , ïðåâûøàåò ïîðîã εdb:
1

M

M−1∑

m=0

εn(t + mτ) > εdb, (1.16)ãäå âûáðàíû çíà÷åíèÿ M = 10, τ = 50.0. Ïîëíîå âðåìÿ óñðåäíåíèÿ, òàêèìîáðàçîì, ñîñòàâëÿåò Mτ = 500.0, òî åñòü, ïîðÿäêà 100 ïåðèîäîâ ñîáñòâåííîãîêîëåáàíèÿ íèçøåé ÷àñòîòû T0 = 2π.�åçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ ê ñëó÷àÿì, èçîáðàæåííûì íàðèñ. 1.3(a,
), ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.3(b,d), ñîîòâåòñòâåííî. Çàðåãèñòðèðîâàííûåäèñêðåòíûå áðèçåðû îòìå÷åíû ÷åðíûì öâåòîì. Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóí-êîâ, âûáðàííûé êðèòåðèé âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿìî äèñêðåòíîì áðèçåðå.Â êàæäîé ðåàëèçàöèè òàêèì ñïîñîáîì èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâî äèñêðåòíûõáðèçåðîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè nν
br(t), ãäå ν � íîìåð ðåàëèçàöèè. Çàòåìðåçóëüòàò óñðåäíÿåòñÿ ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ19
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�èñ. 1.3: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè (a,
) è âûäåëåííûå äèñêðåòíûå áðèçåðû (b,d) âîäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíà äëÿ A = 0.2 (ε̄ = 0.027) (a,b) è A = 0.5(ε̄ = 0.18) (
,d). Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ èç 99 ðåàëèçàöèé êîëè÷åñòâà äèñ-êðåòíûõ áðèçåðîâ îò âðåìåíè äëÿ A = 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5 (ε̄ = 0.015,0.027, 0.043, 0.062, 0.085, 0.11, 0.14, 0.18) � êðèâûå ñëåâà íàïðàâî (e). Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòèýíåðãèè íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè äëÿ A = 0.5 (ε̄ = 0.18) (f).
20



ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ êîëè÷åñòâî áðèçåðîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè:
〈nbr(t)〉 =

1

R

R∑

ν=1

nν
br(t), (1.17)ãäå R = 99 â äàííîì ýêñïåðèìåíòå.Èçìåðåííûå çàâèñèìîñòè 〈nbr(t)〉 äëÿ A = 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4,0.45, 0.5 (ε̄ = 0.015, 0.027, 0.043, 0.062, 0.085, 0.11, 0.14, 0.18) èçîáðàæåíû íàðèñ. 1.3(e) (ñëåâà íàïðàâî). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñðàâíåíèÿ ñ ðèñ. 1.3(a-d), îñüâðåìåíè íàïðàâëåíà ââåðõ. Ïðè A = 0.1 (ε̄ = 0.0067) äèñêðåòíûå áðèçåðû íàðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè çàðåãèñòðèðîâàíû íå áûëè.Êàê ìîæíî çàêëþ÷èòü èç ãðà�èêîâ, õàðàêòåðíîå âðåìÿ �îðìèðîâàíèÿïåðâîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà tbr áûñòðî ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ñðåäíåé ïëîò-íîñòè ýíåðãèè. Çà âðåìÿ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ tbr êîëè÷åñòâî äèñêðåòíûõ áðè-çåðîâ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ïîñòåïåííîå óìåíüøåíèåèõ êîëè÷åñòâà. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà äèñêðåòíûõ áðèçåðîââîçðàñòàþùèì îáðàçîì çàâèñèò îò ýíåðãèè íà÷àëüíîé âîëíû.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î äàëüíåéøåé ýâîëþöèè ñèñòåìû íà áîëüøèõâðåìåíàõ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå äëÿ40 ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî øóìà ξn ïðè A = 0.5 (ε̄ = 0.18) íàâðåìåííîì îòðåçêå äëèòåëüíîñòüþ T = 5 · 105 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî

105 ïåðèîäàì ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ íèçøåé ÷àñòîòû).�åçóëüòàò äëÿ îäíîé èç ðåàëèçàöèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.3(f). Êàê âèäíî èçðèñóíêà, èìååò ìåñòî ðàñïàä áîëüøåé ÷àñòè áðèçåðîâ, ñ�îðìèðîâàâøèõñÿ íàíà÷àëüíîé ñòàäèè. Îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàë âðåìåíè íà ðèñ. 1.3(f) â 20 ðàçáîëüøå, ÷åì íà ðèñ. 1.3(
), à âåðõíÿÿ ãðàíèöà òîíàëüíîé øêàëû ñóùåñòâåííîâûøå. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàðàñòàíèè ýíåðãèè âûæèâàþùèõ áðèçåðîâ.Èç 40 ðåàëèçàöèé øóìà, 29 ïðèâåëè ê �îðìèðîâàíèþ íîâûõ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîñëå ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ ïëîñêîé âîëíû,òî åñòü, çà ðàìêàìè ñöåíàðèÿ [31℄. Â 11 èç ýòèõ 29 ðåàëèçàöèé íàáëþäàëèñüòàêèå ¾ïîçäíèå¿ äèñêðåòíûå áðèçåðû ñ âðåìåíàìè æèçíè áîëüøå 5·104 (òàêîéñëó÷àé ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.3(f)).Ýòî ÿâëåíèå íå îáúÿñíÿåòñÿ íàïðÿìóþ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ.Îäíàêî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïîíòàííîé ëî-êàëèçàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷è-âîñòüþ.Ñíèìêè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêåïðè íà÷àëüíîé àìïëèòóäå âîëíû A = 0.5 (ε̄ = 0.22) â ìîìåíòû âðåìåíè t =
400, t = 500, t = 550 è t = 5000 ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.4(a,b,
,d), ñîîòâåòñòâåííî.Îòìåòèì, ÷òî ìàñøòàá òîíàëüíîé øêàëû íà ýòèõ ðèñóíêàõ ðàçëè÷åí.21
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�èñ. 1.4: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå (ε̄ = 0.22). Ñíèìêè â ìîìåíòûâðåìåíè t = 400, 500, 550, 5000 � (a,b,
,d), ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 1.5: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå â ¾ïðîåêöèè¿ íà îäíî ïðî-ñòðàíñòâåííîå èçìåðåíèå (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå) äëÿ ε̄ = 0.016.Íà ðèñ. 1.5 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðå-øåòêå ñî âðåìåíåì äëÿ ε̄ = 0.016. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî âðåìÿ, ïî îñèàáñöèññ � îäíà èç äâóõ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Óðîâåíüñåðîãî ïîêàçûâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ðåøåòêå ïîâòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ¾îäíîìåð-íàÿ ïðîåêöèÿ¿ äâóìåðíîé ðåøåòêè.Íàêëîííûå òåìíûå ëèíèè íà ðèñóíêå èçîáðàæàþò äâèæóùèåñÿ ïàêåòû.Åùå áîëåå òåìíûå òî÷êè, êîòîðûìè îêàí÷èâàþòñÿ íåêîòîðûå èç ýòèõ ëèíèé,ñîîòâåòñòâóþò ðàçðóøåíèþ ïàêåòà ïî äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðà-öèè ýíåðãèè áåç îáðàçîâàíèÿ áðèçåðà. Òðè îò÷åòëèâûå âåðòèêàëüíûå ëèíèèîòìå÷àþò ñ�îðìèðîâàâøèåñÿ äèñêðåòíûå áðèçåðû.Îáùèé ñöåíàðèé �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â äâóìåðíûõ ðåøåò-êàõ êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿåò îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷è-âîñòü ïðèâîäèò ê êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè â âîëíîâûå ïàêåòû, êîòîðûå ðàñïðî-ñòðàíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì ãðóïïîâîé ñêîðîñòè íà÷àëüíîé âîë-íû. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ �îðìèðîâàíèÿ òàêèõ ïàêåòîâ ïðèðàâíîé íà÷àëüíîé ñðåäíåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà áîëüøå, àïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðèìåðíî â 10 ðàç âûøå, ÷åì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Ìîäåëèðîâàíèå íà áîëüøèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ (äî T = 106, îäíà ðåà-ëèçàöèÿ), êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïðîäåìîíñòðèðîâàëî ðàçðóøåíèå áîëü-øèíñòâà äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, ñ�îðìèðîâàííûõ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè. Ôîð-ìèðîâàíèå íîâûõ áðèçåðîâ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ òàêæå íàáëþäàëîñü.23



Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â ñðàâíåíèè ñ îäíîìåðíûì çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçíà÷àëüíî �îðìèðóþùèåñÿ ïàêåòû, ïëîòíîñòü ýíåðãèèâ êîòîðûõ ïðè íàèâûñøåé åå êîíöåíòðàöèè íå ïðåâûøàåò ïîðîãà �îðìèðî-âàíèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà (âåëè÷èíà êîòîðîãî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå,õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèåì îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ εdb = 1.8,ñì. ðèñ. 1.2), áûñòðî ðàçðóøàþòñÿ ñ îáðàçîâàíèåì ïàêåòîâ ìåíüøåé ýíåð-ãèè. Ïîýòîìó ëàâèíîîáðàçíûé ïðîöåññ íàðàñòàíèÿ ýíåðãèè ïàêåòà çäåñü íåíàáëþäàåòñÿ òàê ÿâíî, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Îäíàêî ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî õàîòè÷åñêèå ñòîëêíîâåíèÿ ïàêå-òîâ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ îáìåíîì ýíåðãèåé, âñå æå ïðèâîäÿò ê ëîêàëèçàöèèýíåðãèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Ïðè÷åì õà-ðàêòåðíîå âðåìÿ �îðìèðîâàíèÿ áðèçåðà â äâóìåðíîé ñèñòåìå îêàçûâàåòñÿ â1,5 � 2 ðàçà êîðî÷å, ÷åì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ðàâíîé ñðåäíåé ïëîòíîñòèýíåðãèè.Äëÿ âñåõ ðåàëèçàöèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé êàê â îäíîìåðíîì, òàê è â äâó-ìåðíîì ñëó÷àÿõ íàáëþäàëèñü äèñêðåòíûå áðèçåðû ñ âðåìåíåì æèçíè ïîðÿäêàâðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòîò �àêò íå äàåò âîçìîæíîñòè äîñòîâåðíî îïðåäå-ëèòü ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ æèçíè äèñêðåòíîãî áðèçåðà è ñâèäåòåëüñòâóåò îñóùåñòâåííîì âëèÿíèè, êîòîðîå îêàçûâàþò äèñêðåòíûå áðèçåðû íà ïðîöåññóñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå.1.2.2 Äèñêðåòíûå áðèçåðû è ðîòîáðèçåðû â ìîäåëèÒàêåíî-ÏåéðàðàÂ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà
H =

∑

n

(
p2

n

2
+ U(xn) + V (xn+1 − xn)

) (1.18a)è óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ
ẍn = −U ′(xn) + V ′(xn+1 − xn) − V ′(xn − xn−1), (1.18b)ãäå ïîòåíöèàë ïàðöèàëüíîãî îñöèëëÿòîðà U(x) è ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ

V (x) � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè: U(x+2π) = U(x), V (x+2π) = V (x) (ïåðèîäáåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ðàâíûì 2π), ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ xnèìåþò ñìûñë �àç, è íàðÿäó ñ êîëåáàòåëüíûìè, âîçìîæíû òàêæå âðàùàòåëü-íûå äâèæåíèÿ.Ñîîòâåòñòâåííî, ïîìèìî êîëåáàòåëüíûõ ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé �äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, âîçìîæíû òàêæå ëîêàëèçîâàííûå âðàùàòåëüíûå ðå-øåíèÿ � ðîòîáðèçåðû [13, 11℄. 24



Â ðîòîáðèçåðíîì ðåøåíèè îäíà èç �àç íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò ñî âðåìå-íåì (ýëåìåíò ñîâåðøàåò âðàùåíèå), à îñòàëüíûå êîëåáëþòñÿ ñ àìïëèòóäàìè,ñïàäàþùèìè ïðè óäàëåíèè îò âðàùàþùåãîñÿ ýëåìåíòà. Òàêèå ðåøåíèÿ áûëèâïåðâûå ÷èñëåííî ïîëó÷åíû â ðàáîòå [13℄ â ñèñòåìå âèäà (1.18) ñ ïîòåíöèàëà-ìè
U(x) = 1 − cos x, V (x) = κ(1 − cos x), (1.19)íàçûâàåìîé ïî èìåíàì àâòîðîâ [13℄ ìîäåëüþ Òàêåíî-Ïåéðàðà. Óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ (1.18b) ïðèíèìàþò âèä

ẍn = − sin x + κ(sin(xn+1 − xn) − sin(xn − xn−1)). (1.20)�îòîáðèçåðû â [13℄ áûëè ïîëó÷åíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû (1.20) â ðàâ-íîâåñèè ñ òåðìîñòàòîì, à òàêæå ïóòåì çàäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-âèé (íà îäíîì èç ýëåìåíòîâ çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîéâåëè÷èíû). Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé â ìîäåëÿõ âèäà (1.18) áûëî ñòðîãîäîêàçàíî â ðàáîòå [11℄. Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíûì áðèçåðàì, ãîâîðÿò è î ðîòîá-ðèçåðàõ â ¾�èçè÷åñêîì ñìûñëå¿ ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè.Ñëåäóÿ ñõåìå, îïèñàííîé â ðàçäåëå 1.2.1, èññëåäóåì ïðîöåññû ãåíåðàöèèëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè áå-ãóùåé âîëíû â ìîäåëè (1.20).Â ðàìêàõ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòûäèñêðåòíîãî áðèçåðà îò ýíåðãèè, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1.1 (íèæíÿÿ êðèâàÿ).Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ (1.9). Âîòëè÷èå îò äèñêðåòíîé ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíà, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäó-ùåì ðàçäåëå, â äàííîé ìîäåëè âîçìîæíûå ÷àñòîòû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ëå-æàò íèæå �îíîííîé çîíû, èìåÿ ýíåðãèè âûøå ïîðîãà εdb ≈ 0.75. Ïðè ïðå-âûøåíèè ïîðîãà, ïðèáëèæåííî ðàâíîãî εrot = 2.4, ýëåìåíò ñîâåðøàåò âðàùà-òåëüíîå äâèæåíèå. Çàìåòèì åùå, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â îäíî÷àñòè÷-íîì ïðèáëèæåíèè èìåþòñÿ çàïðåùåííûå îáëàñòè ýíåðãèé, äëÿ êîòîðûõ õîòÿáû îäíà ãàðìîíèêà ïîïàäàåò â �îíîííóþ çîíó.Ïîñêîëüêó ÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà èìååò îòðè-öàòåëüíóþ âåëè÷èíó, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâî-ñòè [30℄, íåóñòîé÷èâûìè â ýòîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ âîëíû ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè
0 < k < π/2.Áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû (1.20) èç N = 400 ýëå-ìåíòîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðè κ = 0.1, ñ íà÷àëüíû-ìè óñëîâèÿìè âèäà (1.13), ãäå k = π/4, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåçàâèñèìûè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 0.001). Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷å-òû äëÿ 10 ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿàìïëèòóäû A. 25



Íà ðèñ. 1.6(a,
) èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå äëÿîäíîé èç ðåàëèçàöèé øóìà â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè A = 0.25 (ε̄ = 0.032)(a) è A = 0.7 (ε̄ = 0.23) (
). Íà ðèñ. 1.6(b,d) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âûäåëåíèÿëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé â ýòèõ ðàñ÷åòàõ ñîãëàñíî êðèòåðèþ (1.16).Íà ðèñ. 1.6(e) ïðèâîäÿòñÿ èçìåðåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.17) çàâèñèìîñòèñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ êîëè÷åñòâà ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé îò âðåìåíè
〈nbr(t)〉 äëÿ çíà÷åíèé àìïëèòóäû A = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7 (ε̄ = 0.021,0.047, 0.081, 0.12, 0.17, 0.23), ñëåâà íàïðàâî. Êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð êðèâûõàíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè Êëåéíà-�îðäîíà (ðèñ. 1.3(e)).Çàìåòèì, ÷òî èçìåðåíèå ëîêàëüíûõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè íå ïîçâîëÿåò îòëè-÷èòü âðàùàòåëüíûå âîçáóæäåíèÿ îò êîëåáàòåëüíûõ. Îäíàêî, ïîñòðîåííûå íàðèñ. 1.6(f) çàâèñèìîñòè âñåõ êîîðäèíàò îò âðåìåíè xn(t) äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðà-æåííîãî íà ðèñ. 1.6(
), ïîäòâåðæäàþò íàëè÷èå ëîêàëèçîâàííûõ âðàùàòåëü-íûõ âîçáóæäåíèé, ïðîÿâëÿþùèõñÿ â âèäå áîëüøèõ íàáåãîâ �àç íà íåêîòîðûõýëåìåíòàõ. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ òàêèõ âðàùàòåëüíûõ âîçáóæäå-íèé íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, à âðåìÿ æèçíè (ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåìæèçíè êîëåáàòåëüíîãî âîçáóæäåíèÿ) íåâåëèêî.�àññìîòðèì îáîáùåíèå ìîäåëè (1.20), âêëþ÷àþùåå âíåøíèé ìîìåíò è äèñ-ñèïàöèþ:

ẍn + λẋn = − sin x + κ(sin(xn+1 − xn) − sin(xn − xn−1)) + γn. (1.21)Òàêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, íàïðèìåð, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëèðîâà-íèÿ äèíàìèêè ýëåêòðîãåíåðàòîðîâ, âêëþ÷åííûõ â îáùóþ ýíåðãîñåòü.Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå (λ = 0), ïðè |γn = γ| ≪ 1,è â îòñóòñòâèå âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé äèíàìèêà ñèñòåì (1.21) è (1.20) ñòî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ áåãóùåé âîëíû è ëîêàëèçàöèè ýíðåãèèðàçëè÷àåòñÿ ñëàáî. �àçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè âðàùàòåëüíûõäâèæåíèé. Â ñèëó íàëè÷èÿ âíåøíåãî ìîìåíòà, âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ âûäåëåí-íîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ; âî-âòîðûõ, âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå èí�èíèòíî èñîïðîâîæäàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì íàðàñòàíèåì ýíåðãèè.Ýòî ðàññóæäåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Íà ðèñóí-êå 1.7(a) èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå (1.21) äëÿ λ = 0,
γn = γ = 0.01, A = 0.7 (ε̄ = 0.23, ñð. ñ àíàëîãè÷íûì ñëó÷àåì ïðè γ = 0íà ðèñ. 1.6(
)). ×åðíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè ýíåðãèè,ïðåâûøàþùèì 4.0, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èí�èíèòíîì âðàùåíèè ýëåìåí-òà. Âåðòèêàëüíûå ÷åðíûå ëèíèè, òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþò ðîòîáðèçå-ðàì. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ âíåøíåãî ìîìåíòà, ðîòîáðèçåðû íå ðàçðóøàþòñÿ èíåîãðàíè÷åííî íàáèðàþò ýíåðãèþ.Ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè λ > 0, âî-ïåðâûõ, ñàìà âîçìîæíîñòü âîçáóæäå-26
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�èñ. 1.6: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè (a,
) è âûäåëåííûå ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ(b,d) â îäíîìåðíîé ìîäåëè Òàêåíî-Ïåéðàðà äëÿ A = 0.25 (ε̄ = 0.032) (a,b) è A = 0.7(ε̄ = 0.23) (
,d). Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ èç 10 ðåàëèçàöèé êîëè÷åñòâà ëîêà-ëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé îò âðåìåíè äëÿ A = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7 (ε̄ = 0.021, 0.047,0.081, 0.12, 0.17, 0.23) � êðèâûå ñëåâà íàïðàâî (e). Ýâîëþöèÿ êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö äëÿ
A = 0.7 (ε̄ = 0.23) (f), âèäíû ëîêàëèçîâàííûå âðàùàòåëüíûå âîçáóæäåíèÿ.
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�èñ. 1.7: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îäíîìåðíîé ìîäåëè Òàêåíî-Ïåéðàðà ñ âíåøíèììîìåíòîì è äèññèïàöèåé ïðè A = 0.7 (ε̄=0.23). (a-
): γ = 0.01, λ = 0, 1 · 10−5, 1 · 10−4,ñîîòâåòñòâåííî. (d): óïðàâëåíèå �îðìèðîâàíèåì ðîòîáðèçåðîâ ñ ïîìîùüþ íåîäíîðîäíîãîâíåøíåãî ìîìåíòà, λ = 1 · 10−5, γ1,51,101,...,351 = 0.21, íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ γn = 0.01.
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íèÿ ðîòîáðèçåðà â ñèñòåìå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ äâóõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ�àêòîðîâ: íàðàñòàíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè â íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ âñëåäñòâèåëîêàëèçàöèè ýíåðãèè � ñ îäíîé ñòîðîíû, è ñïàäàíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìûâñëåäñòâèå äèññèïàöèè � ñ äðóãîé ñòîðîíû. Âî-âòîðûõ, ðîòîáðèçåð â äèññè-ïàòèâíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë. Åñëèâðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîçíèêàåò, òî íàðàñòàíèå åãî ýíåðãèè îãðàíè÷èâàåò-ñÿ äèññèïàöèåé, è â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå èìååò ìåñòî áàëàíñ äèññèïàöèèè ïîäêà÷êè ýíåðãèè çà ñ÷åò âíåøíåãî ìîìåíòà.Ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü äèíàìèêè êîëëåêòèâíîé ñèñòåìû ïî ñðàâíåíèþñ ïàðöèàëüíûì ýëåìåíòîì � êðóãîâûì ìàÿòíèêîì � çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíî-ñòè âûõîäà íà ðåæèì âðàùåíèÿ ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ñðåäíåé ïëîòíîñòèýíåðãèè çà ñ÷åò ïðîöåññîâ ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè.Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ ðèñóíêàìè 1.7(b,
), ãäå èçîá-ðàæåíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå (1.21) ïðè λ = 1 · 10−5 (b) è
λ = 1 · 10−4 (
), çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ òå æå, ÷òî è äëÿ ðèñ. 1.7(a).Ïðè λ = 1·10−5 ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè, ïðåîáëàäàÿ íàä äèññèïàöèåé, ïðèâîäèòê ïîâûøåíèþ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè äî âåëè÷èíû, äîñòàòî÷íîé äëÿïåðåõîäà íà ðåæèì âðàùåíèÿ, è âîçíèêàþò ðîòîáðèçåðû (ðèñ. 1.7(b)). Ïðè
λ = 1 · 10−4 ëîêàëèçîâàííûå êîëåáàòåëüíûå âîçáóæäåíèÿ âîçíèêàþò, îäíàêî,âñëåäñòâèå äèññèïàöèè, èõ ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé äëÿ ïåðåõîäàíà ðåæèì âðàùåíèÿ (ðèñ. 1.7(
)), è ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê óñòîé÷èâîìóñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ãåíå-ðàöèè ðîòîáðèçåðîâ ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Áûëî ïðîâåäåíî ìîäå-ëèðîâàíèå ñèñòåìû (1.21) ïðè λ = 1 · 10−5, A = 0.7 (ε̄=0.23), ñ íåîäíîðîäíûìðàñïðåäåëåíèåì âíåøíåãî ìîìåíòà: γn = 0.21 äëÿ n = 1, 51, 101, . . . , 351, íàîñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ γn = 0.01 (ðèñ. 1.7(d)). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðîòîáðè-çåðû �îðìèðóþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíî íà ýëåìåíòàõ ñ ïîâûøåííûì çíà÷åíèåìâíåøíåãî ìîìåíòà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ èõ �îðìèðî-âàíèåì.

29



�ëàâà 2Ìåõàíèçìû ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè âíåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ
2.1 Íåëèíåéíîñòü è ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòíîñòüÏðîàíàëèçèðóåì õàðàêòåð ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè è äèñêðåò-íîñòè íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêàëèçàöèþ äèñêðåòíîãî áðèçåðà, èñïîëüçóÿïðîñòûå îöåíêè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìîäåëü â âèäå öåïî÷êè ñâÿçàííûõíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, êàæäûé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, êîòîðàÿ îïè-ñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
∑

n

[
1

2
p2

n + V (xn) + W (xn − xn−1)

]
. (2.1)Çäåñü öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ n � ýòî íîìåð óçëà ðåøåòêè (âîçìîæíî, áåñ-êîíå÷íîé), à xn è pn � ýòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòà è èìïóëüñäëÿ ñòåïåíè ñâîáîäû, ñâÿçàííîé ñ óçëîì n. Ïîòåíöèàë îñöèëëÿòîðà V è ïî-òåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ W óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ V ′(0) = W ′(0) = 0,

V ′′(0), W ′′(0) ≥ 0. Òîãäà òî÷êà xn = pn = 0 � ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿòèïà öåíòð. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä
ẋn = pn , ṗn = −V ′(xn) − W ′(xn − xn−1) + W ′(xn+1 − xn) . (2.2)Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïî-ëó÷èì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿêîòîðîé èìåþò âèä áåãóùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû:

xn(t) ∼ ei(ωqt−qn) , ω2
q = V ′′(0) + 4W ′′(0) sin2

(q

2

)
. (2.3)Ýòè âîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì q è ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòî-òîé ωq. Âñåâîçìîæíûå ÷àñòîòû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí çàïîëíÿþò îáëàñòüäåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé, íàçûâàåìóþ ëèíåéíûì ñïåêòðîì (èíà÷å ãîâîðÿ,30



�îíîííîé çîíîé � â �èçèêå òâåðäîãî òåëà, èëè ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ � âðàäèîòåõíèêå). Â ñèëó ðåøåòî÷íîé ñòðóêòóðû ñèñòåìû, ÷àñòîòà ωq çàâèñèòïåðèîäè÷åñêè îò q è âñåãäà îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íàè-áîëüøàÿ (äåáàåâà) ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ðàâíà
ωπ =

√
V ′′(0) + 4W ′′(0) .Ïðèìåðû âèäà äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ωq ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.1. Â çàâèñè-ìîñòè îò âèäà ïîòåíöèàëà V (x), îíè ìîãóò èìåòü õàðàêòåð àêóñòè÷åñêèõ èëèîïòè÷åñêèõ (ïðè V ′′(0) = 0 èëè V ′′(0) 6= 0, ñîîòâåòñòâåííî). Â ïåðâîì ñëó÷àåëèíåéíûé ñïåêòð ïîêðûâàåò èíòåðâàë −ωπ ≤ ω ≤ ωπ, âêëþ÷àþùèé ωq=0 = 0.Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååòñÿ çàïðåùåííàÿ çîíà |ωq| < ω0 =

√
V ′′(0). Ëèíåéíûåâîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ vg è �àçîâîé ñêîðîñòüþ vph.�ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

vg(q) = dωq/dq� ýòî ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà q, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòüðàñïðîñòðàíåíèÿ óçêîïîëîñíîãî âîëíîâîãî ïàêåòà ñ öåíòðàëüíûì âîëíîâûì÷èñëîì q. Íà êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà vg = 0. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îãðàíè÷åíàïî ìîäóëþ. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
vph = ω/q� ýòî íåïåðèîäè÷åñêàÿ êîëåáëþùàÿñÿ �óíêöèÿ q. Â ñëó÷àå îïòè÷åñêîãî ñïåê-òðà îáëàñòü çíà÷åíèé �àçîâîé ñêîðîñòè çàíèìàåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü,ïîñêîëüêó ωq=0 6= 0. Äëÿ àêóñòè÷åñêîãî ñïåêòðà îíà îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ

|vph| ≤ vg(q = 0).Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå îïèñûâàþò âîçìóùåíèé áîëü-øîé àìïëèòóäû. Ïîäîáíî ñëó÷àþ îäèíî÷íîãî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ÷à-ñòîòà ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè ðåøåíèé çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû è, òàêèìîáðàçîì, ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ âíå ïðåäåëîâ ëèíåéíîãî ñïåêòðà. Äîïóñòèì,÷òî ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå âî âðåìåíè è ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâåðåøåíèå óðàâíåíèé (2.2) � äèñêðåòíûé áðèçåð x̂n(t + Tb) = x̂n(t), ïåðèîäêîòîðîãî ðàâåí Tb = 2π/Ωb. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ, åãî ìîæíî ðàç-ëîæèòü â ðÿä Ôóðüå
xn(t) =

∑

k

Akne
ikΩbt . (2.4)Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ, òàêæå ëîêàëèçîâà-íû ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó èíäåêñó.

Ak,|n|→∞ → 0 . (2.5)31
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�èñ. 2.1: Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû äëÿ ìîäåëè (2.1).Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó õâîñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà, ãäå àìïëèòóäà ðå-øåíèÿ ìàëà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.4) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ(2.2) è ëèíåàðèçóåì ïîëó÷åííûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåí-òîâ ðàçëîæåíèÿ. Ïîëó÷èì òîãäà ñëåäóþùèå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ:
k2Ω2

bAkn = V ′′(0)Akn + W ′′(0)(2Akn − Ak,n−1 − Ak,n+1) . (2.6)Åñëè kΩb = ωq, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.6) èìåþò âèä
Ak,n = c1e

iqn + c2e
−iqn .Íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû Ak,n áóäóò òîãäà îñöèëëèðîâàòü ïî ïðîñòðàíñòâåí-íîìó èíäåêñó áåç ñïàäàíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èçíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.Åñëè, îäíàêî,

k2Ω2
b 6= ω2

q (2.7)äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.6) äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Ak,n = c1κn + c2κ−n ,ãäå κ � ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò q, Ωb è k. Òàêèå ðåøåíèÿ ñïà-äàþò â ïðîñòðàíñòâå ïî ýêñïîíåíòå â òîì èëè äðóãîì íàïðàâëåíèè, â çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, êàêîé èç êîý��èöèåíòîâ c1,2 îòëè÷åí îò íóëÿ. ×òîáû óñëîâèå32



(2.7) ìîãëî áûòü âûïîëíåíî ïðè ëþáîì öåëîì k õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ÷àñòîòû Ωb, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ωqïî ìîäóëþ. Èìåííî â ñèëó ýòîãî òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìà ïðîñòðàíñòâåííàÿäèñêðåòíîñòü ñèñòåìû. Ëèíåéíûå ñïåêòðû íåïðåðûâíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé,êàê ïðàâèëî, íå îãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå íåèçáåæíû ðåçîíàíñû âûñîêèõãàðìîíèê ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì ñèñòåìû. Óñëîâèå íåðåçîíàíñíî-ñòè (2.7) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè ðåøåíèé â ãàìèëüòîíîâûõ ðå-øåòêàõ [4, 40℄.Ïðèâåäåííûé àíàëèç ìîæåò áûòü îáîáùåí íà äðóãèå òèïû ðåøåòî÷íûõñèñòåì, íàïðèìåð, ñ íåëîêàëüíûìè ñâÿçÿìè, ñ äâóìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâî-áîäû íà óçåë ðåøåòêè, äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ðåøåòêè è ò. ä. Óñëîâèå íåðå-çîíàíñíîñòè (2.7) íîñèò, òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð óíèâåðñàëüíîãî, îòðàæàÿêëþ÷åâóþ ðîëü äèñêðåòíîñòè è íåëèíåéíîñòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ.Êàê è ëþáîå ïðàâèëî, óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè èìååò èñêëþ÷åíèÿ. Â ñëó-÷àå íåïðåðûâíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ýòî âîçìîæíî, åñëè ñèñòåìà èëè ðå-øåíèå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè. Õîòÿ ýòî è ìîæåòïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ îïðåäåëåííûõ ïðèëîæåíèé, êàê ïðàâèëî, òðåáîâà-íèå äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèé îãðàíè÷èâàåò êðóã âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Âýòîì ñëó÷àå ïîòåðÿ ñèììåòðèè ïðèâîäèò ê ïîòåðå ëîêàëèçàöèè, â îòëè÷èåîò íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì, ãäå íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿñèììåòðèè íå íàêëàäûâàþòñÿ.Õîòÿ â íåëèíåéíîé ðåøåòêå ðåçîíàíñû ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûìè âîëíàìèóñòðàíÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì, âîçìîæíû òàêæå è äðóãèå âà-ðèàíòû. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ëèíåéíûõ÷ëåíîâ, èëè õîòÿ áû âçàèìîäåéñòâèå áåç ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê âû-ðîæäåííîìó ëèíåéíîìó ñïåêòðó � íåâàæíî, äëÿ ðåøåòêè èëè íåïðåðûâíîéñèñòåìû. Â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïîëó÷åíèå ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ âî-îáùå íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû, îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìà ïîäêà÷êà ýíåðãèèâ ñèñòåìó.2.2 Ïåðèîäè÷íîñòü ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèéÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, êàê ñîâìåñòíîå äåéñòâèå äèñêðåò-íîñòè è íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê ïåðèîäè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçî-âàííûì ðåøåíèÿì � äèñêðåòíûì áðèçåðàì. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóùåñòâî-âàíèè äðóãèõ âèäîâ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé ñ äèíàìèêîé, îòëè÷íîé îò ïå-ðèîäè÷åñêîé âî âðåìåíè? Äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ N íåñîèçìå-33



ðèìûìè ÷àñòîòàìè Ω1, Ω2, . . . , ΩN íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (2.7) ïåðåõîäèò â[40℄
{k1Ω1 + k2Ω2 + ... + kNΩN}2 6= ω2

q (2.8)ãäå ki � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íè êàêàÿ-ëèáî èçîñíîâíûõ ÷àñòîò Ω1, Ω2, . . . , ΩN , íè êàêàÿ-ëèáî èç èõ (â òîì ÷èñëå, ïåðåêðåñò-íûõ) ãàðìîíèê íå äîëæíû ðåçîíèðîâàòü ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì. Îäíàêî, ëþ-áàÿ ïàðà íåñîèçìåðèìûõ ÷àñòîò Ω1 è Ω2, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò èððàöèîíàëüíîåîòíîøåíèå ìåæäó íèìè, ïîðîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïàð k1, k2, äëÿ êîòîðûõíåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (2.8) áóäåò íàðóøåíî [40℄. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåìñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â áåç-ãðàíè÷íûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ íå ñóùåñòâóåò.Äðóãîé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæóùèõñÿäèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Äîñòàòî÷íî îáùåå îïðåäåëåíèå äâèæóùåãîñÿ äèñêðåò-íîãî áðèçåðà ïîäðàçóìåâàåò ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå, ïåðåìåùàþùååñÿ íà nïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ ðåøåòêè â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó çà µ ïåðèîäîââíóòðåííèõ êîëåáàíèé, ïðè÷åì µ â îáùåì ñëó÷àå èððàöèîíàëüíî. Â îäíî-ìåðíîé öåïî÷êå òàêîé äâèæóùèéñÿ äèñêðåòíûé áðèçåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéðåøåíèå âèäà
xn(t) = φ(ξ, t) , ξ = n − V t (2.9)

φ(ξ, t + Tb) = φ(ξ, t) , φ(ξ → ±∞, t) → 0 . (2.10)Äåòàëüíûé àíàëèç âîçìîæíûõ ðåçîíàíñîâ äëÿ òàêèõ ðåøåíèé áûë ïðîâå-äåí â [45, 46℄. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íåîáõîäèìî èçáåæàòü ðåçîíàíñîâ ñêîðîñòè
V ñ �àçîâûìè ñêîðîñòÿìè vph ãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ìàëîé àìïëèòóäû(ñïåêòð êîòîðûõ èíîãäà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñïåêòðà ñèñòåìû, ëèíåàðèçî-âàííîé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî òàêèõ ðåçîíàíñîâ íåëüçÿ èçáåæàòü, à çíà÷èò, äâèæóùèõñÿäèñêðåòíûõ áðèçåðîâ íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ îáùå-ãî âèäà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèþ äâèæóùèõñÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâïðåïÿòñòâóþò ðåçîíàíñû ñ �àçîâûìè ñêîðîñòÿìè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí. Â ñëó-÷àå äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñîîáðàæåíèÿ î ðåçîíàíñàõ òåðÿþò ñèëó, à çíà÷èò,ìîæíî ãîâîðèòü î êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ è äàæå äâèæóùèõñÿ äèñêðåòíûõ áðè-çåðàõ.
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2.3 Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâÏðèâåäåì ïðèìåðû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåòî÷íûõ ñè-ñòåì. �àññìîòðèì öåïî÷êó (2.1) ñ ïîòåíöèàëàìè
V (x) = x2 + x3 +

1

4
x4 , W (x) = 0.1x2 . (2.11)Ñïåêòð ωq íîñèò õàðàêòåð îïòè÷åñêîãî è ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.2. Äèñêðåòíûåáðèçåðû ìîãóò èìåòü ÷àñòîòû Ωb, ëåæàùèå êàê âûøå, òàê è íèæå ëèíåéíîãîñïåêòðà. Â ñèëó ñèììåòðèè óðàâíåíèé (2.2) îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìå-íè, áóäåì èñêàòü äèñêðåòíûé áðèçåð â êëàññå ðåøåíèé, òàêæå îáðàòèìûõ âîâðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âñå ñêîðîñòèîáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðèìåì ýòîò ìîìåíò çà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè. Áó-äåì òîãäà èñêàòü êîîðäèíàòû ÷àñòèö xn(t = 0), ïîëàãàÿ ẋn(t = 0) = 0. Ýòèçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñèñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå (ïåðèîäè÷åñêàÿ îð-áèòà ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ) äëÿ çàäàííîé íàïåðåä÷àñòîòû ðåøåíèÿ Ωb.Ïðèìåðû íàéäåííûõ ïðî�èëåé xn(0) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò Ωb (îäíàèç êîòîðûõ âûøå, äðóãàÿ � íèæå ëèíåéíîãî ñïåêòðà) ïðèâåäåíû íà âðåç-êàõ íà ðèñ. 2.2. Çíà÷åíèÿ ÷àñòîò îòìå÷åíû ñòðåëêàìè. Äëÿ êàæäîé èç ÷à-ñòîò áûëè íàéäåíû äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ èç áåñêîíå÷íîãî èõ êîëè÷åñòâà.Âûñîêî÷àñòîòíûå äèñêðåòíûå áðèçåðû (Ωb ≈ 1.66) èìåþò áîëüøóþ ýíåðãèþ.Ñîñåäíèå ÷àñòèöû â òàêèõ ðåøåíèÿõ äâèãàþòñÿ â ïðîòèâî�àçå. Íèçêî÷àñòîò-íûå äèñêðåòíûå áðèçåðû (Ωb ≈ 1.26) èìåþò ìåíüøóþ ýíåðãèþ, âñå ÷àñòèöûäâèãàþòñÿ â �àçå.Íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíû äâà äèñêðåòíûõ áðèçåðà â ñèñòåìå Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà, ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ öåïî÷êó ðàâíûõ ìàññ, ñâÿçàííûõ íåëèíåéíû-ìè ïðóæèíàìè: V (x) = 0, W (x) = 1

2x
2 + 1

4x
4, ñïåêòð êîòîðîé íîñèò õàðàêòåðàêóñòè÷åñêîãî. ×àñòîòà îáîèõ íàéäåííûõ ðåøåíèé Ωb = 4.5. Ñíîâà ïðèâîäÿò-ñÿ çíà÷åíèÿ xn â ìîìåíò, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íà âðåçêåïîñòðîåíû ãðà�èêè ðàñòÿæåíèé ïðóæèí un = xn − xn−1 â ëîãàðè�ìè÷åñêîììàñøòàáå. Êàê è ïðåäñêàçûâàëîñü, ðåøåíèÿ ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâåýêñïîíåíöèàëüíî.Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèìåðû äèñêðåòíûå áðèçåðû â äâóìåðíîé êâàäðàòíîéðåøåòêå ëîêàëüíî ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæå-íèÿ ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä

ẍi,j = k(xi+1,j + xi−1,j − 2xi,j) + k(xi,j+1 + xi,j−1 − 2xi,j) − xi,j − x3
i,j (2.12)35
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�èñ. 2.2: Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ëèíåàðèçîâàííîé öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ ñ ïîòåíöèàëîì(2.11). Îòìå÷åíà çîíà ëèíåéíîãî ñïåêòðà. ×àñòîòû íàéäåííûõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ óêà-çàíû ñòðåëêàìè è ëåæàò çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà. Íà âðåçêàõ � ñíèìêè êîîðäèíàò÷àñòèö öåïî÷êè äëÿ íàéäåííûõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â ìîìåíò, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðà-ùàþòñÿ â íóëü [47℄.
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�èñ. 2.3: Äèñêðåòíûå áðèçåðû â öåïî÷êå Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà (ñì. òåêñò) [48℄.
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15A B C�èñ. 2.4: Ñíèìêè êîîðäèíàò ÷àñòèö äëÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â äâóìåðíîé ðåøåòêå (2.12)ïðè k = 0.05 â ìîìåíò, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü [49℄. (A) Ωb = 1.188; (B)
Ωb = 1.207; (C) Ωb = 1.319.÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó îñöèëëÿòîðà V (x) = 1

2x
2+ 1

4x
4. Íà ðèñ. 2.4 ïðè-âåäåíû êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðîâ â ìîìåíò, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿâ íóëü, äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò ðåøåíèÿ Ωb ïðè k = 0.05 [49℄. Âî âñåõòðåõ ñëó÷àÿõ ñîñåäíèå îñöèëëÿòîðû äâèãàþòñÿ â ïðîòèâî�àçå.
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�ëàâà 3Câîéñòâà äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ âðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
3.1 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿÄèñêðåòíûå áðèçåðû � òèïè÷íûé êëàññ ðåøåíèé â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ.Âîïðîñ î ñâîéñòâàõ èõ ëîêàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïðî-áëåìû: ïðî�èëü ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè åãî öåíòðà è àñèìïòîòèêà ñïàäàíèÿåãî õâîñòîâ. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà âåñüìà ñëîæíà, ïîñêîëüêó òðåáóåò èññëåäî-âàíèÿ èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. �åøåíèå âòîðîé ïðîáëåìû îáëåã÷à-åòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî àìïëèòóäû êîëåáàíèé â õâîñòàõ äèñêðåòíîãîáðèçåðà ìàëû. Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòèêà õâîñòîâ äîëæíà êîððåêòíî îïè-ñûâàòüñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì. Âîçìîæåí, îäíàêî, ó÷åò è íåëèíåéíûõïîïðàâîê.�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîäåëü ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà óçåë(ëåãêî ïîëó÷èòü è îáîáùåíèå íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè). �àìèëüòîíèàí ñè-ñòåìû èìååò âèä

H =
∑

l

[
1

2
P 2

l + V (Xl) +
∑

l′

Wl,l′(Xl − Xl′)

]
. (3.1)Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðêóáè÷åñêóþ ðåøåòêó ðàçìåðíîñòè d. Èí-äåêñ ðåøåòêè l � ýòî âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç d öåëî÷èñëåííûõ êîìïîíåíò. Ïî-òåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Wl,l′ = Wl+m,l′+m, òî åñòü, ìî-äåëü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà. Ïîòåíöèàëüíûå�óíêöèè âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè îáðàùàþòñÿ â íóëü â íà-÷àëå êîîðäèíàò. Áëàãîäàðÿ äèñêðåòíîñòè, ñïåêòð ÷àñòîò ëèíåàðèçîâàííîé ñè-ñòåìû ωq îãðàíè÷åí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.�àññìîòðèì ðåøåíèå â âèäå

Xl(t) =
∑

k

Akle
ikΩbt . (3.2)39



Çäåñü íîìåð Ôóðüå-êîìïîíåíòû k - öåëî÷èñëåííûé ñêàëÿð íåçàâèñèìî îò ðàç-ìåðíîñòè ðåøåòêè d. Äèñêðåòíûé áðèçåð ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå, ÷òîïîäðàçóìåâàåò
Ak,|l|→∞ → 0 . (3.3)Äîïóñòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè èìåþò íåíóëåâûå âòîðûå ïðîèç-âîäíûå â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî åñòü, V ′′(0) = v2 6= 0 è W0,l = w0,l 6= 0 äëÿíåêîòîðîãî l. Òîãäà ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êî-ý��èöèåíòîâ Akl:

k2Ω2
bAkl = v2Akl +

∑

l′

wl,l′(Akl − Akl′) . (3.4)Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçíûõ ãàðìîíèê ïîñëå ëèíåà-ðèçàöèè îêàçûâàþòñÿ íåñâÿçàííûìè, èõ ìîæíî ðåøàòü ïî îòäåëüíîñòè. Íåîá-õîäèìûì óñëîâèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè k-é Ôóðüå-êîìïîíåíòû ÿâ-ëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà: kΩb 6= ωq. Ñïàäàíèå k-é êîìïîíåíòû â ïðîñòðàí-ñòâå çàäàåòñÿ òîãäà �óíêöèåé �ðèíà ðåøåòêè [50℄:
Gλ(l) =

∫

1.BZ

cos(ql)

ω2
q − λ

ddq , λ = k2Ω2
b . (3.5)Çäåñü èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà âî âçàèìíîì ïðîñòðàí-ñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ q. Íàïîìíèì, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ωq ïå-ðèîäè÷íî ïî q, è ïåðâàÿ çîíà Áðèëëþýíà êàê ðàç îõâàòûâàåò îäèí åãî ïåðèîäâ ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè çà�èêñèðîâàòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà l èìåíÿòü åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, òî óðàâíåíèå (3.5) äàñò êîý��èöèåíòû Ôó-ðüå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè (ω2

q −λ)−1. Çíà÷èò, ñïàäàíèå àìïëèòóäû k-éãàðìîíèêè â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ àñèìïòîòèêîé êîý��èöèåíòîâ ñî-îòâåòñòâóþùåãî ðÿäà Ôóðüå, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñÿò îò àíàëèòè÷íîñòèðàçëàãàåìîé â ðÿä �óíêöèè.Áóäåì íàçûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ðåøåòêè áëèçêîäåéñòâóþùèì,åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ω2
q � àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ q, òî åñòü, åñëè�óíêöèÿ è âñå åå ïðîèçâîäíûå â ëþáîé òî÷êå q ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû. Òà-êèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò, â ÷àñòíîñòè, ëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, à òàêæåëþáîå âçàèìîäåéñòâèå, äåéñòâóþùåå íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè: w0,l = 0 ïðè

|l| > r, ãäå r > 0. Êðîìå òîãî, ê áëèçêîäåéñòâóþùèì îòíîñÿòñÿ ïîòåíöè-àëû âçàèìîäåéñòâèÿ, ñèëà êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì[51℄: w0,l ∼ e−|l|/r ïðè |l| ≫ r. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå (ω2
q − λ)−1,âõîäÿùåå â óðàâíåíèå (3.5) � àíàëèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ q. Çíà-÷èò, êîý��èöèåíòû åå ðÿäà Ôóðüå, à ñëåäîâàòåëüíî, è õâîñòû äèñêðåòíîãî40



áðèçåðà èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùóþ àñèìïòîòèêó [52℄. Ïîêàçàòåëüýêñïîíåíòû çàâèñèò îò λ = k2Ω2
b . Äëèíà ëîêàëèçàöèè áóäåò òåì áîëüøå, ÷åìáëèæå ÷àñòîòà ãàðìîíèêè kΩb îêàæåòñÿ ê êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà ωq.Íà âðåçêàõ íà ðèñ. 2.3 ïðîäåìîíñòðèðîâàí ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåðëîêàëèçàöèè äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â îäíîìåðíîé öåïî÷êå Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííî íàéäåííîéäëèíû ëîêàëèçàöèè ñ òåîðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì, ïîëó÷åííûì èç (3.5),áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé â [40, 43℄ è îáñóæäàëîñüòàêæå â [1℄.Ïðèâåäåì ïðèìåð äèñêðåòíîãî áðèçåðà â êóáè÷åñêîé òðåõìåðíîé ðåøåòêåòèïà äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ëîêàëüíûì âçàèìî-äåéñòâèåì

Ψ̇l = i(Ψl + |Ψl|2Ψl + 0.1
∑

m∈Nl

Ψm), (3.6)ãäå Nl îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåé óçëà l. Áóäåì èñêàòü ðåøå-íèå âèäà Ψl = Ale
iΩbt. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåòáûòü ðåøåíà îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä Al, ïðè÷åì, â ñèëó îáðàòèìîñòè èñêîìî-ãî ðåøåíèÿ âî âðåìåíè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìèàìïëèòóä [36℄. Íà ðèñ. 3.1) ïðèâåäåíî ðàññ÷èòàííîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðå-äåëåíèå àìïëèòóä Al äëÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ñ öåíòðîì â óçëå ñ êîîðäèíà-òàìè l = (16, 16, 16) â ðåøåòêå ðàçìåðà 31 × 31 × 31 (ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòüàìïëèòóä îò êîîðäèíàò x, y â ïëîñêîñòè z = 16, ñîäåðæàùåé öåíòð áðèçåðà).Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíûé áðèçåð ñèëüíî ëîêàëèçîâàí íà íåñêîëüêèõ óçëàõðåøåòêè (ðèñ. 3.1), ñëåâà). Òî æå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ëîãàðè�ìè÷å-ñêîì ìàñøòàáå (ðèñ. 3.1), ñïðàâà) äàåò íà ãðà�èêå êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, èñõîäÿ èç ïðåäñêàçàííîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêà-ëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå.Áóäåì íàçûâàòü âçàèìîäåéñòâèå äàëüíîäåéñòâóþùèì, åñëè ñîîòâåòñòâó-þùàÿ äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ω2

q � ýòî íåàíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ q, òî åñòü, êàêèå-ëèáî èç ååïðîèçâîäíûõ â êàêîé-ëèáî òî÷êå q íå ñóùåñòâóþò èëè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷-íîñòü. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, åñëè ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñïàäàåòñ ðàññòîÿíèåì ïî àëãåáðàè÷åñêîìó çàêîíó: w0,l ∼ |l|−s, ãäå s � ïîëîæèòåëüíàÿâåëè÷èíà. Â ñèñòåìàõ ñ òàêèì âçàèìîäåéñòâèåì äèñêðåòíûå áðèçåðû òàêæåìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî íå ìîãóò áûòü ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå ïî ýêñïî-íåíòå. Íåàíàëèòè÷íîñòü �óíêöèè ω2
q íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê ñòåïåííîéàñèìïòîòèêå êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå (3.5) è ê òàêîé æå àñèìïòîòèêå äëÿ õâî-ñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Êàê ïîêàçàíî â [53℄, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòîñëîæíûé çàêîí ñïàäàíèÿ àìïëèòóä â ïðîñòðàíñòâå, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ íà-41



�èñ. 3.1: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä äëÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â òðåõ-ìåðíîé ðåøåòêå òèïà äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (3.6) ðàçìåðà
N = 31 × 31 × 31. Ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä íà ñåêóùåé ïëîñêîñòè (x; y),ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð áðèçåðà. Ñëåâà � àìïëèòóäû â ëèíåéíîì ìàñøòàáå, ñïðàâà � òîæå ðåøåíèå â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå [36℄.42



ëè÷èåì âûðàæåííîãî ïåðåõîäà îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäàíèÿ ê ñòåïåííîìóíà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò öåíòðà áðèçåðà.Â ñëó÷àå ÷èñòî íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [42, 44, 40, 41, 11, 54, 55, 56℄àñèìïòîòèêà õâîñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíîé,òî åñòü,
ln | ln |An|| ≈ n ln(2m − 1) . (3.7)Òàêèå ðåøåíèÿ èíîãäà íàçûâàþò êâàçèêîìïàêòíûìè.Â ëèòåðàòóðå òàêæå èìåþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ðåçîíàíñàì ñãîëäñòîóíîâñêèìè ìîäàìè [57℄ è íåëèíåéíûì ïîïðàâêàì [43℄.3.2 Óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíûõ áðèçåðîâÊîãäà íàéäåíî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèñêðåòíîìó áðèçåðó, âîçíèêàåòâàæíûé âîïðîñ î åãî óñòîé÷èâîñòè. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â õàðàêòåðå ýâî-ëþöèè ìàëûõ âîçìóùåíèé ǫn(t) â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ x̂n(t). Âîîáùå ãîâîðÿ,ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äèíàìèêà âîçìóùåíèÿ áóäåò íîñèòü ñëîæíûé õàðàê-òåð, òèïè÷íûé äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÷òî îçíà÷àåò ïðèíöèïèàëüíóþòðóäíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðåýâîëþöèè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ëèíåàðèçóÿ óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ǫn(t) â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ x̂n(t) [12, 59℄:
ǫ̈n = −

∑

m

∂2H

∂xm∂xn
|{x̂l(t)}ǫm , (3.8)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íå îçíà-÷àåò åãî óñòîé÷èâîñòè â èñõîäíîé ñèñòåìå, à ïðåäïîëàãàåò ëèøü îòñóòñòâèåýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ìàëûõ âîçìóùåíèé.Â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî âîçìóùåíèþ ǫn(t), ñàìî ðåøåíèå âõî-äèò â ñèñòåìó êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ïåðèîäè÷åñêîå âî âðåìåíè, èëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à (3.8) ñîîòâåòñòâóåò íåñòàöèîíàðíîìó ãàìèëüòîíèàíó

H̃(t):
H̃(t) =

∑
n

[
π2

n

2 + 1
2

∑
m

∂2H
∂xn∂xm

|{x̂l(t)}ǫnǫm

]
, (3.9)

ǫ̇n = ∂H̃
∂πn

, π̇n = −∂H̃
∂ǫn

. (3.10)Ñïåöè�è÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãàìèëüòîíèàíà H̃ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíå-íèÿ İ = 0 [12, 60℄ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ
I =

∑

n

[ǫn(t)π
′
n(t) − ǫ′n(t)πn(t)] (3.11)43



ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé y = {ǫn, πn} è y′ = {ǫ′n, π′
n}. Âûðàæåíèå äëÿ İ ìîæåòáûòü çàïèñàíî â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I = (Jy, y′) , (3.12)ãäå J � ìàòðèöà ðàçìåðà 2N × 2N

J =

( 0 I-I 0 )
, (3.13)à I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N . Ñîõðàíåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðî-èçâåäåíèÿ I îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ýâîëþöèè U(t), çàäàþùàÿ ëèíåéíîå îòîá-ðàæåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé

{
ǫ(t)
π(t)

}
= U(t)

{
ǫ(0)
π(0)

}
, (3.14)ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé:

UTJU = J . (3.15)Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè âî âðåìåíè âñåõ êîý��èöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (3.8), õàðàêòåð äèíàìèêè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ǫn(t) îïðåäåëÿåòñÿìàòðèöåé Ôëîêå F ≡ U(Tb), çàäàþùåé ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìàëûõ âîçìó-ùåíèé íà îäíîì ïåðèîäå ðåøåíèÿ Tb. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñîá-ñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû Ôëîêå F .Óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå ëèíåéíûåâîçìóùåíèÿ äîëæíû îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûìè âî âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ôëîêå, èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèïëèêàòîðûïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû λν äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:
|λν| = 1 (ðèñ. 3.2, ñëåâà).Âñå ìóëüòèïëèêàòîðû òèïè÷íîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà ìîãóò áûòü ðàç-äåëåíû íà äâå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûìè ïðîñòðàíñòâåííî-äåëîêàëèçîâàííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì. Òàê êàê ñàìîðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ëîêàëèçîâàíî, òî äåëîêàëèçîâàííûå ñîáñòâåííûåâåêòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëüíî-äå�îðìèðîâàííûå ëèíåéíûå ìîäû ðå-øåòêè (ñòîÿ÷èå âîëíû). Èõ êîëè÷åñòâî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçìåðó ñèñòåìû.Íàîáîðîò, êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë), ëîêàëè-çîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå, çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ñàìîãî äèñêðåòíîãîáðèçåðà è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì äàæå äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè.Â ñèëó ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåìû, âñåãäà èìåþòñÿ äâà ìóëüòèïëèêàòîðà,ðàâíûõ +1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëèçîâàííûì âîçìóùåíèÿì [12, 45℄: ñäâèãó44



�èñ. 3.2: Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-þùåãî äèñêðåòíîìó áðèçåðó â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìóëü-òèïëèêàòîðû � çàêðàøåííûå êðóæêè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü. Ñëå-âà: áðèçåð, óñòîé÷èâûé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ðàñïîëàãàþòñÿíà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè). Ñïðàâà: íåóñòîé÷èâûé äèñêðåòíûé áðèçåð (äâå êîìïëåêñíîñîïðÿæåííûå ïàðû ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîøëè ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îäíà èç ïàð áîëü-øå åäèíèöû ïî ìîäóëþ). �ðóïïà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåòñïåêòðó âîçìóùåíèé òèïà ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí (íåëîêàëèçîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâìàòðèöû Ôëîêå), îòäåëüíî ðàñïîëîæåííûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàí-íûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.
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âäîëü �àçîâîé òðàåêòîðèè è èçìåíåíèþ ýíåðãèè ðåøåíèÿ (òî åñòü, ñäâèãóâäîëü ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò).Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èëè ýíåðãèè ðåøåíèÿ, ìóëüòèïëèêà-òîðû íåïðåðûâíî èçìåíÿþòñÿ, ïåðåìåùàÿñü ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñåäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ìóëüòèïëèêàòîð ìîæåò ñîéòè òîëüêî â ðåçóëüòàòå¾ñòîëêíîâåíèÿ¿ ñ äðóãèì ìóëüòèïëèêàòîðîì, òîãäà ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñ-òîé÷èâûì (ðèñ. 3.2, ñïðàâà).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî áè�óðêàöèè �àçîâûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèåìåñòî ïðè ïåðåõîäå îò ëèíåéíî óñòîé÷èâîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà ê íåóñòîé-÷èâîìó, ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåèíòåãðèðóåìîñòüþèññëåäóåìûõ ñèñòåì.3.3 Ïîðîãè ýíåðãèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ�åøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûì áðèçåðàì, ñóùåñòâóþò â âèäå îä-íîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Ïàðàìåòðîì ìîæåò áûòü àìïëèòóäà êîëåáàíèé(íàïðèìåð, íà òîì óçëå, ãäå îíà ìàêñèìàëüíà), ýíåðãèÿ E èëè ÷àñòîòà ðå-øåíèÿ Ωb. Äëÿ áîëüøèíñòâà ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â áåñêîíå÷íûõðåøåòêàõ, àìïëèòóäà ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Â ïðåäåëå ìàëîé àì-ïëèòóäû, ÷àñòîòà áðèçåðà Ωb ñòðåìèòñÿ ê êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà ωq. Ýòîïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå ωq/Ωb 6= 0, 1, 2, 3, ... äîëæíî âû-ïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà. Â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû, ðåøåíèåäîëæíî ïðèáëèæàòüñÿ ê êàêîìó-ëèáî ðåøåíèþ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, àçíà÷èò, ÷àñòîòà Ωb äîëæíà ïðèáëèæàòüñÿ ê êàêîé-òî èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
ωq, íî â òî æå âðåìÿ íå äîëæíà ñîâïàäàòü íè ñ îäíîé èç íèõ. Ýòî âîçìîæíîòîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷àñòîòà áðèçåðà ñòðåìèòñÿ ê îäíîé èç ãðàíè÷íûõ÷àñòîò ωE ëèíåéíîãî ñïåêòðà ïðè ñòðåìëåíèè àìïëèòóäû ê íóëþ.Äëÿ ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ áåãóùèõ âîëí, ïåðåõîäÿùèõ â ãðàíè÷íóþ ìîäóëèíåéíîãî ñïåêòðà â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû, çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ω îòàìïëèòóäû A èìååò âèä

|ω − ωE| ∼ Az (3.16)äëÿ A → 0, ãäå ïîêàçàòåëü z çàâèñèò îò âèäà íåëèíåéíîñòè â ãàìèëüòîíèàíå(3.1), è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ[61℄.Äàëåå áóäåì ñëåäîâàòü õîäó ðàññóæäåíèé, ïðåäëîæåííîìó â [36℄. �àññìîò-ðèì ñèñòåìó ñ áëèçêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ è îöåíèìýíåðãèþ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû. Îïðåäåëèì àìïëè-òóäó äèñêðåòíîãî áðèçåðà êàê íàèáîëüøóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé â ðåøåòêå.46



Îáîçíà÷èì åå A0 è ïîëîæèì áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè, ÷òî íàèáîëüøàÿ àì-ïëèòóäà êîëåáàíèé èìååò ìåñòî â óçëå ñ èíäåêñîì l = 0. Àìïëèòóäà êîëåáàíèéñïàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà áðèçåðà l = 0. Àñèìïòîòèêàñïàäàíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû äëÿëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. �åçóëüòàò èìååò âèä
Al ∼ CFd(|l|δ) ,ãäå |l| ïîëàãàåòñÿ áîëüøèì, δ � ïîêàçàòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè,

C � êîíñòàíòà ïîðÿäêà A0, à Fd � �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííîéðàçìåðíîñòüþ ðåøåòêè
F1(x) = e−x , F3(x) =

1

x
e−x , (3.17)

F2(x) =

∫
e−x

√
1+ζ2

√
1 + ζ2

dζ . (3.18)×òîáû îöåíèòü çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè δîò ÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Ωb, êîòîðàÿ áëèçêà ê êðàþ ëèíåéíî-ãî ñïåêòðà, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííîé õàðàêòåðèñòèêèëèíåéíûõ âîëí ωq âáëèçè êðàÿ ñïåêòðà. Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ äèñïåðñèîííàÿõàðàêòåðèñòèêà âáëèçè êðàÿ ñïåêòðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâè-ñèìîñòüþ
(ωE − ωq) ∼ |q − qE|2 ,ãäå ωE 6= 0 � ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíîãî ñïåêòðà, à qE � ñîîòâåòñòâóþùèéâîëíîâîé âåêòîð.Àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàÿ ýòó çàâèñèìîñòü íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü èçàìåíÿÿ (q − qE) íà i(q − qE), ïðèäåì ê êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè äëÿ δ îò÷àñòîòû ðåøåíèÿ, ëåæàùåé çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà:

|Ωb − ωE| ∼ δ2 .Íàêîíåö, ó÷òåì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áðèçåðà (èëè ðàññòðîéêè |Ωb−ωE|) îòåãî àìïëèòóäû. Òàê êàê áðèçåð â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû äåëîêàëèçóåòñÿ,òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ÷àñòîòû âûðàæåíèå (3.16), èçíà÷àëüíîïîëó÷åííîå äëÿ íåëîêàëèçîâàííûõ âîëí. Òîãäà ïîëó÷àåì |Ωb − ωE| ∼ Az
0,îòêóäà íàõîäèì

δ ∼ A
z/2
0 .Îöåíèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà îò åãî (ìàëîé)àìïëèòóäû, çàìåíÿÿ ñóììó ïî ðåøåòêå èíòåãðàëîì:

Eb ∼
1

2
C2

∫
rd−1F 2

d (δr)dr ∼ A
(4−zd)/2
0 . (3.19)47



Ýòî âîçìîæíî, åñëè áðèçåð ñóùåñòâóåò âïëîòü äî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ àì-ïëèòóä, è ïðè ýòîì àìïëèòóäû íà îòäåëüíûõ óçëàõ ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ âïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè d > dc = 4/z, òî ýíåðãèÿ áðè-çåðà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû, åñëè æå d < dc,òî ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ z = 2 íàõîäèì dc = 2, ÷òî ñîãëàñóåòñÿñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [62℄, ãäå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ðîæäåíèå äèñ-êðåòíîãî áðèçåðà â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåé-íîé ìîäå íà êðàþ ñïåêòðà. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå d = dc â âûðàæåíèè (3.19)ïîÿâèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü.Èç âûøåñêàçàííîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ d ≥ dc ýíåðãèÿ äèñ-êðåòíîãî áðèçåðà îãðàíè÷åíà ñíèçó íåêîòîðîé íåíóëåâîé âåëè÷èíîé. Â ñàìîìäåëå, äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ýíåðãèÿ íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿíóëþ, à ñ ïðèáëèæåíèåì àìïëèòóäû ê íóëþ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìóïðåäåëó (ïðè d = dc) èëè ê áåñêîíå÷íîñòè (ïðè d > dc). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
d ≥ dc ñóùåñòâóåò ïîðîã ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Ýòîò íîâûé ìàñøòàáýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæå-íèÿ íåëèíåéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîòåíöèàëîâ â (3.1).Äëÿ z = 2 èìååì |Ω − ωE| ∼ βA2, è åñëè ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íà îñöèëëÿòîð
E ∼ gA2, à ïîêàçàòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè δ çàäàåòñÿ ñîîòíî-øåíèåì |Ωb − ωE| ∼ κδ2, òî ïîðîã ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà Emin èìååòïîðÿäîê κg/β. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðåõìåðíîé ðåøåòêè áðèçåð, èìåþùèé ìè-íèìàëüíóþ ýíåðãèþ, ëîêàëèçîâàí íà ïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòàáå ïîðÿäêàîäíîãî ïåðèîäà ðåøåòêè, íåçàâèñèìî îò κ, g è β.Âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè ïîäòâåðæäàþòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷èñëåí-íûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ d-ìåðíîé ìîäåëè òèïà äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ Øðåäèíãåðà (3.6) çàâèñèìîñòü ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà îò àìïëè-òóäû íà öåíòðàëüíîì óçëå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.3 ñâåðõó. Äëÿ d = 2 è 3 îò÷åò-ëèâî íàáëþäàåòñÿ ïîðîã ïî ýíåðãèè [36℄. Áðèçåð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìóìóýíåðãèè ïðè d = 3, èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.1, ãäå âèäíà åãî ñèëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿâ ðåøåòêå.Áûëî òàêæå îáíàðóæåíî, ÷òî ïîðîãè ïî ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà èìå-þò ìåñòî è â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ, åñëè ñòàðøèé íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíå-íèÿõ äâèæåíèÿ èìååò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòåïåíü. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðåìîäè�èöèðîâàííîãî äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ îä-íèì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåðåíèåì d = 1:

Ψ̇l = i(Ψl + |Ψl|µ−1Ψl + C
∑

m∈Nl

Ψm) . (3.20)Ïðè èçìåíåíèè µ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò íóëåâîãî ê íåíóëåâîìó ïîðîãó ïî48
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�èñ. 3.3: Ñâåðõó: ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû äëÿ äèñêðåò-íîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îäíî-, äâóõ- è òðåõìåðíîé ðåøåòîê. �àçìåððåøåòêè äëÿ d = 1, 2, 3: N=100,N=252, N=313, ñîîòâåòñòâåííî. Ñíèçó: ýíåðãèÿ äèñêðåòíî-ãî áðèçåðà â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû äëÿ îäíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ µ = 3, 5, 7 (ñïëîøíûå ëèíèè). �àçìåðñèñòåìû N = 100, ïàðàìåòð C = 0.1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ñèñòåìû(ñì. òåêñò). Ñì. òæ. [36℄. 49



ýíåðãèè. Íà ðèñ. 3.3 ñíèçó èçîáðàæåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ d = 1 è
µ = 3, 5, 7, ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþùèåñÿ ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè.Äàæå îäíîìåðíûå ðåøåòêè èìåþò ïîëîæèòåëüíûé ïîðîã ýíåðãèè äèñêðåòíî-ãî áðèçåðà, åñëè µ ≥ 5. Ñòðîãîå èññëåäîâàíèå äëÿ ëþáîãî µ áûëî ïðîâåäåíîâ ðàáîòå [63℄.Â ìîäè�èöèðîâàííîé ìîäåëè ñ äîïîëíèòåëüíûì íåëèíåéíûì ÷ëåíîì

vµ′|Ψl|µ
′−1Ψlìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñëîæíûå çàâèñèìîñòè Eb(A0). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå d = 1,

µ = 7, µ′ = 3 è vµ′ = 0.1, çàâèñèìîñòü Eb(A0) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 3.3,ñïðàâà) ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ vµ′ = 0 â îáëà-ñòè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ àìïëèòóä A0 è èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè íåêî-òîðîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè A0. Äëÿ ìàëûõ A0, îäíàêî, ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãîáðèçåðà ñïàäàåò äî íóëÿ, è ìåæäó íóëåì è ìèíèìóìîì èìååòñÿ ëîêàëüíûéìàêñèìóì.Äðóãîé ïðèìåð � äâóìåðíàÿ ðåøåòî÷íàÿ ñèñòåìà (2.12), ðàçìåðíîñòü êî-òîðîé ñîâïàäàåò ñ êðèòè÷åñêîé d = dc = 2. Â ðàáîòå [49℄ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åòïîðîãîâ ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà â ýòîé ñèñòåìå. �åøåíèÿ, èçîáðàæåí-íûå íà ðèñ. 2.4, ïðåäñòàâëÿþò äèñêðåòíûå áðèçåðû ñ ìàëîé àìïëèòóäîé (A),ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé (B) è áîëüøîé àìïëèòóäîé (C).3.4 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõÄî ñèõ ïîð îáñóæäàëèñü òîëüêî äèñêðåòíûå áðèçåðû â ãàìèëüòîíîâûõ ðå-øåòêàõ. Â ëþáîì ýêñïåðèìåíòå, îäíàêî, èìååò ìåñòî íåêîòîðàÿ äèññèïàöèÿ.Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ íàèáîëåå êîððåêòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè îòêðû-òîé ñèñòåìû, íåîáõîäèì ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òåðìîñòàòîì, ÷òî ïðèâîäèòê ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Îäíàêî, â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè äèíàìèêóòàêèõ ñèñòåì ìîæíî îïèñûâàòü äåòåðìèíèñòñêèìè (äèíàìè÷åñêèìè) óðàâ-íåíèÿìè, ÷òî è ïðèâîäèò ê ìîäåëÿì â âèäå äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì. �àññìîòðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ ñòàëêè-âàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè áðèçåðîâ è èõ ñâîéñòâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ[11, 64, 65℄.3.4.1 Îòûñêàíèå áðèçåðîâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:
ẍl = −∂H

∂xl
− γẋl − I (3.21)50



ãäå
H =

∑

l

[1 − cos xl − C (1 − cos(xl − xl−1))] . (3.22)Â ñëó÷àå γ = I = 0 ýòà ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà è ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ ñâÿ-çàííûõ ìàÿòíèêîâ Òàêåíî-Ïåéðàðà [11, 66℄. Â òàêîé ìîäåëè ñóùåñòâóþò êî-ëåáàòåëüíûå äèñêðåòíûå áðèçåðû (ïîäîáíûå ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùèõðàçäåëàõ), à òàêæå âðàùàòåëüíûå áðèçåðû, íàçûâàåìûå ðîòîáðèçåðàìè.Åñëè äëÿ êîëåáàòåëüíîãî áðèçåðà xl(t + Tb) = xl(t) äëÿ âñåõ l, òî äëÿ ðî-òîáðèçåðà, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, îäèí èç ìàÿòíèêîâ ñîâåðøàåò âðàùàòåëüíîåäâèæåíèå
x0(t + Tb) = x0(t) + 2πm . (3.23)Çäåñü m � ýòî ÷èñëî âðàùåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåå ðîòîáðèçåð (â ïðîñòåéøåìñëó÷àå m = 1). Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âðàùàòåëüíûì ïðåäåëüíûì öèêëîì âöèëèíäðè÷åñêîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îòêîëåáàòåëüíîãî áðèçåðà (m = 0), ðîòîáðèçåðû íå èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþê îáðàùåíèþ âðåìåíè.Äëÿ íåíóëåâîãî γ è I = 0 äèññèïàöèÿ ïðèâåäåò ê çàòóõàíèþ ëþáîãî ðåøå-íèÿ äî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî, ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî

I 6= 0, ðîòîáðèçåðû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü. Ñèñòåìà íàáèðàåò ýíåðãèþ áëàãî-äàðÿ âíåøíåìó ìîìåíòó I è ðàññåèâàåò ýíåðãèþ èç-çà íåíóëåâîãî òðåíèÿ γ.Ïðåäåëüíûé öèêë ñîîòâåòñòâóåò áàëàíñó ýíåðãèè. Äëÿ êîëåáàòåëüíûõ áðèçå-ðîâ ñ m = 0 òàêîé áàëàíñ íåâîçìîæåí.Â îòëè÷èå îò áðèçåðîâ â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ, îáðàçóþùèõ ñåìåé-ñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, ðîòîáðèçåðû â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ (ïðè óñëî-âèè èõ óñòîé÷èâîñòè) ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àò-òðàêòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì îêðóæàþùèì åãî áàññåéíîìïðèòÿæåíèÿ. Ëþáàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ âíóòðè ýòîãî áàññåéíà,àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê àòòðàêòîðó. Äèññèïàòèâíûå áðèçåðû, òàêèì îá-ðàçîì, ñîñòàâëÿþò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèññèïàòèâíîãî ðîòîáðèçåðà, òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íîçàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïðî-èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòàæåëàåìàÿ òî÷íîñòü. Ýòîò ìåòîä î÷åíü ïðîñò, íî íåäîñòàòêàìè åãî ÿâëÿþò-ñÿ (âîçìîæíàÿ) ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü è íåèçâåñòíàÿ è ñëîæíàÿ ñòðóêòóðàãðàíèö áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ.Ìåòîä ñåêóùèõ Ïóàíêàðå òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ îòûñêàíèÿ òà-êèõ ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó ïåðèîä ðåøåíèÿ çàðàíåå íå èçâåñòåí, ñëåäóåò ðàñ-ñìîòðåòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè π1 = {xb = 0} íà ýêâèâàëåíòíóþåé ïëîñêîñòü π2 = {xb = 2πm}, ãäå b � èíäåêñ ýëåìåíòà, ñîâåðøàþùåãî51



�èñ. 3.4: Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî ðîòîáðèçåðó â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìóëüòèïëèêàòîðû� çàêðàøåííûå êðóæêè, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �îêðóæíîñòü ðàäèóñà R (3.27). Ñëåâà: óñòîé÷èâûé ðîòîáðèçåð (âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ðàñ-ïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R). Ñïðàâà: óñòîé÷èâûé ðîòîáðèçåð âáëèçè ãðàíèöûóñòîé÷èâîñòè (ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè). �ðóïïà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñïåê-òðó âîçìóùåíèé òèïà çàòóõàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí (íåëîêàëèçîâàííûõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ìàòðèöû Ôëîêå), îòäåëüíî ðàñïîëîæåííûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ëî-êàëèçîâàííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.âðàùåíèå. Âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷-êå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþìåòîäà Íüþòîíà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äîëæíî áûòü âûáðàíî â îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (òî åñòü, äîëæíî îòîáðàæàòüñÿ òðàåêòî-ðèåé ñèñòåìû ñ ïëîñêîñòè π1 íà ïëîñêîñòü π2).3.4.2 Óñòîé÷èâîñòü áðèçåðîâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõÅñëè äèññèïàòèâíûé ðîòîáðèçåð óñòîé÷èâ, òî îí ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì,èìååò êîíå÷íûé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ, è ëþáîå ðåøåíèå, îòêëîíåííîå îò íåãîíà äîñòàòî÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåìó ñ òå÷åíèåì âðåìå-íè. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ðîòîáðèçåð ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé-÷èâîñòü.Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (3.21,3.22) â îêðåñòíîñòè ðî-òîáðèçåðà:
ǫ̈l = −

∑

m

∂2H

∂xl∂xm
|{xl′(t)}ǫm − γǫ̇l . (3.24)52



Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçä. 3.2, ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó
R, îòîáðàæàþùóþ �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â ñîîò-âåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (3.24), èíòåãðèðóåìûìè íà îäíîì ïåðèîäå áðèçåðà[65℄. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ǫl(t) = e−
1
2γtκl(t) , (3.25)ïîëó÷èì

κ̈l = −
∑

m

∂2H

∂xl∂xm
|{xl′(t)}κm − 1

4
γ2κl . (3.26)Â ýòèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ ìàòðèöà Ôëîêå F ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîéè îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, îáñóæäàâøèìèñÿ â ðàçä. 3.2. Äåëàÿ îáðàòíîåïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû F , ëåæàùèå íàåäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïåðåõîäÿò â ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöûR, ëåæàùèåíà îêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðàäèóñà R:

R(γ) = e−γTb/2 . (3.27)Åñëè µ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû R, òî òàêæå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìèÿâëÿþòñÿ
µ∗ , e−γTb

1

µ
, e−γTb

1

µ∗ . (3.28)Ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïî-ïðåæíåìó èìååòñÿ ÷èñëî µ = 1, îòâå÷àþùååñäâèãó âäîëü òðàåêòîðèè. Â îòëè÷èå îò ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïàðíîå åìóçíà÷åíèå ðàâíî e−γTb.Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ äèññèïàòèâíîãî ðîòîáðèçåðà íàêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.4. �îòîáðèçåð òåðÿåò óñòîé÷è-âîñòü, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ âûõîäèò çà ïðåäåëû åäèíè÷-íîé îêðóæíîñòè.
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�ëàâà 4Ïîëó÷åíèå è èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõáðèçåðîâ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ
4.1 Äîëãîæèâóùèå âîçáóæäåíèÿ è ïðèáëèæåíèå ñ ñî-êðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäûÏðåäñòàâèì ïîòåíöèàëû â (2.1) â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿä Òåéëîðà:

V (z) =
∑

α=2,3,...

vα

α
zα , W (z) =

∑

α=2,3,...

wα

α
zα . (4.1)�àññìîòðèì ñëó÷àé v2 = 1, v3 = −1, v4 = 1

4 , w2 = 0.1, à âñå îñòàëüíûåêîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàâíû íóëþ. Ïîòåíöèàë îñöèëëÿòîðà â ýòîì ñëó-÷àå èìååò äâå ÿìû, ðàçäåëåííûå áàðüåðîì, à ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ �ãàðìîíè÷åñêèé. Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ëîêàëèçîâàííîå âîç-áóæäåíèå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå � çàäàòü íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿíà âñåõ îñöèëëÿòîðàõ, êðîìå îäíîãî (ïóñòü îí èìååò èíäåêñ l = 0), êîòîðûéâ íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåùåí îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
pl(0) = 0, xl 6=0(0) = 0, x0(0) = AÏðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ýòèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èñ-ïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Âåðëå. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòüýíåðãèè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî ðåøåòêå â âèäå âîëíû.Ïóñòü ðàçìåð ðåøåòêè N = 3000. Ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ãàð-ìîíè÷åñêèõ âîëí â ýòîé ñèñòåìå ïîðÿäêà 0.1. Òîãäà ý��åêòû êîíå÷íîãî ðàç-ìåðà ðåøåòêè, ïðîÿâëÿþùèåñÿ âñëåäñòâèå âîçâðàùåíèÿ âîëí, îòðàæåííûõ îòêðàÿ ðåøåòêè, äîëæíû áûòü íåñóùåñòâåííû âïëîòü äî âðåìåíè tmax = 30000.Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà áóäåò àäåêâàòíî ìîäå-ëèðîâàòü ïîâåäåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âïëîòü äî âðåìåíè t = tmax. Äëÿíàáëþäåíèÿ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå îïðåäåëèì äèñêðåòíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè

el =
1

2
p2

l + V (xl) +
1

2
(W (xl − xl−1) + W (xl+1 − xl)) . (4.2)54



Ñóììà ýòîé âåëè÷èíû ïî âñåì óçëàì ðåøåòêè äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû,ñîõðàíÿþùóþñÿ âî âðåìåíè. Åñëè îáðàçóåòñÿ äèñêðåòíûé áðèçåð, òî ïî êðàé-íåé ìåðå ÷àñòü ýíåðãèè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ äîëæíà îñòàòüñÿ â îêðåñòíî-ñòè òî÷êå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ.Ïóñòü e(2m+1) � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ óçëîâ â m-îêðåñòíîñòè óçëà íà÷àëüíî-ãî âîçìóùåíèÿ:
e(2m+1) =

m∑

−m

el (4.3)Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ýòà âåëè÷èíà ñïàäàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî ìîæ-íî ãîâîðèòü î íàëè÷èè âîçáóæäåíèÿ, ëîêàëèçîâàííîãî â ïðåäåëàõ âûáðàííûõ
2m+1 óçëîâ. Ìåäëåííîñòü ñïàäàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ õàðàêòåð-íûì ìàñøòàáîì âðåìåíè, çà êîòîðîå âîëíîâîé ïàêåò, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþãðóïïîâóþ ñêîðîñòü, ïðåîäîëåâàåò m óçëîâ ðåøåòêè. Äëÿ m = 2 ýòîò õàðàê-òåðíûé ìàñøòàá ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà tmin ≈ 20. Òàêèì îáðàçîì, âðàìêàõ äàííîé ïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñìàñøòàáû âðåìåíè â äèàïàçîíå

20 ≪ t ≤ 30000 . (4.4)Íà ðèñ. 4.1 ïðåäñòàâëåíà èçìåðåííàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëÿ ñóì-ìàðíîé ýíåðãèè ïÿòè ñìåæíûõ óçëîâ e(5)(t) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0(t =
0) = 2.3456 [67℄. Îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè. Ïîñëå êî-ðîòêîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà 100 åäèíèö âðåìåíèäîñòèãàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå e(5). Ëîêàëèçîâàííûé îáúåêòñóùåñòâóåò â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè, èçëó÷åíèå ýíåðãèè èç íåãîî÷åíü ìàëî. Âîîáùå ãîâîðÿ, äàííîå ðåøåíèå íå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì äèñêðåò-íûì áðèçåðîì è íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèì, è ïîòîìó èìååò êîíå÷íîåâðåìÿ æèçíè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòî âðåìÿ æèçíè î÷åíü âåëèêî (ïî ñðàâíå-íèþ ñ óêàçàííûìè âûøå ìàñøòàáàìè), áóäåì íàçûâàòü ýòî ëîêàëèçîâàííîåâîçáóæäåíèå è ïîäîáíûå åìó äèñêðåòíûìè áðèçåðàìè â �èçè÷åñêîì ñìûñëå.�àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî öåïî÷êå â îêðåñòíîñòè öåíòðà áðèçåðà ïðèâåäåíîíà âðåçêå íà ðèñ. 4.1. Äâèæåíèå ñóùåñòâåííî çàòðàãèâàåò òîëüêî òðè óçëà ðå-øåòêè, òî åñòü, äàííîå ðåøåíèå ëîêàëèçîâàíî âåñüìà ñèëüíî. Â òî âðåìÿ êàêöåíòðàëüíàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé, àìïëè-òóäà êîëåáàíèé åå áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìàëà. Âñå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ âîêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ xl = pl = 0. Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïðî-ñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ðåøåíèå òàêæå îáëàäàåò ýòîéñèììåòðèåé.×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíîå ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå äàííîãî ðåøå-íèÿ, âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàéäåííûõ ðåàëèçàöèé x0(t) è x±1(t)55
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�èñ. 4.1: Âåëè÷èíà e(5) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Âðåçêà: ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè el ïî öåïî÷êå äëÿòîãî æå ðåøåíèÿ, óñðåäíåííîå ïî èíòåðâàëó âðåìåíè 1000 < t < 1150.âî âðåìåííîì îêíå 1000 ≤ t ≤ 10000, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôèëîíà [67℄. �å-çóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.2.Êàê âèäèì, â ñïåêòðå êîëåáàíèé öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû ïðåîáëàäàþò äâå÷àñòîòû: ω1 = 0.822 è ω2 = 1.34. Âñå îñòàëüíûå ïèêè, âèäèìûå â ñïåêòðåíà ðèñ. 4.2, ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óêàçàííûõ ÷àñòîò. Ìîæíîçàêëþ÷èòü, ÷òî íàáëþäàåìîå äîëãîæèâóùåå ëîêàëèçîâàííîå êîëåáàòåëüíîåðåøåíèå áëèçêî ê êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó. Áëèæàéøèå ñîñåäè öåíòðàëüíîé ÷à-ñòèöû, â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåíèÿ, äâèãàþòñÿ îäèíàêîâî. Ñïåêòð èõ êîëåáà-íèé (ñì. âðåçêó íà ðèñ. 4.2) òàêæå íîñèò õàðàêòåð äâóõ÷àñòîòíîãî, ïðè÷åìïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòîòå ω2, âûøå ïèêà íà ÷àñòîòå ω1, â îòëè÷èå îòñïåêòðà äëÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû. Ñëåäóÿ óêàçàííûì çäåñü íàáëþäåíèÿìè ïðåíåáðåãàÿ äâèæåíèåì îñòàëüíûõ ÷àñòèö, áóäåì ïðèáëèæåííî îïèñûâàòüäèíàìèêó ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ý��åêòèâíîé çàäà÷è ñ äâóìÿñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Ïîëàãàÿ íóëÿìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ, êðîìå òðåõ
l = −1, 0, 1, ñâåäåì çàäà÷ó ê òðåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Îãðàíè÷èâàÿñü èíâàðè-àíòíûì ìíîãîîáðàçèåì, ñîñòîÿùèì èç ÷åòíûõ ðåøåíèé x−1 = x1, p−1 = p1,56
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�èñ. 4.2: Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå FT[xl(t ≥ 1000)] (ω) ðåøåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4.1 äëÿ
l = 0 è l = ±1 (âðåçêà).ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþ ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

ẍ0 = −V ′(x0) − 2w2(x0 − x±1) , (4.5)
ẍ±1 = −V ′(x±1) − w2(x±1 − x0) . (4.6)�àññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì ðàíåå äëÿïîëíîé ñèñòåìû. Ïîëó÷àåìàÿ òðàåêòîðèÿ â ñàìîì äåëå îêàçûâàåòñÿ áëèçêîéê ïðîåêöèè òðàåêòîðèè ïîëíîé ñèñòåìû íà ðàññìàòðèâàåìîå �àçîâîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî. Ñëåäóÿ ýòîìó ïîäõîäó, ìîæíî äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíà-ìèêó ñîêðàùåííîé ñèñòåìû (4.5,4.6), èññëåäóÿ îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ñå-êóùåé {x0 = 0, ẋ0 > 0} (ñì., íàïðèìåð, [34℄). Àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå áûëîèññëåäîâàíî è â ïîëíîé ñèñòåìå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâî-âàíèå ðåøåíèé, áëèçêèõ ê äâóìåðíîìó òîðó íà âðåìåíàõ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.Áîëåå òîãî, ñå÷åíèÿ ýòèõ òîðîâ â ïîëíîé è ñîêðàùåííîé ñèñòåìàõ îêàçûâà-þòñÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûìè [67℄.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü äâà çàêëþ÷åíèÿ: à) íàáëþäàåìûé ëîêàëè-çîâàííûé îáúåêò ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèè (â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíîéñèñòåìû), êîòîðàÿ íà âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñòðîåíà â äâóìåð-íûé òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ; á) ýòî ðåøåíèåìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíî â ðàìêàõ çàäà÷è ñ ñîêðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïå-57



íåé ñâîáîäû, ãäå âñå îñöèëëÿòîðû, êðîìå öåíòðàëüíîãî è äâóõ åãî áëèæàéøèõñîñåäåé, çà�èêñèðîâàíû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî íè îäíà èç ÷àñòîò, íàáëþäàåìûõ â ñïåêòðå ëî-êàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ, íå äîëæíà ðåçîíèðîâàòü ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì (2.3),èíà÷å äîëæíî èìåòü ìåñòî èçëó÷åíèå, ÷òî íàðóøàåò ïðåäïîëîæåíèå î ëî-êàëèçîâàííîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íàêëàäûâàþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñòðîãèåóñëîâèÿ, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ íèæå. Ïîñêîëüêó ñîêðàùåííàÿ çàäà÷à, îïðå-äåëåííàÿ âûøå, â îáùåì ñëó÷àå íåèíòåãðèðóåìà, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åå �à-çîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò îñòðîâà ðåãóëÿðíîé äèíàìèêè, çàïîëíåííûå òî-ðàìè, âñòðîåííûå â ¾ìîðå¿ õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòà êàð-òèíà ñèëüíî çàâèñèò îò âûáîðà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Õàîòè-÷åñêèå òðàåêòîðèè èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòîòíûå Ôóðüå-ñïåêòðû, êîòîðûåäîëæíû â ëþáîì ñëó÷àå ïåðåñåêàòüñÿ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì áåñêîíå÷íîé ðå-øåòêè. Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñîêðàùåííîé çàäà÷è íå ÿâëÿ-þòñÿ êàíäèäàòàìè íà ðîëü áðèçåðîïîäîáíûõ îáúåêòîâ. �åãóëÿðíûå îñòðîâàäîëæíû áûòü èññëåäîâàíû íà ïðåäìåò îñíîâíûõ ÷àñòîò. Åñëè ýòè ÷àñòîòûëåæàò çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, òî ìîæíî îæè-äàòü, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå èç òåõ æå íà÷àëüíûõóñëîâèé, áóäåò (íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåííîì ìàñøòàáå) ëîêàëèçîâàíîâ ïðîñòðàíñòâå. �åãóëÿðíûå îñòðîâà, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, íåñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äè-íàìèêè ñîêðàùåííîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îöåíêó ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõóñëîâèé, ïðèâîäÿùèõ ê õîðîøî ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì â ïîëíîé ðåøåòêå.Ýòîò ïîäõîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåí â [34℄.Íà ðèñ. 4.3 ïðèâåäåí õàðàêòåðíûé ïðèìåð òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ Ïóàí-êàðå äëÿ ñîêðàùåííîé ñèñòåìû. Íà ðèñ. 4.4 ïîêàçàíà âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòüîïðåäåëåííîé âûøå ýíåðãèè ïîäñèñòåìû èç ïÿòè îñöèëëÿòîðîâ e(5)(t) â öå-ïî÷êå èç N = 3000 óçëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðàçëè÷íûì òðàåêòîðèÿì ñîêðàùåííîé çàäà÷è. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñî-îòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûì îñòðîâàì 1 è 2 ñîêðàùåííîé çàäà÷è ïðèâîäÿò êëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì â öåïî÷êå, â òî âðåìÿ êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âðåãóëÿðíîì îñòðîâå 3 è íà õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, áóäó÷è çàïóùåíû â öå-ïî÷êå, ïðèâîäÿò ê áûñòðîìó ñïàäó ýíåðãèè e(5)(t) èç-çà èíòåíñèâíîãî èçëó÷å-íèÿ ýíåðãèè â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñïàä e(5)(t)äëÿ ýòèõ ïîñëåäíèõ ðåøåíèé îñòàíàâëèâàåòñÿ íà óðîâíå îêîëî e(5) = 0.35.Äâèæåíèå ñèñòåìû ïîñëå ýòîé ñòàáèëèçàöèè ñíîâà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ñî-êðàùåííîé çàäà÷åé (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèåé). Êàê ïîêàçàíî â [34℄, äëÿýíåðãèé íèæå ýòîãî óðîâíÿ â ñîêðàùåííîé çàäà÷å ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàþò õà-îòè÷åñêèå òðàåêòîðèè. 58
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�èñ. 4.3: Òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ñåêóùåé {x0 = 0, ẋ0 > 0} äëÿ çàäà÷è ññîêðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ýíåðãèè E = 0.58. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü
{x1, ẋ1}.Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (â öåíòðå ðåãóëÿðíûõ îñòðî-âîâ íà ðèñ. 4.3) ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì. Èññëåäîâàíèå çàâèñè-ìîñòè e(5)(t) äëÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ðèñ. 4.4),ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ èìååò ìåñòî èçëó÷åíèå ýíåðãèè, õîòÿ è ñëà-áîå. �åøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì ñîêðàùåííîé çàäà÷èâ îñòðîâàõ 1 è 2 ïîêàçàëè íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü ñïàäà e(5)(t) [34℄.Âñå ïðèâåäåííûå çäåñü ÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ âûâîäàìèãëàâû 3 î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé �äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ.Ìîäåëü öåïî÷êè, ðàññìîòðåííàÿ â ýòîì ðàçäåëå, èìååò îïòè÷åñêèé ëèíåé-íûé ñïåêòð ñ îòíîøåíèåì øèðèíû ñïåêòðà ê øèðèíå çàïðåùåííîé çîíû ïî-ðÿäêà 1/10. Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðåòíûå áðèçåðû ñóùåñòâóþòëèøü áëàãîäàðÿ ñëàáîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Îöåíêà äîëè ýíåðãèè äèñêðåòíîãîáðèçåðà, ïðèõîäÿùåéñÿ íà âçàèìîäåéñòâèå, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó îêîëî 57%.Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå íèêàê íå ìîæåò áûòü àäåêâàòíî îïèñàíî, åñëèïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ðåøåòêè [34℄.Ïîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ ìîãóò áûòü õîðîøî îïèñàíû âðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñîêðàùåííîé çàäà÷è, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ðåøåò-59
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�èñ. 4.4: Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü e(5)(t). Âåðõíÿÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ.×åòûðå ñïëîøíûå ëèíèè � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûì òî÷-êàì îòîáðàæåíèÿ â îñòðîâàõ 1 è 2 (ðèñ. 4.3), áîëüøåìó òîðó â îñòðîâå 1 è òîðó â îñòðîâå2 (ðèñ. 4.3). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðó â îñòðî-âå 3; øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ õàîòè÷åñêîéòðàåêòîðèè (ðèñ. 4.3).
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�èñ. 4.5: �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ðåøåòêå äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ñ ýíåðãèåé
E = 0.3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 3000. Çàêðàøåííûå êðóæêè îòìå÷àþò ëîêàëüíóþ ýíåðãèþíà êàæäîì óçëå ðåøåòêè. Âðåçêà: âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè â îêðåñòíîñòè öåíòðàáðèçåðà e(5)(t).êè íå äîëæíî îêàçàòü íà èõ ñóùåñòâîâàíèå çàìåòíîãî âëèÿíèÿ. Ýòî ïðèâåäåòïðîñòî ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òî åñòü, ê íåêîòîðîìó èç-ìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ ñîêðàùåííîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, àíàëîãè÷íûéïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê äâóìåðíîìó âàðèàíòó ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñòåìû[35℄. Ïðàêòè÷åñêè âñå ýòàïû ïðèâåäåííîãî çäåñü èññëåäîâàíèÿ âîñïðîèçâîäÿò-ñÿ è äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè. Àíàëîã ðèñ. 4.1 äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîé ðåøåòêèïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 4.5, ãäå ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðè-çåðà ïî ðåøåòêå, à íà âðåçêå ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëÿ ýíåðãèèïîäñèñòåìû â îêðåñòíîñòè öåíòðà áðèçåðà e(5)(t).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíà-ìèêè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîé ñèñòåìû, ïî ñðàâíå-61



íèþ ñ òåì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Áûëà ðàññìîòðå-íà ìîäåëü ðåøåòêè ðàçìåðîì 20×20 ýëåìåíòîâ (íà ðèñ. 4.5 ïðèâåäåíà òîëüêî÷àñòü ðåøåòêè ðàçìåðîì 10 × 10). Õàðàêòåðíîå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ãàðìîíè-÷åñêîé âîëíîé ãðàíèöû ýòîé ðåøåòêè èìååò ïîðÿäîê tmax ≈ 100. Äëÿ òîãî,÷òîáû îòðàæåííûå âîëíû íå ñêàçûâàëèñü íà äèíàìèêå áðèçåðà, äîáàâèì êãàìèëüòîíîâîé ðåøåòêå äèññèïàòèâíóþ ãðàíèöó øèðèíîé â 10 ýëåìåíòîâ ñêàæäîé ñòîðîíû, ÷òî óâåëè÷èâàåò ïîëíûé ðàçìåð ðåøåòêè äî 40 × 40 ýëå-ìåíòîâ. Êîý��èöèåíò òðåíèÿ â ýòèõ äèññèïàòèâíûõ ãðàíèöàõ ïîäáèðàåòñÿòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè íàáå-ãàþùèõ âîëí (ïîñêîëüêó êàê íóëåâîå, òàê è áåñêîíå÷íîå òðåíèå ïðèâåäåò êïîëíîìó îòðàæåíèþ, ñóùåñòâóåò íåêîå ïðîìåæóòî÷íîå îïòèìàëüíîå çíà÷å-íèå). Ïðî�èëü êîý��èöèåíòà òðåíèÿ â äèññèïàòèâíûõ ãðàíèöàõ çàäàåòñÿ ââèäå ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ îò ìèíèìóìà íà âíóòðåííåé ñòîðîíå äî ìàêñèìóìàíà âíåøíåé ñòîðîíå. Ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïòèìèçèðóþòñÿíà ìàêñèìàëüíîå ïîãëîùåíèå ýíåðãèè íàáåãàþùèõ âîëí [35℄.4.2 Îòûñêàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê ñòðîãî ïåðèî-äè÷åñêèõ ðåøåíèé4.2.1 Ìåòîä ÔóðüåÊàê îáñóæäàëîñü âûøå, ëîêàëèçîâàííûå îáúåêòû ñóùåñòâóþò áëàãîäàðÿîòñóòñòâèþ èëè ñëàáîñòè ðåçîíàíñà ñî ñïåêòðîì ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ωq. Â÷àñòíîñòè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ, âðå-ìÿ æèçíè êîòîðûõ áåñêîíå÷íî. Ïîïðîáóåì îòûñêàòü òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå ðå-øåíèå ñ ïåðèîäîì Tb = 2π
Ωb
, îáëàäàþùåå ëîêàëèçàöèåé â ïðîñòðàíñòâå

xl(t) = xl(t + Tb) , x|l|→∞ → 0 . (4.7)Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ïåðèîäè÷íîñòè, ðåøåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôó-ðüå
xl(t) =

∑

k

Akle
ikΩbt . (4.8)Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äîëæíû áûòü ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå

Ak,|l|→∞ → 0 . (4.9)Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.2), êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå
ẍl = −v2xl − w2(2xl − xl−1 − xl+1) + F nl

l (xl′) . (4.10)62



Çäåñü îáîçíà÷åíèå F nl
l âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåëèíåéíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé äâè-æåíèÿ. Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ (4.1), F nl

l èìååò âèä
F

(nl)
l = −

∑

α=3,4,...

[
vαxα−1

l + wα((xl − xl−1)
α−1 − (xl+1 − xl)

α−1)
]

. (4.11)
F nl(t) êàê �óíêöèþ âðåìåíè òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

F
(nl)
l (t) =

+∞∑

k=−∞
F

(nl)
kl eikΩbt . (4.12)Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå Akl, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìîå ðåøåíèå:

k2Ω2
bAkl = v2Akl + w2(2Akl − Ak,l−1 − Ak,l+1) + F

(nl)
kl . (4.13)Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå àìïëèòóäû â õâîñòàõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ìàëû. Ñëå-äîâàòåëüíî, â ýòèõ õâîñòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â (4.13).Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íî (2.6), èìåþò âèä

k2Ω2
bAkl = v2Akl + w2(2Akl − Ak,l−1 − Ak,l+1) . (4.14)Êàê ýòî óæå îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 2.1, èç (4.14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòíåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà � îòñóòñòâèå ðå-çîíàíñîâ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì (2.7) [4℄,[40℄. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî óñëîâèåâûïîëíåíî, òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå äèñêðåòíûé áðèçåð ëîêàëèçîâàíýêñïîíåíöèàëüíî

Akl ∼ e−ξk|l| , k2Ω2
b = v2 + 2w2(1 − cosh ξk) . (4.15)Ïîñòðîèì èòåðàöèîííóþ ñõåìó äëÿ îòûñêàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå áðè-çåðíîãî ðåøåíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ îäíèì èç ïåð-âûõ îïóáëèêîâàííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê òî÷íûõðåøåíèé [40℄,[41℄.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.13) â âèäå èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìÿðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: îòîáðàæåíèå A

A
(i+1)
kl =

1

k2Ω2
b

[
(v2 + 2w2)A

(i)
kl − w2(A

(i)
k,l−1 + A

(i)
k,l+1) + F

(nl)
kl (A

(i)
k′l′)

]
, (4.16)äëÿ êîòîðîãî

λkl =
v2

k2Ω2
b63



è îòîáðàæåíèå B

A
(i+1)
kl =

1

v2

[
(k2Ω2

b − 2w2)A
(i)
kl + w2(A

(i)
k,l−1 + A

(i)
k,l+1) − F

(nl)
kl (A

(i)
k′l′)

]
, (4.17)äëÿ êîòîðîãî

λkl =
k2Ω2

b

v2
.Îòîáðàæåíèå äëÿ ðåøåòêè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñîñòàâëå-íî èç âûðàæåíèé (4.16), (4.17) äëÿ êàæäîãî èç êîý��èöèåíòîâ Akl. �åøåíèåóðàâíåíèé (4.13) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé òàêîãî èòåðàöèîííîãîîòîáðàæåíèÿ. Âîçíèêàþò äâà âîïðîñà: ñõîäèòñÿ ëè èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, è êàêîâî äîëæíî áûòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-íèå?Ñíà÷àëà íå áóäåì çàäàâàòüñÿ âîïðîñîì î ñõîäèìîñòè. Ïóñòü íåîáõîäèìîîòûñêàòü äèñêðåòíûé áðèçåð ñ ÷àñòîòîé Ωb, ëîêàëèçîâàííûé íà óçëå l = 0. Âêà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëîæèì âñå êîý��èöèåíòû Ôóðüå ðàâíû-ìè íóëþ, êðîìå A±1,0, äëÿ êîòîðûõ âûáåðåì ìàëîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Äëÿêîý��èöèåíòîâ k = ±1, l = 0 âûáåðåì îòîáðàæåíèå (4.16), (4.17), äàþùåå

λ±1,0 > 1, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ � äàþùåå λkl < 1. Òàêèì îá-ðàçîì, â íà÷àëå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà êîý��èöèåíòû k = ±1, l = 0 áóäóòíàðàñòàòü, à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû áóäóò îñòàâàòüñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.Â ñëó÷àå, åñëè èñêîìîå áðèçåðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîéòî÷êîé èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ, òàêàÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüäîëæíà ñîéòèñü ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.Åñëè ïîòåíöèàëû çàäàþòñÿ ïîëèíîìàìè íåâûñîêîãî ïîðÿäêà, òî ñëàãàå-ìîå F
(nl)
kl , îòâå÷àþùåå çà íåëèíåéíîñòü, ìîæåò ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòüñÿ íàêàæäîì øàãå èòåðàöèè ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

F
(nl)
kl =

∑

α=3,4,...

vα

+∞∑

k1,k2,...,kα−1=−∞
Ak1lAk2l...Akα−1lδk,(k1+k2+...+kα−1) . (4.18)Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü xl(t), èñõîäÿ èçòåêóùèõ çíà÷åíèé A

(i)
kl . Òîãäà ñëàãàåìîå F

(nl)
kl íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðè-ðîâàíèåì

F
(nl)
kl =

1

T1

∫ T2

−T/2

F
(nl)
l (t)e−ikω1tdt . (4.19)Â ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå, åñòåñòâåííî, ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå ïî íîìåðó Ôóðüå-ãàðìîíèêè k. Ïî îêîí÷àíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ âìàëîñòè íàéäåííûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ Akl â îêðåñòíîñòè íàèâûñøåéó÷èòûâàåìîé ãàðìîíèêè. 64



Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæíî âûáðàòü,íàïðèìåð, ∑

k,l

|A(i)
kl − A

(i−1)
kl | < ε . (4.20)Äëÿ ïðèâåäåííûõ íèæå ïðèìåðîâ áûëî çàäàíî çíà÷åíèå ε = 10−10.Ïðèâåäåííûå äàëåå ïðèìåðû áûëè ïîëó÷åíû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîìïðè ε = 10−10 äëÿ ÷àñòîòû Ωb = 1.3 â öåïî÷êàõ èç 100 ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 4.6ïîêàçàíû íàéäåííûå ðåøåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå äèñêðåòíîãî áðè-çåðà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Ïîñòðîåíû àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ |Akl| âëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà óçëà ðåøåòêè l. Îò-ìåòêè (íåçàêðàøåííûå êâàäðàòû), ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå íîìå-ðó Ôóðüå-ãàðìîíèêè k, ñîåäèíåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Êàê è îæèäàëîñü,íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ñïàä êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå,ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñïàäà (óãëîâîé êîý��èöèåíò ëèíèè â ëîãàðè�ìè÷åñêîììàñøòàáå) çàâèñèò îò íîìåðà ãàðìîíèêè k. Íåîæèäàííûé ÷èñëåííûé ðåçóëü-òàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ âåðíûìè âïëîòüäî çíà÷åíèé ïîðÿäêà 10−20 íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ ìàøèííîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ òèï double (16 çíà÷àùèõ öè�ð). Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäû â õâîñòàõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ óäàëåíèåì îòöåíòðà áðèçåðà, à áëèæàéøåå ê íóëþ çíà÷åíèå, äîïóñêàåìîå òèïîì double,ñîñòàâëÿåò 10−307.Ñðàâíèì ïîêàçàòåëè ëîêàëèçàöèè íàéäåííûõ ðåøåíèé ñ îöåíêîé (4.15), ïî-ëó÷åííîé â ðàìêàõ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (4.14), äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãîíà ðèñ. 4.6(à):

k ÷èñë. ðåçóëüòàò îöåíêà
0 −1.3202 −1.3415
1 −0.6904 −0.6898
2 −1.3796 −1.6588
3 −2.0748 −2.1143
4 −2.3957 −2.3951
5 −2.6018 −2.6026
6 −2.7663 −2.7682... ... ...Íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ íàáëþäàþòñÿ äëÿ ãàðìîíèê k = 2, 3. Îòìåòèì,÷òî ÷èñëåííî íàéäåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå îæèäàåìîé. Ïðè-÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ýòèõ ãàðìîíèê íàèáîëåå âåëèêè íåëèíåéíûåïîïðàâêè, ñïàäàþùèå â ïðîñòðàíñòâå ìåäëåííåå, ÷åì ïðåäñêàçûâàåò ëèíåéíîåïðèáëèæåíèå [41℄. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòè ïîïðàâêè èìåþò ïîðÿäîê65
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�èñ. 4.6: Äèñêðåòíûå áðèçåðû, íàéäåííûå ìåòîäîì èòåðàöèè êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. (à):
v2 = 2 , v3 = −3 , v4 = 1 , w2 = 0.1; (á): v2 = 1 , v4 = 1 , w2 = 0.1. Ïîêàçàí ó÷àñòîêöåïî÷êè èç 100 ýëåìåíòîâ. 66



∼ A2
1l äëÿ k = 2 è ∼ A3

1l äëÿ k = 3. Îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ëîêàëèçàöèè ñ ó÷åòîìýòèõ ïîïðàâîê áûëè ïîëó÷åíû â [41℄ è ñîñòàâëÿþò 2 · 0.6898 = 1.3796 äëÿ
k = 2 è 3 · 0.6898 = 2.0694 äëÿ k = 3.Îòìåòèì, ÷òî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (2.7) íå çàâèñèò îò ýòèõ ïîïðàâîê.Ñóùåñòâåííî òàêæå, ÷òî êîý��èöèåíòû Ôóðüå äëÿ ãàðìîíèêè, îáëàäàþùåéñàìîé ñëàáîé ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé, âñåãäà êîððåêòíî îïèñûâàåòñÿëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì â õâîñòàõ áðèçåðà ñ óäàëåíèåì îò åãî öåíòðà.Äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.6(á), íàõîäèì

k ÷èñë. ðåçóëüòàò îöåíêà
1 −0.6722 −0.6709
3 −1.9910 −2.1464
5 −2.6103 −2.6133
7 −2.9114 −2.9117
9 −3.1324 −3.1325... ... ...Çàìåòíîå ðàñõîæäåíèå èìååòñÿ òîëüêî äëÿ ãàðìîíèêè k = 3, è êîððåêòíàÿîöåíêà ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷åòå ïîïðàâîê ∼ A3

1l: 3 · 0.6709 = 2.0127.4.2.2 Ìåòîä Íüþòîíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÂ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû îòûñêàíèÿ äèñêðåò-íûõ áðèçåðîâ, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â êà÷å-ñòâå íåèçâåñòíûõ âûñòóïàëè ïàðàìåòðû èñêîìîãî ðåøåíèÿ (êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ Ôóðüå èëè ïðîñòî àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà âñåõ óçëàõ ðåøåòêè).Âìåñòî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîæíî èñêàòü ïåðèîäè÷åñêóþáðèçåðíóþ îðáèòó íåïîñðåäñòâåííî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Íàïîì-íèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿçàìêíóòóþ êðèâóþ. Êàê ïðàâèëî, ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû íåèíòåãðèðóåìûõãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èçîëèðîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòèòàêîé îðáèòû íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñ òåì æå çíà÷å-íèåì ýíåðãèè (è äðóãèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, åñëè òàêîâûå åñòü). Ýòî óòâåð-æäåíèå ìîæåò áûòü íåñïðàâåäëèâî â îñîáîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íàðåçîíàíñíûõ òîðàõ.Â òî æå âðåìÿ, êàê ïðàâèëî, â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ãàìèëü-òîíîâîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò äðóãèå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå äðóãèì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, òèïè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,ïðè íàëè÷èè òîëüêî îäíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ � ýíåðãèè � îáðàçóþò îä-íîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû.67



Ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü òàêîãî ñåìåéñòâà ïàðàìåòðû îðáèòû èçìåíÿþòñÿ.Â ÷àñòíîñòè, îðáèòà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü. Òàêàÿ áè�óðêàöèÿ ñîïðî-âîæäàåòñÿ ñëèÿíèåì äâóõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.Îïèøåì øèðîêî èñïîëüçóåìûé ìåòîä îòûñêàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ �ìåòîä Íüþòîíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå [11℄. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ñèñòåìû äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé R̃ ñ êîìïîíåíòàìè
xl(t = 0) ≡ Xl , pl(t = 0) ≡ Pl (4.21)íà çàäàííîì âðåìåíè T :
xl(T ) ≡ Ix

l ({Xl′, Pl′}, T ) , (4.22)
pl(T ) ≡ Ip

l ({Xl′, Pl′}, T ) . (4.23)�àññìîòðèì �óíêöèè íåâÿçêè
F x

l = Ix
l − Xl , F p

l = Ip
l − Pl . (4.24)Åñëè R̃ ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå ïåðèîäà T , òî

F x
l = F p

l = 0 . (4.25)Ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.25)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà R̃. Ïîñêîëüêó èòåðàöèîííîå îòîáðàæåíèåâ ìåòîäå Íüþòîíà ñîäåðæèò îáðàùåíèå ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ, íåîáõîäèìî,÷òîáû ýòà ìàòðèöà áûëà íåâûðîæäåííîé. Îäíàêî, åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà R̃ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå (à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.25)), òîè âñå òî÷êè â åå îêðåñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå ñäâèãîì âäîëü îðáèòû, òàêæå ÿâëÿ-þòñÿ ðåøåíèÿìè (4.25). ×òîáû îáåñïå÷èòü èçîëèðîâàííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé (4.25), óìåíüøèì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íà åäèíèöó, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîåóñëîâèå, íàïðèìåð,
PM = 0 . (4.26)Òîãäà, äëÿ ñèñòåìû ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåâû-ðîæäåííîé ñèñòåìû èç 2N − 1 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2N − 1 íåèçâåñòíûõ.Äîïîëíÿÿ ðåøåíèå óñëîâèåì (4.26), ïîëó÷èì ïîëíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

2N �àçîâûõ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî óáå-äèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååì pM(T ) = 0, à çíà÷èò,îðáèòà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
R = (X1, X2, ..., XM , ..., XN , P1, ..., PM−2, PM−1, PM+1, PM+2, ..., PN) , (4.27)
F = (F x

1 , F x
2 , ..., F x

M , ..., F x
N , F p

1 , ..., F p
M−2, F

p
M−1, F

p
M+1, F

p
M+2, ..., F

p
N) , (4.28)68



�èñ. 4.7: Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìàòðèöû Íüþòîíà äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî �àçîâîãîïðîñòðàíñòâà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå).
F = R(T ) − R . (4.29)Îáîçíà÷èì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÷åðåç R

(0). �àçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿääî ëèíåéíîãî ÷ëåíà äàåò
Fn(R) = Fn(R

(0)) +
∑

m

∂Fn

∂Rm
|R(0)(Rm − R(0)

m ) , (4.30)
F(R) = F(R(0)) + M(R − R

(0)) , (4.31)
Mnm =

∂Fn

∂Rm
|R(0) =

∂Rn(T )

∂Rm
|R(0) − δnm . (4.32)Îäèí øàã èòåðàöèîííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

R = R
(0) −M−1

F(R(0)) . (4.33)Ýòî îòîáðàæåíèå èòåðèðóåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà çàäàí-íàÿ òî÷íîñòü: |F| < ǫ èëè max|Fn| < ǫ.Îïèøåì ñïîñîá ÷èñëåííîãî îòûñêàíèÿ ìàòðèöû Íüþòîíà M. Íà ðèñ. 4.7ïðåäñòàâëåíà ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåííîé íèæå ïðîöåäóðû äëÿñëó÷àÿ äâóìåðíîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Èìåÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå R
(0) è èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàâðåìåíè T , ïîëó÷èì òî÷êó R

(0)(T ). Åñëè R
(0) íå ëåæèò íà èñêîìîé îðáèòå69



ïåðèîäà T , òî ýòè òî÷êè áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ. Òåïåðü ââåäåì îòêëîíåíèå îò
R

(0) ïî �àçîâîé ïåðåìåííîé m íà âåëè÷èíó ∆:
R

(0,m) = R
(0) + ∆em . (4.34)Çäåñü em � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé �àçîâîé ïåðåìåííîé m. Èí-òåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R

(0,m) íàâðåìåíè T , ïîëó÷èì òî÷êó R
(0,m)(T ). Òîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû Íüþòîíà âû-ðàæàþòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ïðèáëèæåíèåì

Mnm =
1

∆

(
Fn(R

(0,m)) − Fn(R
(0))

)
. (4.35)èëè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (4.24),

Mnm =
1

∆

(
R(0,m)

n (T ) − R(0)
n (T )

)
− δnm . (4.36)Ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ëåãêîñòü åãî ïðîãðàììèðîâàíèÿïðè íàëè÷èè ïîäõîäÿùåãî èíòåãðàòîðà ÎÄÓ. Ìåòîä ñõîäèòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-íî. Êðîìå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíó ìàòðèöó Íüþòîíà äëÿ íåñêîëüêèõèòåðàöèé, ÷òî ýêîíîìèò âðåìÿ â ñëó÷àå áîëüøèõ ìàòðèö. Íåäîñòàòêè ìåòîäàÍüþòîíà ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáðàùåíèÿ ìàòðèö, ÷òî òðåáóåò îòíîñè-òåëüíî áîëüøîãî âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè ïîðÿäêà ∼ N 2. Îáðàùåíèå ìàò-ðèöû Íüþòîíà ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì â òî÷êå áè�óðêàöèè, ãäå âîçíèêàþòäîïîëíèòåëüíûå âûðîæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ íóëåâûõ ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë ìàòðèöû M. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ñëîæíûõ àëãîðèòìîâîáðàùåíèÿ ìàòðèö, èñïîëüçóþùèõ ðàçëîæåíèå ïî ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì è ò.ï. Ìåòîä Íüþòîíà ÷óâñòâèòåëåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìîæåòáûòü öåëåñîîáðàçíî ïðåäâàðèòåëüíî èçìåíèòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû äî òàêèõçíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå èçâåñòíî (èëè ëåãêî íàõîäèòñÿ), à çàòåì äî-âîäèòü ìàëûìè øàãàìè äî òðåáóåìûõ çíà÷åíèé, îòñëåæèâàÿ ðåøåíèå íà êàæ-äîì øàãå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî ñòàðòîâîãî îïîðíîãîðåøåíèÿ èíîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêèì-ëèáî äðóãèì ÷èñëåííûì ìå-òîäîì, ý��åêòèâíî ðàáîòàþùèì ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.4.2.3 Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÂìåñòî ìåòîäà Íüþòîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêàâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå [36℄. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíóþ �óíê-öèþ

g(R̃) =
∑

l

[F x
l F x

l + F p
l F p

l ] (4.37)70



è åå ãðàäèåíò ñ êîìïîíåíòàìè
(∇g)n =

∂g

∂R̃n

. (4.38)Çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âû÷èñëèì âýòîé òî÷êå ãðàäèåíò è ñìåñòèì òî÷êó â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ýòàèòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà �óíêöèÿ g íå ñòàíåòäîñòàòî÷íî áëèçêà ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå.Ïðåèìóùåñòâà ýòîãî ìåòîäà îáóñëîâëåíû ëèíåéíûì ðîñòîì âû÷èñëèòåëü-íîãî âðåìåíè ñ ðîñòîì ðàçìåðà ñèñòåìû è íå÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê áè�óðêà-öèÿì. Íåäîñòàòêè ñâÿçàíû ñ îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ,ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Íüþòîíà è âîçìîæíîñòüþñõîäèìîñòè ê íåíóëåâîìó ìèíèìóìó �óíêöèè g.4.2.4 Ñèììåòðèè×àñòî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé ñèììåòðèè, òàêèõ íàïðèìåð, êàê ñäâèã âî âðåìåíè
t → t + τ ,îáðàùåíèå âðåìåíè

t → −t , pl → −pl ,îáðàùåíèå çíàêà
xl → −xl , pl → −pl ,äèñêðåòíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ñäâèã ðåøåòêè èëè äðóãèå äèñêðåòíûå ïðî-ñòðàíñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ðåøåòêå (ïðîñòðàíñòâåííîå îòðàæåíèå èäð.).Êàæäàÿ äèñêðåòíàÿ ñèììåòðèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ëþáîå çàäàííîå ðåøå-íèå ñèñòåìû îòîáðàæàåòñÿ íà äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Åñëè ðåøåíèå îòîá-ðàæàåòñÿ íà ñåáÿ, òî îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Äèñêðåòíûé áðèçåð ïî îïðåäåëåíèþ íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äèñ-êðåòíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà. Åñëè îí, îäíàêî, èíâàðèàíòåí ïî îòíîøå-íèþ ê êàêîìó-ëèáî äðóãîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíîäëÿ ñóùåñòâåííîãî ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè åãî îòûñêàíèÿ [1℄.Îáðàòèìîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ âî âðåìåíè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íà÷àëî îò-ñ÷åòà âðåìåíè ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

xl(t) = xl(−t) , pl(t) = −pl(−t) ,71



÷òî ñîõðàíÿåò 50% âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà, îòêóäà ñëåäóåò
xl(t + T/2) = −xl(t) , pl(t + T/2) = −pl(t) ,ìîæåò áûòü ñýêîíîìëåíî 75% âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè.�åøåòêè ðàçìåðíîñòè âûøå åäèíèöû ìîãóò èìåòü äîïîëíèòåëüíûå ñèì-ìåòðèè, íàïðèìåð, ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ðåøåòêè,÷òî òàêæå ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.Â òî æå âðåìÿ, äàæå ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè óðàâíåíèé,ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áðèçåðíûå ðåøåíèÿ, íå îáëàäàþùèå òàêîé ñèììåòðèåé.Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � îïÿòü-òàêè, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîãî ïðî-ñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà. Òàêæå ìîæåò áûòü íàðóøåíà ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-íî ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ (÷åòíîñòè). Â ðåøåòêàõ ðàçìåðíîñòè âûøååäèíèöû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áðèçåðû, íå èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îáðà-ùåíèÿ âðåìåíè, ÷òî îçíà÷àåò íåíóëåâîé ïîòîê ýíåðãèè [68℄.4.3 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ è òåï-ëîâîì ðàâíîâåñèè4.3.1 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõÏîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ëåãêî ñîçäàòü ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíî-ãî âîçäåéñòâèÿ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè è �îðìèðîâàíèåäèñêðåòíûõ áðèçåðîâ âîçìîæíû òàêæå â ñèñòåìàõ ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþýíåðãèè, êàê-ëèáî ðàñïðåäåëåííîé ïî ðåøåòêå. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ëîêà-ëèçàöèè ñâÿçàíà ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïîîòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, íåóñòîé-÷èâîñòü Áåíäæàìèíà-Ôåéðà è ò. ï.). Ñöåíàðèé �îðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ èç áåãóùåé âîëíû âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè áûëðàññìîòðåí â ðàçäåëå 1.2.�àññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, â êîòîðîì òàêæå âîç-ìîæíî �îðìèðîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-ìåíè íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè çàäàíû íåíóëåâûå íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ, à âñå îñòàëüíûå óçëû íàõîäÿòñÿ â íóëåâîì ñîñòîÿíèè. Òîãäàìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýíåðãèÿ èç âîçáóæäåííîé ÷àñòè áóäåò èçëó÷àòüñÿ â âè-äå âîëí â îêðóæàþùóþ ðåøåòêó, íî ïðè ýòîì â âîçáóæäåííîé ÷àñòè ìîãóòîñòàòüñÿ äîëãîæèâóùèå äèñêðåòíûå áðèçåðû [69℄.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåøåòêîé ðàçìåðà 50×

50 ýëåìåíòîâ, ïî ñòîðîíàì êîòîðîé äîáàâëåíû äèññèïàòèâíûå ãðàíèöû (òà-72
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�èñ. 4.8: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îñòûâàþùåé äâóìåðíîé ðåøåòêå (ñì. ïîÿñíåíèÿâ òåêñòå).êèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ñèñòåìû ìîäåëèðóåòñÿ îõëàæäåíèå ó÷àñòêàáåñêîíå÷íîé ðåøåòêè) [32℄. Ïàðàìåòðû ìîäåëè � òå æå, ÷òî è â ýêñïåðèìåí-òàõ, îïèñàííûõ âûøå. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ xlm è ẋlm � ñëó÷àéíàÿ âåëè-÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå îò −c/2 äî c/2. Íà ðèñ. 4.8(à-ã) ïîêàçàíû ñíèìêè ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ðåøåòêå â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0,4900, 11900, 19900 äëÿ ñëó÷àÿ c = 3. Äàæå äëÿ òàêîé íåâûñîêîé íà÷àëüíîéýíåðãèè îêîëî 5% ïîëíîé ýíåðãèè îñòàåòñÿ â äîëãîæèâóùèõ áðèçåðàõ � �àê-òè÷åñêè, áëàãîäàðÿ �ëóêòóàöèÿì â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.Õàðàêòåð ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ îäíîìåðíûõ öåïî÷åê êà÷åñòâåííî îòëè÷à-åòñÿ îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, îïèñàííîãî âûøå. Èçâåñòíî [70, 71℄, ÷òî áðèçåðû âîäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ ý��åêòèâíî îòðàæàþò áåãóùèå âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî,óæå äâóõ áðèçåðîâ â öåïî÷êå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû óäåðæèâàòü çàêëþ-÷åííóþ ìåæäó íèìè ýíåðãèþ îò èçëó÷åíèÿ â öåïî÷êó. Êðîìå òîãî, âîëíû,çàõâà÷åííûå íà ó÷àñòêå ìåæäó äâóõ áðèçåðîâ, ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåêîòîðî-ìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ýòèìè áðèçåðàìè. Â òî æå âðåìÿ, â ñèñòåìàõ ñ73



�èñ. 4.9: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îñòûâàþùåé îäíîìåðíîé ðåøåòêå (ñì. ïîÿñíåíèÿâ òåêñòåðàçìåðíîñòüþ d ≥ 2 áðèçåðû, õîòÿ è ìîãóò ðàññåèâàòü áåãóùèå âîëíû, íå ìî-ãóò èõ çàõâàòûâàòü. Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîëíû ñâîáîäíî âûõîäÿòèç íàãðåòîé îáëàñòè ïðè åå îñòûâàíèè, è îñòàâøèåñÿ â ñèñòåìå áðèçåðû ïðàê-òè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (îñòàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî âçà-èìîäåéñòâèå ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå õâîñòû).Â ñàìîì äåëå, â àíàëîãè÷íîì ýêñïåðèìåíòå ñ îäíîìåðíîé ñèñòåìîé (ïàðà-ìåòðû � òå æå, íî c = 2) íàáëþäàåòñÿ çàõâàò ýíåðãèè ìåæäó äâóìÿ áðèçå-ðàìè áîëüøîé àìïëèòóäû (ðèñ. 4.9, ñì. òæ. [72℄,[73℄). Ñî âðåìåíåì ýíåðãèÿâñå-òàêè ïîñòåïåííî èçëó÷àåòñÿ, à âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áðèçåðàìè ïðèâî-äèò ê èõ ìåäëåííîìó ñáëèæåíèþ.4.3.2 Áðèçåðû â òåïëîâîì ðàâíîâåñèèÍàêîíåö, áðèçåðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè [31, 74℄. Íàðèñ. 4.10 (à-ã) ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå ñòåìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íà íåêîòîðûõ èíòåðâà-ëàõ âðåìåíè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ �ïåðèîäè÷åñêèå, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå74



(à) (á)

(â) (ã)�èñ. 4.10: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëî-âîãî ðàâíîâåñèÿ: c = 1 (à), c = 3 (á), c = 4 (â, ã).îò −c/2 äî c/2. Îò÷åòëèâî íàáëþäàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ, ïðè-÷åì ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ýíåðãèè óâåëè÷èâàåòñÿ èõ êîëè÷åñòâî è âðåìÿæèçíè [32℄.Àíàëîãè÷íûé ý��åêò íàáëþäàåòñÿ è â äâóìåðíîé ðåøåòêå. �èñ. 4.11(à,á)îòîáðàæàåò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå ðàçìåðà 50×
50 íà äâóõ ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ. Äëÿ âèçóàëèçàöèè èñïîëüçó-åòñÿ ïîðîãîâàÿ îáðàáîòêà: íàëè÷èå ÷åðíîé òî÷êè â ïðîåêöèè òðåõìåðíîãîïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå â ñîîòâåòñòâó-þùèé ìîìåíò âðåìåíè ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðåâûøàåò óñòàíîâëåííûé ïîðîã,â ïÿòü ðàç ïðåâûøàþùèé âåëè÷èíó ñðåäíåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå.Âåðòèêàëüíûå ÷åðíûå ëèíèè, òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþò äîëãîæèâóùèìëîêàëèçîâàííûì âîçáóæäåíèÿì � äèñêðåòíûì áðèçåðàì.Âûøåïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî äèñêðåòíûå áðèçåðûäîñòàòî÷íî ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ,íå òîëüêî ïóòåì öåëåíàïðàâëåííîãî çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà òî÷íîì75



�èñ. 4.11: Ýâîëþöèÿ ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ c = 5.
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ðåøåíèè, íî è â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ èëè òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Ïðåäñòàâëÿ-åò èíòåðåñ âîïðîñ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â òàêèõïðîöåññàõ; íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå[32℄.
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Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå îáùèå ñâîéñòâà ïðîñò-ðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé (äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ)â ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå ìåòîäû èõ ÷èñëåí-íîãî è àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.Ïðîâåäåí àíàëèç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, îïèñàíûìåòîäû îöåíêè èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ëîêàëèçàöèè è èññëåäîâàíèÿíà óñòîé÷èâîñòü. Ýòè ìåòîäû îáîáùåíû íà ñëó÷àé âðàùàòåëüíûõ ëîêàëèçî-âàííûõ ðåøåíèé (ðîòîáðèçåðîâ) â êîíñåðâàòèâíûõ è äèññèïàòèâíûõ ñèñòå-ìàõ.Îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèõ áðèçåðíûõðåøåíèé (îáëàäàþùèõ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-ñîâ ñèñòåì. �àññìîòðåíû ìåõàíèçìû, ïðèâîäÿùèå ê ãåíåðàöèè áðèçåðîâ ñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ âàðèàíòàõïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü áåãó-ùåé âîëíû, îñòûâàíèå íàãðåòîãî ó÷àñòêà ðåøåòêè, òåïëîâîå ðàâíîâåñèå).Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè áðèçåðíûõ ñòðóêòóð, èìåþùåå ìåñòî â ïî-ñëåäíåå äåñÿòèëåòèå, îáóñëîâëåíî íå òîëüêî �óíäàìåíòàëüíûì èíòåðåñîìíåëèíåéíîé �èçèêè ê ýòèì ý��åêòàì, íî è ïîòåíöèàëüíûìè ïðèìåíåíèÿìèíåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ âîëíîâûõ ñèñòåì â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé áàçû ïåð-ñïåêòèâíûõ ðàäèî÷àñòîòíûõ �èëüòðîâ, ìàãíåòîìåòðîâ è äðóãèõ óñòðîéñòâ.

78



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Fla
h S., Willis C.R. Dis
rete breathers //Phys. Reports. 1998. Vol. 295.P. 181-264.[2℄ Fla
h S., Gorba
h A.V. Computational studies of dis
rete breathers � frombasi
s to 
ompeting length s
ales //International Journal of Bifur
ation andChaos. 2006. Vol. 16. P. 1645.[3℄ Fla
h S., Gorba
h A.V. Dis
rete Breathers: Advan
es in Theory andAppli
ations //Physi
s Reports. 2008. Vol. 467. P. 1.[4℄ Ma
Kay R.S., Aubry S. Proof of existen
e of breathers for time-reversibleor hamiltonian networks of weakly 
oupled os
illators. //Nonlinearity. 1994.Vol. 7. P. 1623.[5℄ Sato M., Sievers A.J. Dire
t observation of the dis
rete 
hara
ter of intrinsi
lo
alized modes in an antiferromagnet //Nature. 2004. Vol. 432. P. 486-488.[6℄ Fleis
her J.W., Carmon T., Segev M., Efremidis N.K., Christodoulides D.N.Observation of Dis
rete Solitons in Opti
ally Indu
ed Real TimeWaveguideArrays //Physi
al Review Letters. 2003. Vol. 90, No. 2. P. 023902.[7℄ Sato M., Hubbard B.E., Sievers A.J., Ili
 B., Czaplewski D.A., CraigheadH.G. Observation of Lo
ked Intrinsi
 Lo
alized Vibrational Modes in aMi
rome
hani
al Os
illator Array //Physi
al Review Letters. 2003. Vol. 90.No. 4. P. 044102.[8℄ Buks E., Roukes M.L. Ele
tri
ally Tunable Colle
tive Response in a CoupledMi
rome
hani
al Array //J. of Mi
roele
trome
hani
al systems. 2002. Vol.11, No. 6. P. 802.[9℄ Zalalutdinov M.K., Baldwin J.W., Mar
us M.H., Rei
henba
h R.B., ParpiaJ.M., Houston B.H. Two-dimensional array of 
oupled nanome
hani
alresonators //Applied Physi
s Letters. 2006. Vol. 88. P. 143504.[10℄ Îâ÷èííèêîâ À.À. Ëîêàëèçîâàííûå äîëãîæèâóùèå êîëåáàòåëüíûå ñîñòî-ÿíèÿ â ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ //ÆÝÒÔ. 1969. Ò. 57, � 1. Ñ. 263.79



[11℄ Marin J.L., Aubry S. Breathers in nonlinear latti
es: Numeri
al 
al
ulationfrom the anti
ontinuous limit. //Nonlinearity. 1996. Vol. 9. P. 1501.[12℄ Aubry S. Breathers in nonlinear latti
es: existen
e, linear stability andquantization //Physi
a D. 1997. Vol. 103. P. 201.[13℄ Takeno S., Peyrard M. Nonlinear modes in 
oupled rotator models //Physi
aD. 1996. Vol. 92. P. 140�163.[14℄ Miroshni
henko A., Fla
h S., Fistul M., Zolotaryuk Y., Page J.B. Breathersin Josephson jun
tion ladders: resonan
es and ele
tromagneti
 wavesspe
tros
opy //Physi
al Review E. 2001. Vol. 64. P. 066601.[15℄ Binder P., Abraimov D., Ustinov A.V. Diversity of dis
rete breathers observedin a Josephson ladder //Physi
al Review E. 2000. Vol. 62, No. 2. P. 2858.[16℄ Âåíèêîâ Â.À. Ïåðåõîäíûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ýëåêòðè÷å-ñêèõ ñèñòåìàõ. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1978.[17℄ À�ðàéìîâè÷ Â.Ñ., Íåêîðêèí Â.È., Îñèïîâ �.Â., Øàë�ååâ Â.Ä. Óñòîé-÷èâîñòü, ñòðóêòóðû è õàîñ â íåëèíåéíûõ ñåòÿõ ñèíõðîíèçàöèè. �îðüêèé:ÈÏÔ ÀÍ ÑÑÑ�, 1989.[18℄ Fla
h S., Ivan
henko M.V., Kanakov O.I. q-Breathers and the Fermi-Pasta-Ulam problem //Physi
al Review Letters. 2005. Vol. 95. P. 064102.[19℄ Fla
h S., Ivan
henko M.V., Kanakov O.I., Mishagin K.G. Periodi
 orbits,lo
alization in normal mode spa
e and the Fermi-Pasta-Ulam problem//Ameri
an Journal of Physi
s. 2008. Vol. 76, No. 4/5. P. 453.[20℄ Zhao Y., Ma C.C., Wong L.H., Chen G.H., Xu Zh.P., Zheng Q.S.,Jiang Q., Chwang A.T. Energy ex
hanges in 
arbon nanotube os
illators//Nanote
hnology. 2006. Vol. 17. P. 1032�1035.[21℄ Yu P., Tang J., Lin S.-H. Photoindu
ed Stru
tural Dynami
s in Laser-Heated Nanomaterials of Various Shapes and Sizes //J. Phys. Chem. C. 2008.Vol. 112. P. 17133�17137.[22℄ Takeno S., Kisoda K., Sievers A.J. Intrinsi
 lo
alized vibrational modes inanharmoni
 
rystals //Prog. Theor. Phys. Suppl. 1988. Vol. 94. P. 242-269.[23℄ Campbell D.K., Peyrard M. Chaos and order in nonintagrable model �eldtheories //CHAOS � Soviet-Ameri
an Perspe
tives on Nonlinear S
ien
e (ed.Campbell D.K.). New York: Ameri
an Institute of Physi
s. 1990. P. 305-334.80



[24℄ Ablowitz M.J., Kaup D.J., Newell A.C., Segur H. //Stud. Appl. Math. 1974.Vol. 53. P. 249.[25℄ Îñòðîâñêèé Ë.À., Ïîòàïîâ À.È. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìîäóëèðîâàííûõâîëí. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. Ñ. 359-362.[26℄ Segur H., Kruskal M.D. Nonexisten
e of small-amplitude breather solutionsin phi4 theory //Physi
al Review Letters. 1987. Vol. 58. P. 747.[27℄ Kit
henassamy S. Breather solutions of nonlinear wave equations //Commun.Pure Appl. Math. 1991. Vol. 44. P. 789�818.[28℄ Denzler J. Nonpersisten
e of breather families for the perturbed sine Gordonequation //Commun. Math. Phys. 1993. Vol. 158. P. 397�430.[29℄ Kivshar Yu.S., Peyrard M. Modulational Instabilities in Dis
rete Latti
es.//Physi
al Review A. 1992. Vol. 46. P. 3198.[30℄ Daumont I., Dauxois T., Peyrard M. Modulational instability: �rst steptowards energy lo
alization in nonlinear latti
es //Nonlinearity. 1997. Vol. 10.P. 617.[31℄ Peyrard M. The pathway to energy lo
alization in nonlinear latti
es.//Physi
a D. 1998. Vol. 119. P. 184.[32℄ Ivan
henko M.V., Kanakov O.I., Shalfeev V.D., Fla
h S. Dis
rete Breathersin Transient Pro
esses and Thermal Equilibrium //Physi
a D. 2004. Vol. 198.P. 120.[33℄ Êàíàêîâ Î.È., Ôëàõ Ñ., Øàë�ååâ Â.Ä. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ //Èçâ. ÂÓÇîâ. Ïðèêëàäíàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2008. Ò. 16,�3. Ñ. 112-128.[34℄ Fla
h S., Willis C.R. and Olbri
h E. Integrability and lo
alized ex
itationsin nonlinear dis
rete systems //Physi
al Review E. 1994. Vol 49. P. 836.[35℄ Fla
h S., Kladko K., Willis C.R. Lo
alized ex
itations in two-dimensionallatti
es //Physi
al Review E. 1994. Vol. 50. P. 2293.[36℄ Fla
h S., Kladko K., Ma
Kay R.S. Energy thesholds of dis
rete breathers inone-, two- and three-dimensional latti
es //Physi
al Review Letters. 1997.Vol. 78. P. 1207.[37℄ Êîñåâè÷ À.Ì., Êîâàëåâ À.Ñ. Ñàìîëîêàëèçàöèÿ êîëåáàíèé â îäíîìåðíîéàíãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êå //ÆÝÒÔ. 1974. Ò.67, âûï. 5(11). Ñ. 1793.81



[38℄ Cretegny T., Dauxois T., Ru�o S., Tor
ini A. Lo
alization and equipartitionof energy in the beta-FPU 
hain: Chaoti
 breathers //Physi
a D. 1998.Vol. 121. P. 109.[39℄ Johansson M., Morgante A.M., Aubry S., Kopidakis G. Standing waveinstabilities, breather formation and thermalization in a Hamiltoniananharmoni
 latti
e. //Eur. Phys. J. B. 2002. Vol. 29. P. 279.[40℄ Fla
h S. Conditions on the existen
e of lo
alized ex
itations in nonlineardis
rete systems //Physi
al Review E. 1994. Vol. 50. P. 3134.[41℄ Fla
h S. Existen
e of lo
alized ex
itations in nonlinear Hamiltonian latti
es//Physi
al Review E. 1995. Vol. 51. P. 1503.[42℄ Kivshar Y.S. Intrinsi
 lo
alized modes as solitons with a 
ompa
t support//Physi
al Review E. 1993. Vol. 48. P. R43.[43℄ Fla
h S. Obtaining breathers in nonlinear Hamiltonian latti
es //Physi
alReview E. 1995. Vol. 51. P. 3579.[44℄ Fis
her F. Self-lo
alized single-anharmoni
 vibrational modes in two-dimensional latti
es //Annalen der Physik. 1993. Vol. 505, issue 3. P. 296.[45℄ Aubry S., Cretegny T. Mobility and rea
tivity of dis
rete breathers //Physi
aD. 1998. Vol. 119, issues 1-2. P. 34.[46℄ Fla
h S., Kladko K. Moving dis
rete breathers? //Physi
a D. 1999. Vol. 127.P. 61.[47℄ Campbell D., Fla
h S., Kivshar Y. Lo
alizing Energy Through Nonlinearityand Dis
reteness //Physi
s Today. 2004. Vol. 57, issue 1. P. 43.[48℄ Fla
h S., Gorba
h A. Dis
rete breathers in Fermi�Pasta�Ulam latti
es//Chaos. 2005. Vol. 15. P. 015112.[49℄ Eleftheriou M., Fla
h S. Dis
rete breathers in thermal equilibrium:distributions and energy gaps //Physi
a D. 2005. Vol. 202, issues 1�2. P. 142.[50℄ E
onomou E.N. Green's Fun
tions in Quantum Physi
s. Berlin: Springer-Verlag, 1990.[51℄ Baesens C., Ma
Kay R.S. Exponential lo
alization of linear response innetworks with exponentially de
aying 
oupling //Nonlinearity. 1997. Vol. 10,No. 4. P. 931. 82



[52℄ Zygmund A. Trigonometri
 Series. Cambridge: Cambridge University Press,1968.[53℄ Fla
h S. Breathers on latti
es with long range intera
tion //Physi
al ReviewE. 1998. Vol. 58. P. R4116.[54℄ Ov
hinnikov A.A., Fla
h S. Dis
rete Breathers in Systems with HomogeneousPotentials: Analyti
 Solutions //Physi
al Review Letters. 1999. Vol. 83.P. 248.[55℄ Dey B., Eleftheriou M., Fla
h S., Tsironis G. Shape pro�le of 
ompa
tlikedis
rete breathers in nonlinear dispersive latti
e systems //Physi
al ReviewE. 2001. Vol. 65. P. 017601.[56℄ Gorba
h A., Fla
h S. Compa
tlike dis
rete breathers in systems withnonlinear and nonlo
al dispersive terms //Physi
al Review E. 2005. Vol. 72.P. 056607.[57℄ Fla
h S., Kladko K., Takeno S. A
ousti
 Breathers in Two-DimensionalLatti
es //Physi
al Review Letters. 1997. Vol. 79. P. 4838.[58℄ Aubry S. Breathers in nonlinear latti
es: Existen
e, linear stability andquantization //Physi
a D. 1997. Vol. 103. P. 201.[59℄ Marin J.L., Aubry S. Finite size e�e
ts on instabilities of dis
rete breathers//Physi
a D. 1998. Vol. 119. P. 163.[60℄ Àðíîëüä Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: Åäè-òîðèàë Ó�ÑÑ, 2003.[61℄ Nayfeh A.H. Introdu
tion to Perturbation Te
hniques. New York: John Wileyand Sons, 1993.[62℄ Fla
h S. Tangent bifur
ation of band edge plane waves, dynami
al symmetrybreaking and vibrational lo
alization //Physi
a D. 1996. Vol. 91, issue 3.P. 223.[63℄ Weinstein M.I. Ex
itation thresholds for nonlinear lo
alized modes on latti
es//Nonlinearity. 1999. Vol. 12, No. 3. P. 673.[64℄ Floria L.M., Marin J.L., Martinez P.J., Falo F., Aubry S. Intrinsi
 lo
alisationin the dynami
s of a Josephson-jun
tion ladder //Europhys. Lett. 1996.Vol. 36, No. 7. P. 539. 83



[65℄ Mar�in J.L., Falo F., Mart�inez P.J., Flor�ia L.M. Dis
rete breathers indissipative latti
es //Physi
al Review E. 2001. Vol. 63. P. 066603.[66℄ Takeno S., Peyrard M. Nonlinear rotating modes: Green's-fun
tion solution//Physi
al Review E. 1997. Vol. 55. P. 1922.[67℄ Fla
h S., Willis C.R. Lo
alized ex
itations in a dis
rete Klein-Gordon system//Physi
s Letters A. 1993. Vol. 181, issue 3. P. 232.[68℄ Cretegny T., Aubry S. Patterns of energy �ux in periodi
 solutions of Klein-Gordon latti
es //Physi
a D. 1998. Vol. 113, issues 2�4. P. 162.[69℄ Bikaki A., Voulgarakis N.K., Aubry S., Tsironis G.P. Energy relaxation indis
rete nonlinear latti
es //Physi
al Review E. 1999. Vol. 59. P. 1234.[70℄ Cretegny T., Aubry S., Fla
h S. 1D phonon s
attering by dis
rete breathers//Physi
a D. 1998. Vol. 119, issues 1�2. P. 73.[71℄ Fla
h S., Miro
hnishenko A.E., Fistul M.V. Wave s
attering by dis
retebreathers //CHAOS. 2003. Vol. 13. P. 596.[72℄ Tsironis G.P., Aubry S. Slow Relaxation Phenomena Indu
ed by Breathers inNonlinear Latti
es //Physi
al Review Letters. 1996. Vol. 77, issue 26. P. 5225.[73℄ Reigada R., Sarmiento A., Lindenberg K. Energy relaxation in nonlinear one-dimensional latti
es //Physi
al Review E. 2001. Vol. 64, issue 6. P. 066608.[74℄ Fla
h S., Muts
hke G. Slow relaxation and phase spa
e properties of a
onservative system with many degrees of freedom //Physi
al Review E.1994. Vol. 49, issue 6. P. 5018.

84



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Олег Игоревич Канаков 

Sergej Flach (Сергей Флах) 
 

 

ДИНАМИЧЕСКАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ ЭНЕРГИИ 

В РЕШЕТОЧНЫХ СИСТЕМАХ: 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ И ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Учебное пособие 
 

 

 

 

 

Государственное образовательное учреждение высшего  

профессионального образования «Нижегородский государственный 

университет им. Н.И. Лобачевского». 

603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23. 

 

 


