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Ââåäåíèå
Îäíà èç ãëàâíûõ òåíäåíöèé â æèâîì ìèðå - òåíäåí-

öèÿ ê äîñòèæåíèþ îáùèõ ðèòìîâ âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ -
òåíäåíöèÿ ê ñèíõðîíèçàöèè. Ñ ðàçëè÷íûìè ïðîÿâëåíèåì
ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî âñòðåòèòüñÿ â ôèçèêå, áèîëîãèè, õè-
ìèè, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, ìåäèöèíå è ò.ä. Âîçìîæíà ñèí-
õðîíèçàöèÿ êàê äâóõ ýëåìåíòîâ, òàê è â àíñàìáëÿõ, ñî-
ñòîÿùèõ èç ñîòåí è òûñÿ÷ ýëåìåíòîâ. Â ðàäèîôèçèêå èí-
òåíñèâíî èññëåäóåòñÿ êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå ëàçåðîâ, ãå-
íåðàòîðîâ ìîùíîñòè, ñâåðõïðîâîäÿùèõ äæîçåôñîíîâñêèõ
êîíòàêòîâ. Â ðàäèîòåõíèêå, ðàäèîèçìåðåíèÿõ è ðàäèîñâÿ-
çè ñèíõðîíèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñèíòåçà è ñòàáèëèçà-
öèè ÷àñòîòû ãåíåðàòîðîâ, äëÿ äåìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ â äî-
ïëåðîâñêèõ ñèñòåìàõ, â ñèñòåìàõ òî÷íîãî âðåìåíè è ò.ä. Â
ìåõàíèêå ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè íàøåë øèðîêîå ïðèìå-
íåíèå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ âèáðî-òåõíè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ. Ïðèìåðàìè áèîëîãè÷åñêèõ àíñàìáëåé, â êîòî-
ðûõ íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿþòñÿ: êîëîíèè îäíî-
âðåìåííî âñïûõèâàþùèõ ñâåòëÿ÷êîâ; êëåòêè, ôîðìèðóþ-
ùèå ñåðäå÷íûé ðèòì; êëåòêè, âûðàáàòûâàþùèå èíñóëèí
â ïîäæåëóäî÷íîé æåëåçå; ãðóïïû ñâåð÷êîâ, ùåáå÷óùèõ
â óíèñîí; ÿ÷åéêè â òîíêîé êèøêå ìëåêîïèòàþùèõ; íåé-
ðîííûå àíñàìáëè, äåìîíñòðèðóþùèå ðèòìè÷íóþ äåÿòåëü-
íîñòü â ìîçãó è ò.ä. ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè òàêæå î÷åíü
âàæíî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîìïüþòåðîâ ñ ïàðàëëåëüíîé
àðõèòåêòóðîé. Ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â õèìè÷åñêèõ
êîëåáàíèÿõ è âîëíàõ â ðåàêöèè Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè îïèñûâàåòñÿ ÿâëåíèå ñèíõðîíè-
çàöèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (îñöèëëÿòîðîâ) âíåøíåé
ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, ò.å. ÿâëåíèå âûíóæäåííîé ñèíõðî-
íèçàöèè. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè ðåãóëÿð-
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íûé (íåõàîòè÷åñêèé) îñöèëëÿòîð, óïðàâëÿåìûé ïåðèîäè-
÷åñêèì ñèãíàëîì, - ãëàâíàÿ è èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ èçó÷åí-
íàÿ ìîäåëü. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèí-
õðîíèçàöèè áûëà â îñíîâíîì ïîñòðîåíà ê 60-ì ãîäàì ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ âñåñòîðîííèå
îáçîðû è êíèãè, ãäå ýòà òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíà ïîäðîáíî (ñì,
íàïðèìåð, [4]). Ïîýòîìó â ýòîì ïîñîáèè êðàòêî ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè âûíóæäåííîé ñèíõðî-
íèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, à îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ âûíóæäåííîé ôàçîâîé ñèíõðîíè-
çàöèè â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ïðè ýòîì îñîáî îáñóæ-
äàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè è
ôàçîâîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè.

Ïðè õàîòè÷åñêîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè èìååò ìå-
ñòî óñòàíîâëåíèå íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ôàçà-
ìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì è êàê ðåçóëüòàò ñîâïà-
äåíèå èõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò èëè õàðàêòåðíûõ âðåìåí-
íûõ ìàñøòàáîâ. Ïðè ýòîì àìïëèòóäû êîëåáàíèé îñòàþòñÿ
õàîòè÷åñêèìè è ïðàêòè÷åñêè íåêîððåëèðîâàíûìè. Â ýòîì
êîíòåêñòå õàîòè÷åñêàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ èìååò ñõîä-
íûå ÷åðòû ñ ñèíõðîíèçàöèåé ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â
ïðèñóòñòâèè ñëàáîãî øóìà, êîòîðàÿ òàêæå ðàññìîòðåíà â
äàííîì ïîñîáèè.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàçëè÷íûå òèïû õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ òðåáóþò ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå èõ
ñèíõðîíèçàöèè. Íî âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó õàîòè÷åñêîé
ñèíõðîíèçàöèè - ñóùåñòâîâàíèå ÷åòêî âûäåëåííîãî õàðàê-
òåðíîãî âðåìåííîãî ìàñøòàáà â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòå-
ìàõ. Òîãäà ïðîáëåìà âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ñëåäóþùèì îáùèì îáðàçîì: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà-
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áëþäàåìàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé â ïîäâåðæåííîì âíåøíåìó
ïåðèîäè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ îñöèëëÿòîðå ñòàíåò ñîâïà-
äàòü ñ ÷àñòîòîé ýòîãî âîçäåéñòâèÿ? Îáû÷íî ýòè óñëîâèÿ
âûïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ àìïëèòóäû âíåøíåé ñè-
ëû è ðàññòðîéêè ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû è ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà.

Êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òàê è äëÿ õàîòè÷åñêîé âûíóæ-
äåííîé ñèíõðîíèçàöèè â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ èñïîëüçóþòñÿ
óñëîâèÿ ÷àñòîòíîãî è (èëè) ôàçîâîãî çàõâàòà (ïîäñòðîé-
êè). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñöèëëÿòîð 1:1 ñèíõðîíèçóåòñÿ âíåø-
íèì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì, åñëè åãî íàáëþäàåìàÿ
÷àñòîòà Ω ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ÷àñòîòå âíåøíåãî ñèãíàëà ω:

Ω = ω. (1)

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà Ω
åñòü êîíñòàíòà. Äëÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé Ω åñòü ñðåä-
íÿÿ íàáëþäàåìàÿ (õàðàêòåðíàÿ) ÷àñòîòà õàîòè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé

Ïîìèìî ýòîãî êðèòåðèÿ çàõâàòà ÷àñòîòû, äðóãîé êðè-
òåðèé ñèíõðîíèçàöèè - ýòî çàõâàò ôàçû:

(à) òî÷íûé (ñòðîãèé) çàõâàò ôàçû (ðàçíîñòü ôàç âíåø-
íåãî ñèãíàëà ψ è îñöèëëÿòîðà φ ïîñòîÿííà) îçíà÷àåò âû-
ïîëíåíèå äëÿ ëþáîãî t óñëîâèÿ

|ψ(t)− φ(t)| = Const, (2)
è (á) íåòî÷íûé (íåñòðîãèé) çàõâàò ôàçû (ðàçíîñòü ôàç

íå ïîñòîÿííà, íî îãðàíè÷åíà) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå äëÿ
ëþáîãî t óñëîâèÿ

|ψ(t)− φ(t)− Const| < 2π. (3)
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Ïðè ýòîì íàëè÷èå ôàçîâîãî (êàê ñòðîãîãî, òàê è íåñòðî-
ãîãî) çàõâàòà äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòîòíîãî,
íî íå íàîáîðîò.

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå 1:1 ñèíõðîíèçàöèè âîçìîæíà n : m
ñèíõðîíèçàöèÿ.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç 8 ðàçäåëîâ.
Â ðàçäåëå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à âû-

íóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ. Â
ðàçäåëå 2 àíàëèçèðóåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ ôàçû è ÿâëåíèå
äèôôóçèè ôàçû â ñèñòåìå Ðåññëåðà, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîé èç
êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Â ðàçäåëå
3 èññëåäóåòñÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñèã-
íàëîì â ñèñòåìå Ðåññëåðà. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ôàçîâîé ñèí-
õðîíèçàöèè â äðóãîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå ñ õàîòè÷åñêèì
àòòðàêòîðîì - ñèñòåìå Ëîðåíöà. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî
ñïîñîáàì îïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò è ôàç êîëåáà-
íèé. Âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ìîäåëüíîãî êâàäðàòè÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ñ õàîòè÷åñêîé ïåðåìåæàåìîñòüþ òàêæå
èññëåäóåòñÿ â 4-ì ðàçäåëå. Â 5-ì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî ÷à-
ñòî âñòðå÷àþùååñÿ â çàäà÷àõ ñèíõðîíèçàöèè îòîáðàæåíèå
îêðóæíîñòè è ñâÿçàííàÿ ñ íèì çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè. Â
ðàçäåëå 6 èññëåäóåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñèã-
íàëîì âðàùåíèé àêòèâíîãî ðîòàðîðà - ïðîñòåéøåé ìîäå-
ëè ìàÿòíèêîâîãî òèïà. Â 7-ì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ñèíõðî-
íèçàöèÿ îòêëèêîâ âîçáóäèìîé ñèñòåìû íà âíåøíåå ïåðè-
îäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. Â ðàçäåëå 8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèí-
õðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñëàáûì âíåøíèì
ñèãíàëîì â ïðèñóòñòâèè ñëàáîãî øóìà.
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1 Ñèíõðîíèçàöèÿ ðåãóëÿðíîé àâòî-
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû âíåøíåé
ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ðàíåå èçâåñòíûå ñëó÷àè
ñëàáîãî è ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà
ðåãóëÿðíóþ àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó - îñöèëëÿòîð Âàí
äåð Ïîëÿ. Äàííîå îïèñàíèå íåîáõîäèìî äëÿ ïîíèìàíèÿ
ìåõàíèçìîâ âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì.

1.1 Ñëàáîå âîçäåéñòâèå. Ôàçîâîå îïèñàíèå.
Íà÷íåì ñ êðàòêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè

äëÿ ñàìîãî ïðîñòîãî ïðèìåðà.
Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ â ïåðèîäè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå

ïîä ñëàáûì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì:

ẋ = F (x) + p(t), (4)

ãäå x è F - n-ìåðíûå âåêòîðû, p(t) - ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñ ïåðè-
îäîì T ) âíåøíÿÿ ñèëà ñ àìïëèòóäîé ε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (ε = 0) èìååò óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë ïåðèîäà T0, ò.å. x0(t) = x0(t + T0): ñ îäíîðîäíî
ðàñòóùåé âäîëü öèêëà ôàçîé ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ̇ = ω0, (5)

ãäå ω0 = 2π/T0 - ÷àñòîòà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé.
Åñëè àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû ìàëà (ε << 1), òî çàäà-

÷à î âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåìû (4) ìîæåò áûòü
ïðîàíàëèçèðîâàíà â ðàìêàõ ñëåäóþùåé ìîäåëè:

ϕ̇ = ω0 + εq(ϕ− ωt), (6)

8



ãäå q - 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ è ω = 2π/T - ÷àñòîòà
âíåøíåé ñèëû [4].

Ïîñëå ââåäåíèÿ ðàçíîñòè ìåæäó ôàçîé âíåøíåé ñèëû
ωt è ôàçîé êîëåáàíèé ϕ:

θ = ωt− ϕ (7)
è óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) çà ïåðèîä êîëåáàíèé âíåøíåé
ñèëû, ïîëó÷èì:

θ̇ = δ − εq(θ), (8)
ãäå δ = ω0 − ω - ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà. Â ñàìîì ïðîñòîì
ñëó÷àå (äëÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé) q(θ) = sin θ.
Òîãäà óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä

θ̇ + ε sin θ = δ. (9)

Ââåäåì ïàðàìåòð ∆ = δ/ε è íîâîå âðåìÿ t
′

= εt. Òîãäà
óðàâíåíèå (9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

θ̇ + sin θ = ∆. (10)

Ïðè |∆ > 1 ìîäåëü (10) íå èìååò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.
Èìååò ìåñòî íåîãðàíè÷åííîå íàðàñòàíèå ïåðåìåííîé θ. Â
ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìó (10) íàçûâàþò àêòèâíûé ðîòàòîð
èëè ïðîñòî ðîòàòîð. Â óðàâíåíèè (10) ïðè

|∆| < 1 (11)

ñóùåñòâóåò äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâîå - ñ êî-
îðäèíàòîé

θ̄s = arcsin ∆ (12)
è íåóñòîé÷èâîå ñ êîîðäèíàòîé

θ̄u = π − arcsin ∆. (13)
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Ðèñ. 1: Ðàâíîìåðíûé è íåðàâíîìåðíûé ðîñò ðàçíîñòè ôàç
θ â ñèñòåìå (10) äëÿ ðàçëè÷íûõ ∆.

Óñëîâèå (11) îïðåäåëÿåò îáëàñòü çàõâàòà - îáëàñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü
ìåæäó ôàçîé âíåøíåãî ñèãíàëà è ôàçîé ïîäâåðæåííîãî
âîçäåéñòâèþ îñöèëëÿòîðà - ôàçîâàÿ îøèáêà (ôàçîâîå ðàñ-
ñîãëàñîâàíèå) åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà è ðàâíà arcsin ∆,
ò.å. èìååò ìåñòî ñòðîãèé ôàçîâûé çàõâàò.

Â óðàâíåíèè (9) ïðè ∆ = 1 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ
ñëèÿíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è èìååò ìåñòî îäíî ñîñòîÿ-
íèå ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòîé θ̄ = π/2. Â îáëàñòè |∆| > 1
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íåò, è ðàçíîñòü ôàç ðàñòåò íåîãðà-
íè÷åííî. Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ðåæèìîì áèåíèé. Ðàñ-
ñìîòðèì åãî ïîäðîáíåå. Õàðàêòåð íàðàñòàíèÿ ðàçíîñòè
ôàç çàâèñèò îò ïàðàìåòðà γ = |∆| − 1. Åñëè γ áëèçêî ê
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íóëþ (|∆| íåìíîãî áîëüøå 1), òî ýâîëþöèÿ θ(t) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ÷åðåäîâàíèå ñðàâíèòåëüíî äëèííûõ ó÷àñòêîâ
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþùåéñÿ ðàçíîñòè ôàç (ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîõðàíåíèþ ñèíõðîííîãî ðåæèìà â òå÷åíèå íåêîòîðî-
ãî âðåìåíè) ñ êîðîòêèìè ó÷àñòêàìè åå áûñòðîãî ðîñòà -
ñêà÷êàìè íà 2π, êîòîðûå â äàëüíåéøåì â êîíòåêñòå èçó÷å-
íèÿ ñèíõðîíèçàöèè áóäåì íàçûâàòü ôàçîâûìè ïðîñêîêàìè
("phase slips") (ñì. ðèñ. 1 äëÿ ∆ = 1.01). Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå
ðîñò ôàçû ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðåí íà ðàçëè÷íûõ âðå-
ìåííûõ èíòåðâàëàõ. Ñ ðîñòîì γ äëèíà èíòåðâàëîâ ïî÷òè
ïîñòîÿííîé ôàçû ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå (ðèñ. 1). Åñëè γ äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî, òî ðîñò ôàçû ïî÷òè ëèíåéíûé, ò.å. ôàçà
ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíî.

Ðåæèì áèåíèé ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü òàêæå ñ ïîìî-
ùüþ ÷àñòîòû áèåíèé Ωb, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç (8) äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè q(θ) êàê:

Ωb = 〈·〉τ = 2π
( ∫ 2π

0

dθ

∆− q(θ)

)−1
, (14)

ãäå 〈·〉τ çäåñü è â äàëüíåéøåì îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðå-
ìåíè â òå÷åíèå èíòåðâàëà τ →∞.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ q(θ) = sin θ ÷àñòîòà áèåíèé èìååò âèä:

Ωb =
√

∆2 − 1, (15)

ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2.
Âáëèçè êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè ∆cr = ±1

÷àñòîòà áèåíèé Ωb èìååò çàâèñèìîñòü â âèäå êâàäðàòíîãî
êîðíÿ îò ∆, òî åñòü 1

Ωb ≈
√
|∆−∆cr| (16)

1Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòîò çàêîí íå çàâèñèò îò ñïåöèàëüíîé
ôîðìû ôóíêöèè q(θ)
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Ðèñ. 2: ×àñòîòà áèåíèé Ωb â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòíîé ðàñ-
ñòðîéêè ∆ â (10).

Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ÷àñòîòå ïåðèîä Tb =
2πΩb, òî åñòü ïåðèîä ïîÿâëåíèÿ ôàçîâûõ ïðîñêîêîâ â ìî-
äåëè (10), ïðîïîðöèîíàëåí |∆ −∆cr|−1/2. Òàê êàê ÷àñòîòà
áèåíèé åñòü ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäàåìîé ÷àñòîòîé è ÷à-
ñòîòîé âíåøíåé ñèëû, òî îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ãäå âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå Ωb = 0, åñòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñèí-
õðîííîãî ðåæèìà (ñì. ðèñ. 2).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (10) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ îáëà-
ñòÿõ íàóêè è òåõíèêè: (à) áèîëîãèÿ: êîëåáàíèÿ â íåéðîíå;
ñâåòëÿ÷îê, âûñâå÷èâàþùèé ðèòì; (á) ôèçèêà: äæîçåôñî-
íîâñêèé êîíòàêò; (â) ìåõàíèêà: ìàÿòíèê â âÿçêîé ñðåäå ñ
ïîñòîÿííûì âðàùàþùèì ìîìåíòîì; (ã) ýëåêòðîíèêà: ñè-
ñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû.

Çàäàíèå: Íàéòè çàâèñèìîñòü θ(t) â ñëó÷àå ñèíõðîííî-
ãî ðåæèìà è ðåæèìà áèåíèé.
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Äàëåå ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ ñèíõðîíèçàöèè
âíåøíèì ñèãíàëîì ïåðèîäè÷åñêîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñè-
ñòåìû - îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì
îñíîâíûå ñâîéñòâà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû.

1.2 Àâòîíîìíûé îñöèëëÿòîð
Âàí äåð Ïîëÿ

Îäíà èç îñíîâíûõ ìîäåëåé â íåëèíåéíîé äèíàìèêå -
îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = y,
ẏ = −ω2

0x + µ(1− x2)y,
(17)

ãäå ω0 - ÷àñòîòà êîëåáàíèé è ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè µ ≥ 0,
óïðàâëÿþùèé ôîðìîé êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 3(a,b) ïðèâå-
äåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ñëàáîé (µ ¿ 1) è ñèëüíîé
(µ À 1) íåëèíåéíîñòè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ åäèíñòâåííûé àò-
òðàêòîð íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè - ïðåäåëüíûé öèêë. Íà ðèñ.
4(a,b) ïðèâåäåíû ñïåêòðû êîëåáàíèé, à íà ðèñ. 4(c,d) âðå-
ìåííûå ðåàëèçàöèè ïåðåìåííîé x(t). Îáðàòèì âíèìàíèå
íà äâà ðàçëè÷èÿ â êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâàõ îñöèëëÿòîðà:

(à) Êîëåáàíèÿ ñëàáî-íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ (µ ¿ 1) áëèçêè ê ãàðìîíè÷åñêèì, ïîýòîìó â åãî ñïåê-
òðå ìîùíîñòè äîìèíèðóåò òîëüêî îäíà - ñîáñòâåííàÿ - ÷à-
ñòîòà îñöèëëÿòîðà ω (ðèñ. 4(a)), â òî âðåìÿ êàê êîëåáàíèÿ
ñèëüíî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà (µ À 1) íîñÿò ðåëàêñà-
öèîííûé õàðàêòåð; ñïåêòð ìîùíîñòè òàêèõ êîëåáàíèé ñî-
äåðæèò òàêæå êîìáèíàöèîííûå ÷àñòîòû (ðèñ. 4(b)).

(á) Ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðàçëè÷èå â ñêîðîñòè ïðèáëèæå-
íèÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó äëÿ ñëàáîé è ñèëüíîé íåëèíåé-
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íîñòè. Â ñëó÷àå ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ
áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëüíîìó öèêëó (ðèñ. 3(b)).

Ýòè ñâîéñòâà îáóñëîâëèâàþò ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ
ïðè íàñòóïëåíèè ñèíõðîíèçàöèè â ýòèõ ñèñòåìàõ.
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Ðèñ. 3: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (17) äëÿ ω = 1, µ = 0.12
(a) è µ = 7 (b).

Äëÿ îáîèõ òèïîâ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ôàçà êîëåáàíèé
ìîæåò ââåäåíà òàê:

φ = − arctan
y

x
+ πk (18)

ãäå k - öåëîå ÷èñëî. (Â äàëüíåéøåì ñëàãàåìîå πk ïðè îïðå-
äåëåíèè ôàçû áóäåò îïóñêàòüñÿ.) Ýòî îïðåäåëåíèå îáåñïå-
÷èâàåò âûïîëíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé φ äâóõ óñëîâèé, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû åå íàçûâàòü ôàçîé -

• ìîíîòîííûé ðîñò âî âðåìåíè è

• óâåëè÷åíèå íà 2π ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êîé âñåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.
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Ðèñ. 4: Ñïåêòðû (a,b), ðåàëèçàöèè (c,d) è ôàçû (e,f) ñèñòå-
ìû (17) äëÿ ω = 1, µ = 0.12 (a,c,e) è µ = 7 (b,d,f).

Èìåííî ýòè óñëîâèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ââåäå-
íèè ôàçû õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî êàê êâàçèãàðìîíè÷åñêèé,
òàê è ðåëàêñàöèîííûé ïðåäåëüíûå öèêëû, óñòîé÷èâû â ïî-
ïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, òàê êàê âîçìóùåíèå àìïëèòóäû
çàòóõàåò. Ïðè äâèæåíèè â êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî
åñòü ïðè èçìåíåíèè ôàçû, èìååò ìåñòî áåçðàçëè÷íîå ðàâ-
íîâåñèå: íåò íè óñòîé÷èâîñòè, íè íåóñòîé÷èâîñòè. Îòñþäà
ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà: (à) ôàçå êîëåáàíèé ñîîòâåò-
ñòâóåò íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, (á) ôàçà ìîæåò
ëåãêî óïðàâëÿòüñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
êðàéíå âàæíûì ïðè äîñòèæåíèè ñèíõðîííîãî ðåæèìà.
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Äëÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ðîñò ôàçû ïðàêòè÷å-
ñêè ëèíåéíûé (ðèñ. 4(e)), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ðåëàêñàöè-
îííûõ êîëåáàíèé ýâîëþöèÿ ôàçû âî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ÷åðåäîâàíèå ñðàâíèòåëüíî äëèòåëüíûõ ó÷àñòêîâ
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþùåéñÿ ôàçû ñ êîðîòêèìè ó÷àñòêàìè
åå áûñòðîãî ðîñòà - ñêà÷êàìè íà 2π (ðèñ. 4(f)).

Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (17), âïåðâûå ïðåäñòàâëåííàÿ â [6]
äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íàïðÿæåíèÿ è òîêà â ýëåêòðè÷å-
ñêîì ãåíåðàòîðå, ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç áà-
çîâûõ, êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè êîëåáàíèé è íåëèíåé-
íîé äèíàìèêè [1, 3, 4].

Çàäàíèå:
1. Ïîëó÷èòü óêîðî÷åííûå àìïëèòóäíî-ôàçîâûå óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ñëàáî-íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ.

2. Âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ðåëàêñà-
öèîííîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ îò ïàðàìåòðà
µ.

1.3 Ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûé îñöèëëÿ-
òîð Âàí äåð Ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû íà
îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ. Êàê áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè,
ýòà ïðîáëåìà áûëà èçó÷åíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ è ïîäðîá-
íî îïèñàíà âî ìíîãèõ êíèãàõ è îáçîðàõ. Ïîýòîìó êðàòêî
ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè ñëà-
áî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ. Ìîäåëüíàÿ ñè-
ñòåìà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

ẋ = y,
ẏ = −ω2

0x + µ[(1− x2)y + 2ε sin ωt],
(19)
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ãäå êàê è ðàíåå ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà, µ
- ìàëûé ïàðàìåòð, ε è ω - àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âíåøíåé
ñèëû, ñîîòâåòñòâåííî. Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâî-
ëÿåò èññëåäîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì
àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ( [2], [3]). Ïðè ýòîì ðåøåíèå çà-
äà÷è ñèíõðîíèçàöèè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê àíàëèçó ñîñòî-
ÿíèé ðàâíîâåñèÿ â óðàâíåíèè :

ȧ = −i∆a + a− |a|2a− ε, (20)

ãäå a - ñðåäíÿÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé è ∆ =
(ω2−ω2

0)/ω
2 - îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà. Óñòîé-

÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â óðàâíåíèè (20) ñîîòâåòñòâó-
åò ñèíõðîííîìó ðåæèìó â èñõîäíîé ñèñòåìå (19). Óñòîé÷è-
âûé ïðåäåëüíûé öèêë â (20) ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó áèåíèé,
äëÿ êîòîðîãî â èñõîäíîé ñèñòåìå (19) èìååò ìåñòî êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå äâóìÿ ðàöèî-
íàëüíî íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå â ñïåêòðå êîëåáàíèé íåàâ-
òîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà âòîðîé (â äîïîëíåíèå ê ω) ÷àñòî-
òû íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò äåñèíõðîíèçàöèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ïðåäñòàâèòü a(t) = R(t) exp[iθ(t)], ãäå R(t)
- äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, à θ(t) - ðàçíîñòü
ìåæäó ôàçîé îñöèëëÿòîðà è ôàçîé âíåøíåãî ñèãíàëà, òî
íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Ω = 〈θ̇(t)〉τ + ω, (21)

Ñëàãàåìîå 〈θ̇(t)〉τ çàâèñèò îò òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè (Re(a), Im(a)). Åñëè ýòà òðàåêòîðèÿ âðàùà-
åòñÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, òî 〈θ̇(t)〉τ 6= 0, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå èçìåíåíèÿ θ ïðèâîäÿò ëèøü ê ìîäóëÿöèè ôàçû êî-
ëåáàíèé, íî íå ê åå íåîãðàíè÷åííîìó íàðàñòàíèþ. Òî åñòü
èìååò ìåñòî íåòî÷íûé çàõâàò ôàçû (óñëîâèå (3)).
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Ðèñ. 5: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñèñòåìû (20).
(Ñì. òåêñò.)

Îïóñòèì çäåñü äîâîëüíî ïðîñòûå àðèôìåòè÷åñêèå âû-
÷èñëåíèÿ è ïðåäñòàâèì òîëüêî îñíîâíûå îñîáåííîñòè ñèí-
õðîíèçàöèîííûõ ïåðåõîäîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (20). Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèí-
õðîííûé ðåæèì (Ṙ = 0, θ̇ = 0), òî ìîæíî ïîëó÷èòü êó-
áè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êâàäðàòà àìïëèòóäû R2 = |a|2:

R2
(
1−R2

)2
+ ∆2R2 = ε2 , (22)

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ∆, ε óðàâíåíèå
(22) èìååò ëèáî îäèí (îáëàñòè B, C è D íà ðèñ. 5), ëèáî òðè
(îáëàñòü A) êîðíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿì ðàâíî-
âåñèÿ êîìïëåêñíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20).
Äëÿ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòåé A è B åäèíñòâåííûì àòòðàê-
òîðîì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå òî÷íîé ñèíõðîíèçàöèè (óñëîâèå (2)). Â ýòîì ñëó-
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÷àå êîëåáàíèÿ ñëàáîíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïî-
ëÿ èìåþò (â ðàìêàõ èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé ìåòîäà
óñðåäíåíèÿ) ïîñòîÿííóþ àìïëèòóäó è ïîñòîÿííûé ôàçî-
âûé ñäâèã ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåé ñèëå. Âìåñòå ñ òåì,
ôàçîâûå ïîðòðåòû â îáëàñòÿõ À è Â ðàçëè÷íû. Íà ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè À ñóùåñòâóþò
òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâûé ôîêóñ (èëè óçåë),
ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíõðîííîìó ðåæèìó â èñõîäíîé ñèñòå-
ìå (19), ñåäëî è íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ (èëè óçåë). Â îáëàñòè
B ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ (èëè óçåë).
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Ðèñ. 6: Ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè ðàç-
ðóøåíèÿ ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëî-óçëà (ïåðåõîä A −→ C
íà äèàãðàììå íà ðèñ. 5. Â îáëàñòè A íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè (Re(a),Im(a)) ñóùåñòâóåò íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ (óçåë),
èçîáðàæåííûé òðåóãîëüíèêîì, óñòîé÷èâûé óçåë (÷åðíûé
êðóæî÷åê) è ñåäëî (ñâåòëûé êðóæî÷åê) (a). Â îáëàñòè C
(b) ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Îí ðîæäà-
åòñÿ ïðè ðàçðóøåíèè ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëî-óçëà.

Â îáëàñòÿõ Ñ è D ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì íà ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿ (20) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðå-
äåëüíûé öèêë, ò.å. â (18) èìååò ìåñòî êâàçèïåðèîäè÷åñêîå
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Ðèñ. 7: Êîëåáàíèÿ ñëàáî-íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ âûíóæäàþùåé ñèëû. Â îá-
ëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (îáëàñòü A íà ðèñóíêå 5) àìïëèòóäà
ïîñòîÿííà (a). Ñðàçó çà ãðàíèöåé îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè
(ïåðåõîä A −→ C íà äèàãðàììå íà ðèñ. 5 àìïëèòóäà âû-
õîäíîãî ñèãíàëà a ñëàáî ìîäóëèðîâàíà (b).

äâèæåíèå ðàçìåðíîñòè äâà. Äëÿ ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè
C(D) íà÷àëî êîîðäèíàò (Re(a) = 0, Im(a) = 0) íàõîäèòñÿ
âíóòðè (âíå) ýòîãî öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðàìåòðîâ
èç îáëàñòè D èìååò ìåñòî íåñòðîãèé çàõâàò ôàç. À äëÿ
ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè C â (19) ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì áèå-
íèé. Ïåðåõîä îò çàõâàòà ÷àñòîòû ê íåñèíõðîííîìó ðåæè-
ìó èìååò ìåñòî ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè D â îáëàñòü C.
Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîííûé ðåæèì íàáëþäàåòñÿ äëÿ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé èç îáëàñòåé: A,
B èëè D. Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè S = A

⋃
B

⋃
D.
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Îïèøåì ïîäðîáíåå áèôóðêàöèè, ïðîèñõîäÿùèå â óðàâ-
íåíèè (19). Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå äëÿ óðàâíåíèÿ
(20), ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5, ìîæíî âûäåëèòü äâà êà÷å-
ñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïåðåõîäà îò ñèíõðîíèçàöèè ê áèåíèÿì.
Îíè çàâèñÿò îò âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ âíåøíåé ñèëû:

(à) Åñëè àìïëèòóäà âîçäåéñòâèÿ ìàëà, òî ñèíõðîííîå
ïîâåäåíèå ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè ∆ èñ÷åçàåò ÷åðåç
áèôóðêàöèþ ðàçðóøåíèÿ ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëî-óçëà.
Ïåðåõîä èç îáëàñòè À, ãäå ñóùåñòâóþò òðè óñòîé÷èâûõ
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâûé óçåë, ñåäëî è íåóñòîé-
÷èâûé ôîêóñ â îáëàñòü C, ãäå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí
íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ, ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: óçåë
è ñåäëî ñëèâàþòñÿ; îáðàçóåòñÿ ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû ñåäëî-
óçëà, ïðè ðàçðóøåíèè êîòîðîé âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðå-
äåëüíûé öèêë (ñì. ðèñ 6 ). Ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè À â îá-
ëàñòü Ñ ìîäóëÿöèÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè x(t) âîçíèêàåò
ñ î÷åíü áîëüøèì ïåðèîäîì (Ðèñ.7), êîòîðûé â äàëüíåéøåì
óìåíüøàåòñÿ.

(á) Åñëè àìïëèòóäà âîçäåéñòâèÿ áîëüøàÿ, òî ïðè óâå-
ëè÷åíèè ðàññòðîéêè ∆ ñíà÷àëà (ïåðåõîä èç B â D), ïðîèñ-
õîäèò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà - Õîïôà (Ðèñ.8). Ïðè ýòîì
àìïëèòóäà ðîäèâøåãîñÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà òàêîâà, ÷òî îí
íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò (Ðèñ.8b). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âñå åùå ñóùåñòâóåò, íî
òåïåðü îíà íå ñòðîãàÿ, òàê êàê ðàçíîñòü ìåæäó ôàçîé îñ-
öèëëÿòîðà è ôàçîé âíåøíåé ñèëû íå ïîñòîÿííà, íî îãðàíè-
÷åíà. Ïðè ïåðåõîäå èç D â C ïðåäåëüíûé öèêë îõâàòûâàåò
íà÷àëî êîîðäèíàò (Ðèñ.8c), è ðàçíîñòü ôàç íà÷èíàåò ðàñòè
íåîãðàíè÷åííî è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ðåæèì áèåíèé.
1

1Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîìó ïåðåõîäó D −→ C îò ñèíõðîííîãî ê
íåñèíõðîííîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèîííûé ïåðåõîä â
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Ðèñ. 8: Ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïôà (ïåðåõîä B −→ D −→ C íà äèàãðàììå
íà ðèñ. 5. (a) Â ðåæèìå ñèíõðîíèçàöèè íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè (Re(a), Im(a)) âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ
ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ òèïà óñòîé÷èâûé ôîêóñ (óçåë).
Èìååò ìåñòî ñòðîãèé çàõâàò ôàç. (b) Ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç ãðàíèöó B −→ D âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-
Õîïôà ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, îäíàêî
ïðè ðàñïîëîæåíèè ïàðàìåòðîâ â îáëàñòè D ýòîò ïðåäåëü-
íûé öèêë íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, òàê ÷òî íà-
áëþäàåìàÿ ÷àñòîòà âñå åùå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé
ñèëû. Èìååò ìåñòî íåñòðîãèé çàõâàò ôàç.(ñ) Ñ ðîñòîì |∆|
àìïëèòóäà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàñòåò è ïîñëå ïåðå-
õîäà èç D â C ïðåäåëüíûé öèêë îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîð-
äèíàò. Èìååò ìåñòî ðåæèì áèåíèé.
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Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè
(è, ñîîòâåòñòâåííî, äâóõ òèïîâ äåñèíõðîíèçàöèè) èìååò
ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Íàëè÷èå ñëàáîé âíåø-
íåé ñèëû âëèÿåò, ïðåæäå âñåãî, íå íà àìïëèòóäó, à íà ôà-
çó ñèãíàëà. Ïîýòîìó â îáîèõ: ñèíõðîííîì è íåñèíõðîí-
íîì ñîñòîÿíèÿõ àìïëèòóäà ïðèìåðíî ïîñòîÿííà, è ìåíÿ-
åòñÿ ëèøü ôàçîâàÿ äèíàìèêà: â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè
ðàçíîñòü ôàç ôèêñèðîâàíà, à âíå ýòîé îáëàñòè íàáëþäà-
åòñÿ ïîñòîÿííûé íàáåã ðàçíîñòè ôàç. Ïîýòîìó ïåðåõîäû ê
(îò) ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ïåðåõîäû ê
çàõâàòó (äåáëîêèðîâàíèþ) ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, êàê âèä-
íî èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ïðè ìàëîé àìïëèòóäå âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî èçó÷àòü
èñïîëüçóÿ ëèøü ôàçîâîå îïèñàíèå (ñì. ðàçäåë 1.1).

Ñèëüíûé ñèãíàë âëèÿåò êàê íà ôàçó, òàê è íà àìïëèòó-
äó êîëåáàíèé. Ïîýòîìó â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ñîáñòâåí-
íûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà (êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ω0) ïî-
äàâëÿþòñÿ, è íàáëþäàþòñÿ òîëüêî êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå
âíåøíåãî ñèãíàëà.

Ïðè âîçäåéñòâèè âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà íà
ðåëàêñàöèîííûé îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ ìîæåò íàáëþ-
äàòüñÿ m : n ñèíõðîíèçàöèÿ è âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñêîãî
ðåæèìà.

Çàäàíèå:

1. Ïîëó÷èòü óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (20).

2. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (R, θ) ïîñòðîèòü àòòðàê-

ñëåäóþùåé èç (20) ñèñòåìå íà öèëèíäðå, çàïèñàííîé â ïåðåìåííûõ
{R, θ}, ãäå R è θ - óñðåäíåííûå ïî ïåðèîäó âíåøíåé ñèëû ñîîòâåò-
ñòâåííî àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå èñ÷åçàåò
êîëåáàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë è ðîæäàåòñÿ âðàùàòåëüíûé (îõâà-
òûâàþùèé öèëèíäð) ïðåäåëüíûé öèêë.
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òîðû äëÿ ðåæèìà íåñòðîãîãî ôàçîâîãî çàõâàòà è
ðåæèìà áèåíèé.

3. Îïðåäåëèòü ÷àñòîòó ðåæèìà áèåíèé äëÿ ñëàáîãî è
ñèëüíîãî âíåøíèõ ñèãíàëîâ.

4. Ïîñòðîèòü îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè 1 : 1.

5. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêèì êîëåáà-
íèÿì â ðåëàêñàöèîííîì îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ,
ïîäâåðæåííîì âíåøíåìó ïåðèîäè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ.

2 Ñèíõðîíèçàöèÿ îñöèëëÿòîðà Ðåñ-
ñëåðà âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ñèã-
íàëîì

2.1 Àâòîíîìíûé îñöèëëÿòîð Ðåññëåðà
Èçâåñòíàÿ õàîòè÷åñêàÿ ñèñòåìà - îñöèëëÿòîð Ðåññëåðà

[7] îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé:

ẋ = −ωy − z,
ẏ = ωx + ay,
ż = b + z(x− c),

(23)

ãäå a, b, c, ω - ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ðàññìîòðèì ïî-
âåäåíèå ñèñòåìû (23) ïðè b = 0.1 è c = 8.5. Ïàðàìåòð a,
êîòîðûé áåðåòñÿ â èíòåðâàëå [0.15 : 0.3], îïðåäåëÿåò ôîðìó
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õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå. Äëÿ a â ýòîì èíòåðâà-
ëå èìåþò ìåñòî äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðà:

(à) Ïðè a ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
acr (acr ≈ 0.186 ïðè ω = 0.98), èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà
ïðîåêöèè õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü (x, y) âñå-
ãäà âðàùàåòñÿ âîêðóã òî÷êè - ïðîåêöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ (x0, y0) ≈ (0, 0) (ðèñ. 9(a)). (Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå
òàêîãî öåíòðà âðàùåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü âû-
áðàíû è äðóãèå òî÷êè.) Â ýòîì ñëó÷àå óãîë âðàùåíèÿ:

φ = arctan
y

x
(24)

îïðåäåëÿåò ôàçó êîëåáàíèé, êîòîðàÿ ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè
ëèíåéíî (ðàâíîìåðíî). Ñîîòâåòñòâóþùèé àòòðàêòîð ñè-
ñòåìû (23) íàçûâàþò ôàçî - êîãåðåíòíûì [4]. Äëÿ òàêî-
ãî àòòðàêòîðà îïðåäåëåíèå ôàçû åñòü ïðîñòîå îáîáùåíèå
òðàäèöèîííîãî îïðåäåëåíèÿ ôàçû äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà
(ñì. (17)). Çàìåòèì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå õîðîøî ïîäõî-
äèò äëÿ âñåõ àòòðàêòîðîâ, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà êàêóþ-
ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííóþ ïëîñêîñòü âû-
ãëÿäÿò êàê "ðàçìàçàííûå"ïðåäåëüíûå öèêëû.

(á) Ïðè ïàðàìåòðå a, áîëüøèì êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
acr, ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü (x, y) óæå
íå âñåãäà îõâàòûâàåò òî÷êó (x0, y0) (ðèñ. 9(b,c)), è ïðîñòîå
îïðåäåëåíèå ôàçû (24) óæå íå ïðèìåíèìî. Àòòðàêòîð â
äàííîì ñëó÷àå íå ôàçî-êîãåðåíòíûé. Åãî íàçûâàþò àò-
òðàêòîð - âîðîíêà. Ñ ðîñòîì a êîëè÷åñòâî íå îõâàòûâàþ-
ùèõ òî÷êó (0, 0) ïåòåëü óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 9(c)).

Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ äðóãîé ïîä-
õîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçû, ïðåäëîæåííûé â [8]. Ýòîò ïîä-
õîä áàçèðóåòñÿ íà îáùåé èäåå îïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû ïðî-
èçâîëüíîé êðèâîé. Òàê, äëÿ ëþáîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè
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Ðèñ. 9: Âåðõíÿÿ ñåðèÿ ðèñóíêîâ (a,b,c): ïðîåêöèè àòòðàê-
òîðîâ ñèñòåìû Ðåññëåðà (23) íà ïëîñêîñòü (x, y); ñðåäíÿÿ
ñåðèÿ: (d,e,f): ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (ẋ, ẏ); íèæíÿÿ ñå-
ðèÿ (g,h,i): ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí âîçâðàòà T . Ïàðàìåòðû:
ω = 0.98, b = 0.1, c = 8.5 è a = 0.16 (a,d,g), a = 0.22 (b,e,h)
è a = 0.28 (c,f,i).

(u, v) óãëîâàÿ ñêîðîñòü â êàæäîé òî÷êå (ìãíîâåííàÿ ÷à-
ñòîòà)

ν =
ds

dt
/R, (25)

ãäå
ds/dt =

√
u̇2 + v̇2 (26)

ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé è

R = (u̇2 + v̇2)3/2/[v̇ü− v̈u̇] (27)
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èìååò ñìûñë ðàäèóñà êðèâèçíû. Åñëè R > 0 (R < 0) â
êàæäîé òî÷êå, òî

ν =
dφ

dt
=

v̇ü− v̈u̇

u̇2 + v̇2
, (28)

âñåãäà ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà), è òîãäà ïåðåìåííàÿ
φ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

φ =
∫

νdt = arctan
v̇

u̇
, (29)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî èçìåíÿþùåéñÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôàçà êîëåáà-
íèé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (u̇, v̇) ìîíîòîííî âðàùàåòñÿ âî-
êðóã íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè.

Ïðåäëîæåííûå îïðåäåëåíèÿ ôàçû è ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ
îáùèìè äëÿ ëþáîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, åñëè ïðîåêöèÿ
ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü åñòü êðèâàÿ
ñî çíàêîïîñòîÿííîé êðèâèçíîé. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ áîëü-
øîãî ÷èñëà õàîòè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ, íàïðèìåð, ñèñòåìû
Ëîðåíöà, ñõåìû ×óà, ãåíåðàòîðà Àíèùåíêî-Àñòàõîâà, ìî-
äåëè èäåàëüíîãî ëàçåðà ñ ÷åòûðüìÿ óðîâíÿìè è ïåðèîäè-
÷åñêîé ìîäóëÿöèåé íàêà÷êè è äð.

Äëÿ ôàçî-êîãåðåíòíîãî àòòðàêòîðà è àòòðàêòîðà-âî-
ðîíêè â îñöèëëÿòîðå Ðåññëåðà ïðîåêöèÿ õàîòè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé íà ïëîñêîñòü (ẋ, ẏ) âñåãäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðè-
âóþ, îõâàòûâàþùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 9(d,e,f)), è
ôàçà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (29) ðàâåí-
ñòâîì

φ = arctan
ẏ

ẋ
. (30)

Òîãäà ñðåäíÿÿ íàáëþäàåìàÿ (õàðàêòåðíàÿ) ÷àñòîòà õà-

27



îòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ω = 〈ν〉 =

〈
ẏẍ− ÿẋ

ẋ2 + ẏ2

〉

τ

. (31)

Çàìåòèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé,
ôàçà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ëÿ-
ïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ òàê êàê âîçìóùåíèå âäîëü òðàåê-
òîðèè íå âîçðàñòàåò è íå óáûâàåò.

Îáðàòèìñÿ ê äðóãîé õàðàêòåðèñòèêå õàîòè÷åñêèõ äâè-
æåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ íåêîãåðåíòíîñòè ôà-
çîâûõ òðàåêòîðèé íà õàðàêòåðíûå âðåìåííûå ìàñøòàáû
ìîæíî âû÷èñëÿòü ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí âîçâðàòà T òðà-
åêòîðèé ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè
ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ẏ = 0 ïðè ẋ > 0. Äëÿ ôàçî-êîãåðåíòíîãî
àòòðàêòîðà (íàïðèìåð, ïðè a = 0.16), ðàñïðåäåëåíèå çíà-
÷åíèé T ñîñðåäîòî÷åíî â îòíîñèòåëüíî óçêîì èíòåðâà-
ëå (ðèñ. 9(g)). Êîãäà àòòðàêòîð ñòàíîâèòñÿ ìåíåå ôàçî-
êîãåðåíòíûì, òî ïîÿâëÿþùèåñÿ ìàëûå ïåòëè èìåþò ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøèå çíà÷åíèÿ T , è ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ
äîâîëüíî øèðîêèì (ðèñ. 9(h,i)). Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà-
÷åíèé a (íàïðèìåð, ïðè a = 0.22) äîìèíèðóþùèì îñòàåòñÿ
âñå åùå îäèí õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá, â òî âðåìÿ
êàê äëÿ áîëüøèõ a (íàïðèìåð, ïðè a = 0.28) ñóùåñòâóþò
äâà ñèëüíî âûäåëåííûõ õàðàêòåðíûõ âðåìåííûõ ìàñøòà-
áà.

Ñòåïåíü íåêîãåðåíòíîñòè äâèæåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ êî-
ýôôèöèåíòîì äèôôóçèè ôàçû Dφ, îïðåäåëÿåìûì ðàâåí-
ñòâîì

〈(φ(τ)− 〈φ(τ)〉τ )2〉τ = 2Dφ τ. (32)
Â-öåëîì, Dφ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì a, îáðàùàÿñü â íîëü â
ïåðèîäè÷åñêèõ îêíàõ - èíòåðâàëàõ ïàðàìåòðà a, â êîòîðûõ
àòòðàêòîðû - ïðåäåëüíûå öèêëû. Äëÿ ôàçî-êîãåðåíòíîãî
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Ðèñ. 10: Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôàçû Dφ (32) äëÿ ñèñòå-
ìû Ðåññëåðà (23) â çàâèñèìîñòè îò a ïðè ω = 0.98.

õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ôàçà ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ðàâíî-
ìåðíî è ïîýòîìó Dφ äîâîëüíî ìàëàÿ âåëè÷èíà. Íî äëÿ
àòòðàêòîðà-âîðîíêè ðîñò ôàçû ñóùåñòâåííî íåðàâíîìå-
ðåí, è ïîýòîìó Dφ ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ
áîëüøå (ðèñ. 10).

Çàäàíèå:

1. Âîñïîëüçîâàâøèñü îäíèì èç îïèñàííûõ âûøå ñïîñî-
áîâ ââåäåíèÿ ôàçû, ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ôàçû
êîëåáàíèé â ñèñòåìå Ðåññëåðà îò âðåìåíè ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, ω.

2. Âîñïîëüçîâàâøèñü îäíèì èç îïèñàííûõ âûøå ñïî-
ñîáîâ ââåäåíèÿ ÷àñòîòû, ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü
ñðåäíåé ÷àñòîòû êîëåáàíèé â ñèñòåìå Ðåññëåðà îò
îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

3. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïîñòðîèòü ðàñ-
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ïðåäåëåíèå âðåìåí âîçâðàòà ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

2.2 Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà Ðåññëåðà âíåøíèì ïåðè-
îäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì

Ðàññìîòðèì îñöèëëÿòîð Ðåññëåðà ñ âíåøíèì ïåðèîäè-
÷åñêèì âîçäåéñòâèåì:

ẋ = −ω0y − z + A sin ωt,
ẏ = ω0x + ay,
ż = b + z(x− c),

(33)

ñ ïàðàìåòðàìè ω0 = 0.97, b = 0.2 è c = 10. Ïðè a = 0.04
â àâòîíîìíîì îñöèëëÿòîðå Ðåññëåðà ðåàëèçóåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîå äâèæåíèå ñ ÷àñòîòîé ω∗ = 0.981. Ðèñ. 11(a) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ýòî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå çàõâà÷åíî â îò-
íîøåíèåì n : m = 1 : 1 ñëàáûì âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì
ñèãíàëîì ñ A = 0.4 è ω = 1.0. Îáëàñòü 1 : 1 ñèíõðîíèçàöèè
ïîêàçàíà íà ðèñ. 11(b).

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííóþ ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ îñ-
öèëëÿòîðà â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå ïðè a = 0.165. Ïðè ýòîì
a àòòðàêòîð â îñöèëëÿòîðå Ðåññëåðà ÿâëÿåòñÿ ôàçî - êîãå-
ðåíòíûì (ñì. âûøå).

Ïî àíàëîãèè ñ âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèåé ïåðèîäè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî õàî-
òè÷åñêàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç
äâóõ óñëîâèé:

1. Ω = ω,

ãäå Ω - ñðåäíÿÿ íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà õàîòè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé (ò.å. èìååò ìåñòî ÷àñòîòíûé çàõâàò).

2. |φ(t)− ωt− Const| < 2π,
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Ðèñ. 11: (a) Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñëàáûì ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì (ïóíê-
òèðíàÿ ëèíèÿ). (á) Îáëàñòü 1 : 1 ñèíõðîíèçàöèè.
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Ðèñ. 12: Ñòðîáîñêîïè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñèñòåìû Ðåññëåðà íà
ïëîñêîñòü (x, y), ïîñòðîåííàÿ ÷åðåç ïåðèîä âíåøíåãî ñèã-
íàëà (ñèñòåìà (33)). Ïóíêòèðíûé ôîí - àâòîíîìíûé õàî-
òè÷åñêèé àòòðàêòîð. (a) A = 0.15, ω = 1.0, èìååò ìåñòî
ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. (b) A = 0.15, ω = 1.02, ôàçîâîé
ñèíõðîíèçàöèè íåò.
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Ðèñ. 13: Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà Ðåññëåðà âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé (ñèñòåìà (33)).

ãäå ϕ - ôàçà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, à ωt - ôàçà âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ (ò.å. èìååò ìåñòî íåñòðîãèé çàõâàò ôàçû).

Ïðè àíàëèçå ïåðåõîäà ê ñèíõðîííîìó ðåæèìó ýôôåê-
òèâíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñòðîáîñêîïè÷åñêîé òåõ-
íèêè. Åå ñóòü â ñëåäóþùåì: íàáëþäàþòñÿ ïåðåìåííûå
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû òîëüêî â ìîìåíòû tk = kT , ãäå T
- ïåðèîä âíåøíåé ñèëû, è k = 1, 2.... Êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 12(a), â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà çàõâà÷åíà âíåøíèì ñèã-
íàëîì, ñòðîáîñêîïè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè
íà ïëîñêîñòü (x, y) îãðàíè÷åíà âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè
õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, â òî âðåìÿ êàê âíå îáëàñòè ôà-
çîâîãî çàõâàòà ïåðåìåííûå x(tk) è y(tk) ðàñïðåäåëíû ïî
âñåìó àòòðàêòîðó (ðèñ. 12(b)). Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ïî-
êàçàííàÿ íà ðèñ. 13, àíàëîãè÷íà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè
äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 11
(b). Ýòè ñâîéñòâà âïåðâûå áûëè îáíàðóæåíû â [9] è áî-
ëåå äåòàëüíî èçó÷åíû â [10]. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îæè-
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äàòü íàëè÷èÿ àíàëîãèè ìåæäó âûíóæäåííîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé è õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèÿìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî, êàê çàìå÷åíî ðàíåå, ôàçà ôàçî-êîãåðåíòíîãî õàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî, ò.å. òàê æå
êàê è äëÿ ñëàáîíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ
(ñì. ðàçäåë 1.3). ×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìà-
íèå ýòîãî ïîäîáèÿ è âûÿâèòü ñóùåñòâóþùèå îñîáåííîñòè,
î÷åíü ïîëåçíî èçó÷èòü ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ õàîòè÷å-
ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ â òåðìèíàõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò (ÑÏÎ). Ýòè îðáèòû îáðàçóþò ñêåëåò õàîòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà [15]. Êàæäàÿ èç ýòèõ îðáèò èìååò ñîáñòâåí-
íûé îòëè÷íûé îò äðóãèõ ïåðèîä. È åñëè ïðèêëàäûâàåò-
ñÿ âíåøíÿÿ ñèëà ê ñèñòåìå, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îðáèòà, òî îíà ìîæåò áûòü ñèíõðîíèçîâàíà ýòîé âíåøíåé
ñèëîé â ïîëíîé àíàëîãèè ñ âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöè-
åé ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé. Àíàëèç âîçäåéñòâèÿ íà
ñèñòåìó, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà êîòîðîé "êî÷óåò"îò îäíîé
ÑÏÎ ê äðóãîé, ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî îáëà-
ñòåé ñèíõðîíèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿì ôàçîâîãî
çàõâàòà êàæäîé ÑÏÎ. Îáëàñòü, ãäå èìååò ìåñòî ïåðåñå÷å-
íèå âñåõ ýòèõ îáëàñòåé, è áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáëàñòüþ õàîòè-
÷åñêîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ðèñ. 14). Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íî âáëèçè êàæäîé ÑÏÎ, ïðè óñëîâèè èõ ôàçîâîãî çàõâàòà
ðàçíîñòü ôàç âíåøíåãî ñèãíàëà è ñàìîé òðàåêòîðèè âñåãäà
îãðàíè÷åíà.

Ïðè âûõîäå èç îáëàñòè õàîòè÷åñêîé ôàçîâîé ñèíõðîíè-
çàöèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðîñêîêè ðàçíîñòè ôàç. Êîãäà ïîÿâëå-
íèå òàêèõ ïðîñêîêîâ íàáëþäàåòñÿ ðåäêî, ò.å. íà äëèòåëü-
íûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ èìååò ìåñòî ñèíõðîííûé ðå-
æèì, òî ìîæíî ãîâîðèòü î íåñîâåðøåííîé ôàçîâîé ñèí-
õðîíèçàöèè.
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A

Ðèñ. 14: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå õàîòè÷åñêîé ôàçî-
âîé ñèíõðîíèçàöèè. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè - îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé
ôàçîâîãî çàõâàòà âñåõ ÑÏÎ (ïðèâåäåíû 5 òàêèõ îáëàñòåé)
- âûäåëåíà ñåðûì öâåòîì.

Ïðè èññëåäîâàíèè õàîòè÷åñêîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçà-
öèè â òåðìèíàõ ÑÏÎ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðîÿñíèòü
îñîáåííîñòè, êîòîðûå îòñóòñòâóþò ïðè ñèíõðîíèçàöèè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äåòàëüíûé àíàëèç áóäåò äàí â
ðàçäåëå 5.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðè
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ êîëå-
áàíèÿ îäíîãî ãåíåðàòîðà îêàçûâàþòñÿ çàõâà÷åííûìè ïå-
ðèîäè÷åñêèì èëè õàîòè÷åñêèì ñèãíàëîì èëè äðóãèì ïå-
ðèîäè÷åñêèì èëè õàîòè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. Î÷åâèäíî,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ (äàííîì ñëó÷àå -
âðåìåí âîçâðàùåíèÿ íà ñåêóùóþ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â âîçíèêíîâåíèè ñèíõðîí-
íûõ ðåæèìîâ. Íàïðèìåð, â ôàçî-êîãåðåíòíîì õàîòè÷åñêîì
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îñöèëëÿòîðå Ðåññëåðà âðåìåíà âîçâðàùåíèÿ, òî åñòü âðå-
ìåíà ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ôàçîâîé
òðàåêòîðèåé ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííîé ïëîñ-
êîñòè Ïóàíêàðå ðàñïðåäåëåíû â äîñòàòî÷íî óçêîì èíòåð-
âàëå (ðèñ. 9), è ïîýòîìó ôàçà ðàñòåò âî âðåìåíè ïî÷òè
ëèíåéíî. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî óçêîïîëîñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ õàîòè÷åñêèé îñöèëëÿòîð Ðåññëåðà
ìîæåò áûòü äîâîëüíî ëåãêî ñèíõðîíèçèðîâàí ñëàáûì ñèã-
íàëîì ñ ïåðèîäîì, áëèçêèì ê ñðåäíåìó âðåìåíè âîçâðà-
ùåíèÿ (ñìîòðè ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Òàê êàê õàðàêòåð-
íûå âðåìåííûå ìàñøòàáû (ïåðèîäû âîçâðàùåíèÿ ÑÏÎ íà
íåêîòîðóþ ñåêóùóþ ïëîñêîñòü) äîâîëüíî áëèçêè äðóã ê
äðóãó, òî áëèçêè è îáëàñòè ôàçîâîãî çàõâàòà ýòèõ öèê-
ëîâ. Ýòî ãàðàíòèðóåò ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ õàîòè÷å-
ñêîãî àòòðàêòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ìî-
æåò íàáëþäàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ îñöèëëÿòîðà Ðåññëåðà, íî
è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè, ðîæ-
äàþùèìèñÿ ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, òî åñòü ïî ñöåíàðèþ Ôåéãåíáà-
óìà, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà
õàðàêòåðíûå ïåðèîäû ÑÏÎ áëèçêè.

Çàäàíèå:

1. Ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå âíåøíåãî ñèãíàëà
A íàéòè ïîëîñó çàõâàòà ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì
A sin(ωt) ïåðèîäè÷åñêèõ è õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â
îñöèëëÿòîðå Ðåññëåðà ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ.

2. Ïîñòðîèòü ýâîëþöèþ ðàçíîñòè ôàçû âíåøíåãî ñèã-
íàëà è ôàçû îñöèëëÿòîðà Ðåññëåðà äëÿ ñèíõðîííîãî è
íåñèíõðîííîãî ðåæèìîâ ïðè ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ b, c, A, ω è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
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ðàìåòðà a.

3 Ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìà Ëîðåíöà
âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

3.1 Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà Ëîðåíöà
Ñèñòåìà Ëîðåíöà:

ẋ = −σ(x− y),
ẏ = (r − z)x− y,
ż = −bz + xy,

(34)

äåìîíñòðèðóåò äâà îñíîâíûõ òèïà õàîòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíûé òèï - ýòî "êëàññè÷åñêèé"àòòðàê-
òîð Ëîðåíöà. Íà ðèñ. 15 (a) äàíà ïðîåêöèÿ àòòðàêòîðà ïðè
σ = 10, b = 8/3, è r = 28 íà ïëîñêîñòü (x, z). Êàê âèäíî èç
ðèñóíêà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôàçû çäåñü íå òàêàÿ ïðîñòàÿ
êàê â ñèñòåìå Ðåññëåðà ñ ôàçî-êîãåðåíòíûì àòòðàêòîðîì.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîåêöèè àòòðàêòîðà íà ïëîñêî-
ñòè (x, y), (x, z), è (y, z) íå ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè, îáÿçàòåëü-
íî îõâàòûâàþùèìè íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó. Ýòà
ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíà, åñëè ðàññìîòðåòü ïðî-
åêöèè àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòü (u =

√
x2 + y2, z) (ðèñ. 15

(b)). Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ôàçó êîëåáàíèé ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

φ = arctan
z − z0

u− u0

, (35)
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ãäå u0 = 12 è z0 = 27, è òîãäà õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

Ω = 〈φ̇〉τ (36)

−20 0 20
x

0

25

50

z

−5 15 35
u

0

25

50

(a)

Ðèñ. 15: Ïðîåêöèè "êëàññè÷åñêîãî"àòòðàêòîðà â ñèñòåìå
Ëîðåíöà íà ïëîñêîñòè (x, z) è (u =

√
x2 + y2, z). Ïàðàìåò-

ðû: σ = 10, b = 8/3, è r = 28.

Çàäàíèå:

1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì âûøå ñïîñîáîì ââå-
äåíèÿ ôàçû, ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ôàçû êîëåáà-
íèé â ñèñòåìå Ëîðåíöà îò âðåìåíè ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ r, b, σ.

2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì âûøå ñïîñîáîì ââå-
äåíèÿ ÷àñòîòû, ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé â ñèñòåìå Ëîðåíöà îò ïàðàìåò-
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Ðèñ. 16: Ñîâåðøåííàÿ è íåñîâåðøåííàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðî-
íèçàöèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùåííîé ñèñòåìû Ëîðåíöà
(óðàâíåíèå (37)); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ: r = 28, A = 6; ïóíêòèð-
íàÿ ëèíèÿ: r = 210, A = 3.

ðà r ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ïîäóìàéòå, êàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ.

3.2 Ïåðèîäè÷åñêè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà Ëî-
ðåíöà

Â [12�14] áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èçó÷åíèå ñî-
âåðøåííîé è íåñîâåðøåííîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ
ïåðèîäè÷åñêè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû Ëîðåíöà:

ẋ = −10 (x− y),
ẏ = (r − z)x− y,
ż = −2.667z + xy + A cos ωt.

(37)

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà r â íåâîçìóùåííîé ñèñòå-
ìå Ëîðåíöà ïðîèñõîäèò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ áèôóðêà-
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öèé [11]. Òàê ïðè r = 210 õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîç-
íèêàþò ñîãëàñíî ñöåíàðèþ Ôåéãåíáàóìà è, êàê è â îñöèë-
ëÿòîðå Ðåññëåðà èìååò ìåñòî óçêîïîëîñíîå ðàñïðåäåëåíèå
âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ (âðåìåí âîçâðàùåíèÿ õàîòè÷åñêîé
òðàåêòîðèè íà ñåêóùóþ), ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå ìîæåò
èìåòü ìåñòî ñîâåðøåííàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âíåø-
íèì ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ñðåä-
íåé ÷àñòîòå Ω = 24.92 õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 16
ýòîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâóåò ïëàòî, äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü
íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû âíåøíåãî ñèãíàëà îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü (Ω− ω = 0).

Îäíàêî ñöåíàðèé èçìåíÿåòñÿ, åñëè ñèñòåìà èìååò äî-
âîëüíî øèðîêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ ÑÏÎ,
âêëþ÷åííûõ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, êàê íàïðèìåð â ñè-
ñòåìå Ëîðåíöà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà r. Òî-
ãäà âíåøíèé ñèãíàë ñ ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòîé íå ñïîñî-
áåí çàõâàòèòü âñå ÑÏÎ. Â ðåçóëüòàòå ïðè ïðîõîæäåíèè
òðàåêòîðèè âáëèçè íåçàõâà÷åííûõ ÑÏÎ ïîÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñêîêè ðàçíîñòè ôàç. Ïðèìåðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ àòòðàêòîð
Ëîðåíöà ïðè r = 28. Ñèòóàöèÿ â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóþ-
ùàÿ. Íåêîòîðîå ïëàòî Ω−ω ïîÿâëÿåòñÿ; îäíàêî, ýòî ïëàòî
íå ñòðîãî ãîðèçîíòàëüíîå è íå ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ðàñ-
ñòðîéêå ÷àñòîò (ðèñ.18). Â ðåçóëüòàòå ôàçîâàÿ ñèíõðîíè-
çàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå íåñîâåðøåííàÿ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò
íàëè÷èå 2π ïðîñêîêîâ ðàçíîñòè ôàç íà ðèñ. 17. Ïðè÷èíà
íàëè÷èÿ íåñîâåðøåííîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè îáóñëîâ-
ëåíà øèðîêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïåðèîäîâ ÑÏÎ, èìåþùèõ
ìåñòî äëÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè r = 28. Äëÿ ýòîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r ñåäëî (0, 0, 0) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè,
ïîêðûâàåìîé õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì. Ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè çíà÷èòåëüíî çàìåäëÿþòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè îêîëî
ñåäëà è ñóùåñòâåííî óñêîðÿþòñÿ ïðè âðàùåíèè âîêðóã îä-
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Ðèñ. 17: Ïðîñêîêè ðàçíîñòè ôàç ïðè íåñîâåðøåííîé ôàçî-
âîé ñèíõðîíèçàöèè â ïåðèîäè÷åñêè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå
Ëîðåíöà ïðè r = 28 (37) ïðè r = 28.
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Ðèñ. 18: Õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû (ñðåäíèå ÷àñòîòû âîçâðà-
ùåíèÿ íà ñåêóùóþ) ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äëè-
íû M , âëîæåííûõ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð Ëîðåíöà ïðè
r = 28. M - êðàòíîñòü ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû (ïðåäåëüíîãî
öèêëà). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé ÷àñòîòå
àâòîíîìíîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.

íîãî èç äâóõ íåóñòîé÷èâûõ ôîêóñîâ [11]. Òàêèì îáðàçîì,
âðåìåííûå ìàñøòàáû èìåþò îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ðàç-
áðîñ âîêðóã ñðåäíåé âåëè÷èíû. Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî íà
ðèñ. 18 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ðàç-
ëè÷íûõ ÑÏÎ. Èç-çà ýòîãî áîëüøîãî ðàçáðîñà ÷àñòîò îò-
ñóòñòâóåò îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé ôàçîâîãî çàõâàòà
âñåõ ÑÏÎ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò ñîâåðøåííîé ôàçîâîé ñèí-
õðîíèçàöèè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Äëÿ äàííîé ÷àñòî-
òû è àìïëèòóäû âíåøíåãî ñèãíàëà ñóùåñòâóþò ñåäëîâûå
ïðåäåëüíûå öèêëû, êîòîðûå íå çàõâà÷åíû âíåøíèì ñèãíà-
ëîì.
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Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ÑÏÎ, ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî
ïðîñêîê ôàçû íàáëþäàåòñÿ êîãäà ñèñòåìà ïðîõîäèò áëèç-
êî ê íåêîòîðîìó ÑÏÎ, êîòîðûé íå íàõîäèòñÿ â 1 : 1 ôà-
çîâîì çàõâàòå âíåøíèì ñèãíàëîì. Áîëåå äåòàëüíûé ÷èñ-
ëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â òå÷åíèå òàêîãî ïðîñêî-
êà ôàçû, ñèñòåìà ôàêòè÷åñêè çàõâà÷åíà ïî ôàçå âíåøíèì
ñèãíàëîì íî ñ äðóãèì îòíîøåíèåì çàõâàòà, òèïà (l− 1) : l
èëè (l − 2) : l (íà ðèñ. 19: 14:15 è 18:20). Â òàêèõ ñëó÷à-
ÿõ îáëàñòè ôàçîâîãî 1 : 1 çàõâàòà íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ïåðåêðûâàþòñÿ ñ îáëàñòÿìè ôàçîâîãî (l−1) : l èëè
(l − 2) : l çàõâàòà äðóãèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ÷òî âèäíî
íà ðèñ. 19. Â ðåçóëüòàòå â ñèñòåìå ôàêòè÷åñêè óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ôàçîâûé çàõâàò âíåøíèì ñèãíàëîì ñ îòíîøåíèåì
÷àñòîò îòëè÷íûì îò 1 : 1. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
ñîñòîèò èç êóñêîâ ñèíõðîíèçîâàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ôàçî-
âûìè îòíîøåíèÿìè êîëåáàíèé.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà-
ñòóïëåíèå õàîòè÷åñêîé ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ çàõâàòà âíåøíèì ïåðèîäè÷å-
ñêèì ñèãíàëîì õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ÑÏÎ, âëîæåííûõ â õà-
îòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Çàäàíèå:

1. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ôàç îñöèëëÿòîðà
Ëîðåíöà è âíåøíåãî ñèãíàëà (ω t) ïðè íåñîâåðøåííîé
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ
ïàðàìåòðîâ r, b, σ, ω. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ñðåä-
íåé ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ ôàçîâîé ðàññòðîéêè îò
îäíîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

2. Íàéòè ïîëîñó çàõâàòà äëÿ 1 : 1 è 1 : 2 ðåæèìîâ ñèí-
õðîíèçàöèè ÑÏÎ â îñöèëëÿòîðå Ëîðåíöà ïðè çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ r, b, σ, ω. Îïðåäåëèòü ïåðåñå÷åíèå
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Ðèñ. 19: Ïåðåêðûòèå îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè ÑÏÎ ñ ðàç-
ëè÷íûìè îòíîøåíèÿìè ôàçîâîãî çàõâàòà â ïåðèîäè÷åñêè
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå Ëîðåíöà ïðè r = 28 (37). Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàõâàòó: l = 7 (1 : 1), òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ:
l = 15 (14 : 15); ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ: l = 20 (18 : 20).
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îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè ÑÏÎ.

4 Âûíóæäåííàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíè-
çàöèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ïå-
ðåìåæàåìîñòüþ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçà-
öèÿ â îñöèëëÿòîðàõ, äåìîíñòðèðóþùèõ âîçíèêíîâåíèå õà-
îñà ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü I-ãî òèïà. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì òàê-
æå èìååò ìåñòî íàëè÷èå õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû è ôàçû êî-
ëåáàíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ñèíõðîíè-
çàöèè òàêèõ ñèñòåì âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâè-
åì.

4.1 Ñèñòåìà Ëîðåíöà
Êðîìå êëàññè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ëîðåíöà

èìååò ìåñòî õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ
I-ãî òèïà (ñìîòðè [3]) (ðèñ. 20). Îí ðåàëèçóåòñÿ, íàïðè-
ìåð, ïðè σ = 10, b = 8/3, è r = 166.1. Òàêîå äâèæåíèå òàê-
æå èìååò õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá. Â ñèñòåìàõ
ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ I-ãî òèïà äëèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ (ëà-
ìèíàðíàÿ) ñòàäèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè τ ñìåíÿåòñÿ êîðîò-
êîé íåðåãóëÿðíîé (òóðáóëåíòíîé) ñòàäèåé (èíîãäà òîëüêî
îäèí ñêà÷îê (âûáðîñ)) ïðîäîëæèòåëüíîñòè T ¿ τ , è çàòåì
âíîâü íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëàìèíàðíàÿ ñòàäèÿ (ðèñ. 20).
Òàêàÿ ïåðåìåæàåìîñòü íàáëþäàëàñü â ëàçåðàõ, äèíàìèêå
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æèäêîñòè, ïîëóïðîâîäíèêàõ, ïëàçìå è ò.ä. Ñðåäíÿÿ äëè-
òåëüíîñòü ëàìèíàðíîé ñòàäèè (ÑÄËÑ) îïðåäåëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì îáðàçîì [16,17]:

〈τ0〉 ∝ 1√
ε− εcr

, (38)

ãäå ε - óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, è εcr - êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå áèôóðêà-
öèè ðîæäåíèÿ õàîñà.

Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÑÄÑË èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå:

〈τ〉 = lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

(tn+1 − tn), (39)

ãäå tn ìîìåíò íà÷àëà n-òîãî ëàìèíàðíîãî ó÷àñòêà èëè ìî-
ìåíò n-òîãî âûáðîñà. Òîãäà õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëå-
íèÿ âûáðîñîâ:

Ω = 2π/〈τ〉. (40)
Êðîìå òîãî, äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà, êàê è äëÿ ëþáîé

äðóãîé ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñêîé ïåðåìåæàåìîñòüþ, ìîæíî
ââåñòè ôàçó êîëåáàíèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëî êàæ-
äîé ëàìèíàðíîé ñòàäèè tn â êà÷åñòâå ìàðêåðà äëÿ íåêîå-
ãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ ñîáûòèÿ. Òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî çà âðåìÿ
[tn, tn+1] ôàçà ìåíÿåòñÿ íà 2π, à âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà
îíà ðàñòåò ëèíåéíî:

φ = 2π
t− tn

tn+1 − tn
+ 2πn, (41)

ãäå tn ≤ t < tn+1. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, ââåäåííàÿ ïåðåìåííàÿ
ýòî íå ôàçà êîëåáàíèé, à ôàçà ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ïî-
âòîðÿþùåãîñÿ ñîáûòèÿ; â äàííîì ñëó÷àå - âûáðîñà.)
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Ðèñ. 20: Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ â ñè-
ñòåìå Ëîðåíöà. Ïàðàìåòðû: σ = 10, b = 8/3, è r = 166.1.
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âûíóæäåííîé ôàçîâîé ñèí-
õðîíèçàöèè â ñèñòåìå Ëîðåíöà.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà (â êîòîðîé ïðè r ≈ 166.06 â ðåçóëüòà-
òå êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âîçíèêàåò
ïåðåìåæàåìîñòü [16]) ïîä âîçäåéñòâèåì ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà (÷òî ìîæåò òàêæå ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ìîäóëÿöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà r)
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:





ẋ = −σ(x− y),
ẏ = −y − xz + x(r + A cos ωt),
ż = −2.667z + xy,

(42)

ãäå σ = 10, ω = 0.04177 è A - àìïëèòóäà âíåøíåãî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîãî âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíî-
ñòè ëàìèíàðíîé ñòàäèè ñòðîèëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé {yn}, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòàì ïåðåñå÷åíèÿ ïðî-
åêöèè ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü (x, y) ñ ïîëóïðÿ-
ìîé {x = 0, y > 0}. Êàæäîå èç çíà÷åíèé {yn} ñðàâíèâàëîñü
ñî çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû y ñîîòâåòñòâóþùåé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòå-
ìû Ëîðåíöà â ìîìåíò êàñàòåëüíîé áèôóðêàöèè. Åñëè ðàç-
íîñòü yn−ȳ áûëà ìåíüøå íåêîòîðîãî ε, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
yn ïðèíàäëåæèò ëàìèíàðíîé ñòàäèè. Ñðåäíÿÿ äëèòåëü-
íîñòü ëàìèíàðíîé ñòàäèè 〈τ〉 âûðàæàëàñü â åäèíèöàõ äèñ-
êðåòíîãî âðåìåíè (îäíà åäèíèöà ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó
èíòåðâàëó íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè óêàçàííîé ïîëóïðÿìîé). Íà ðèñ.21
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòå-
ìû (42) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé r (âêëþ÷àÿ îäíî ñóáêðè-
òè÷åñêîå). Ïëàòî ñèíõðîíèçàöèè õîðîøî âûðàæåíû. Â òî
æå âðåìÿ, ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêîãî ñèã-
íàëà ñèíõðîíèçàöèÿ ïîñòåïåííî èñ÷åçàåò (ñíà÷àëà íàáëþ-
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Ðèñ. 21: Ñèíõðîíèçàöèÿ ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè ëàìèíàð-
íîé ñòàäèè âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì â ñèñòåìå
Ëîðåíöà. Çäåñü rc = 166.06149, 1

〈τ〉 = 0 îçíà÷àåò îòñóò-
ñòâèå ïåðåìåæàåìîñòè.

äàåòñÿ ñëàáûé íàêëîí, ïîòîì áîëåå ðåçêèé). Ýòî èñ÷åçíî-
âåíèå ñèíõðîíèçàöèè ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû óïðàâëÿ-
þùåãî ñèãíàëà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âíåøíèé ñèãíàë íå òîëü-
êî ñïîñîáñòâóåò âûðàâíèâàíèþ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ, íî
òàêæå ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñëîæíåíèþ äèíàìèêè óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû.

4.2 Ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèå ñ õàîòè÷åñêîé
ïåðåìåæàåìîñòüþ

Àíàëîãè÷íîå õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóåò êâàä-
ðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå [18]:

xn+1 = f(xn), (43)
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ãäå f(x) êóñî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿùàÿ èç ñòàíäàðòíîé êâàä-
ðàòè÷íîé ÷àñòè è íåêîòîðîé âîçâðàùàþùåé ÷àñòè:

f(x) =

{
ε + x + x2, åñëè x ≤ 0.2,
g(x− 0.2)− ε− 0.24, åñëè x > 0.2

(44)

Çäåñü g îïðåäåëÿåò êîãåðåíòíûå ñâîéñòâà õàîòè÷åñêîãî àò-
òðàêòîðà. Ïðè g < 5 âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè ëàìèíàðíîé ñòàäèè ðàñïðåäåëåíû â óçêîé ïîëîñå,
òî åñòü õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèëüíî êîãåðåíòíî, íî äëÿ
g > 5, ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî øèðîêèì. Òè-
ïè÷íûå ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðîöåññà â äèñêðåòíîì âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 22.

Äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû îïðåäåëåíèÿ ôà-
çû è ÷àñòîòû, ïðèâåäåííûå âûøå äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (43-44) ïîä äåéñòâèåì âíåø-
íåãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà:

xn+1 = f(xn) + A cos ωn, (45)

ãäå A - àìïëèòóäà, à ω - ÷àñòîòà âíåøíåãî ñèãíàëà.
Ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ äëÿ ýòîé ñèñòåìû óäàåòñÿ èñ-

ñëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ
ÑÄËÑ, çàïèøåì íåïðåðûâíûé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ (45),
ò.å. íåàâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà [18], [19]:

ẋ = ε + x2 + A cos ωt (46)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = − u̇

u
(47)

ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ìàòüå:

ü + (ε + A cos ωt)u = 0 (48)
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Ðèñ. 22: Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â êâàäðàòíè÷íîì
îòîáðàæåíèè (43-44). Ïàðàìåòðû: ε = 0.0001, g =
2.
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Â [19] ýòî óðàâíåíèå èññëåäîâàëîñü ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ â ïðåäïîëîæåíèè ω À √

ε, ÷òî èñêëþ÷àëî
âîçìîæíîñòü ðåçîíàíñà. Â äàííîì ñëó÷àå âíèìàíèå, íà-
ïðîòèâ, áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà õîðîøî èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â (48) (ñì., íàïðèìåð [20]).

Â (48) ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ k-ãî ïîðÿäêà èìååò
ìåñòî ïðè

√
ε ≈ k

2
ω, k ∈ N (49)

Â k-é çîíå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (48) èìååò âèä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå
k
2
ω ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé àìïëèòóäîé:

u = a cos (
k

2
ωt + φ)epkt, (50)

ãäå a, φ -íåêîòîðûå êîíñòàíòû, pk çàâèñèò îò íîìåðà çî-
íû è îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Áëàãîäàðÿ ñïåöèôè÷åñêîìó
âèäó çàìåíû (47) ïîñëå ïåðåõîäà ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé x
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èñ÷åçàåò è äëÿ x èìååì:

x =
k

2
ω tan (

k

2
ωt + φ)− pk, (51)

÷òî äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè
ëàìèíàðíîé ñòàäèè:

〈τs〉 ∝ 2

kω
(52)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì
ñèãíåëîì äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ïåðåìåæàåìî-
ñòüþ 1-ãî ðîäà, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èçìåíåíèþ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ëàìèíàðíîé ñòàäèè:

〈τs〉
〈τ0〉 =

2
√

ε

kω
, (53)
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Ðèñ. 23: (a) Çàõâàò ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè ëàìèíàðíîé ñòà-
äèè âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì â ñèñòåìå (45); (b)
ýâîëþöèÿ ðàçíîñòè ôàç îòîáðàæåíèÿ è âíåøíåãî ñèãíàëà
â íåñèíõðîííîì (A = 1.9 ∗ 10−6, 2.1 ∗ 10−6) è ñèíõðîííîì
(A = 2.3 ∗ 10−6) ðåæèìàõ ïðè ε = 2.64 ∗ 10−6.

52



0
A

0
A

(a) (b)

6*10

4*10

−6

2*10

1*10 2*10

−5

−5

−5

−5

ε

0

2*10 4*10
−6 −6

−6

−6

ε

−1*10

0

1*10

2*10

3*10

4*10

−5

−5

−5

Ioff

S1

S2

S3

Ioff

S1

+ S1

−

Ðèñ. 24: (a) Òðè ïåðâûõ çîíû ñèíõðîíèçàöèè (Sk, k =
1, 2, 3) è îáëàñòü, â êîòîðîé ïåðåìåæàåìîñòü îòñóòñòâóåò
(Ioff ); (b) Îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (âíóòðè ïåðâîé çîíû) ñ
ïîëîæèòåëüíûì (S+

1 ) è îòðèöàòåëüíûì (S−1 ) ëÿïóíîâñêèì
ïîêàçàòåëåì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãðàíèöà ïåðâîé çîíû ñèíõðî-
íèçàöèè (54) ïîêàçàíà êðèâîé, ïîìå÷åííîé 'î'.
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ãäå 〈τ0〉 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ àâòîíîìíîãî îòîáðàæåíèÿ
(A = 0). Òàêèì îáðàçîì, â çîíå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà â óðàâíåíèè (48) ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò àìïëèòó-
äû êîëåáàíèé íå èìååò çíà÷åíèÿ äëÿ äèíàìèêè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (46), à âàæíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòîòà êîëåáà-
íèé. Íàïðîòèâ, âíå çîí ðåçîíàíñà óðàâíåíèÿ (48) ðåàëèçó-
åòñÿ äâó÷àñòîòíîå ðåøåíèå, à â îòîáðàæåíèè (46) ñèíõðî-
íèçàöèÿ îòñóòñòâóåò. Ãðàíèöû ïåðâîé çîíû Ìàòüå (k = 1)
â ïëîñêîñòè (A, ε) çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì:

A = 4ε| ω

2
√

ε
− 1| (54)

è ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé çîíå ñèíõðîíèçàöèè â (46). Âû-
ðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû áèåíèé Ω1 = 1/〈τ〉 âáëèçè ãðàíèöû
ïåðâîé çîíû ñèíõðîíèçàöèè:

Ω1 =
ω

4

√√√√
(

2− ω√
ε

)2

− A2

4ε2
(55)

äàåò êâàäðàòè÷íûé çàêîí ñêåéëèíãà, òèïè÷íûé äëÿ ôàçî-
âîé ñèíõðîíèçàöèè.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû (45). Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçî-
âàëîñü èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå ω = 0.001 · 2π

√
5−1
2

. Íà
ðèñ. 23(à) ïðîèëëþñòðèðîâàíî ÿâëåíèå çàõâàòà ñðåäíåé
äëèòåëüíîñòè ëàìèíàðíîé ñòàäèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé ε ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû âíåøíåãî ñèãíàëà A.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ äëè-
òåëüíîñòè ëàìèíàðíîé ñòàäèè â ðåæèìå ñèíõðîíèçàöèè
(53) äàåò î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå. Èíòåðåñíî îòìå-
òèòü, ÷òî ýòî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííîãî è òåîðåòè÷å-
ñêîãî ðåçóëüòàòîâ èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëî-
âèÿ A ¿ ε è (49) íå âûïîëíÿþòñÿ. Âáëèçè ïëàòî ñèíõðîíè-
çàöèè êðèâûå, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ.23, äåìîíñòðèðóþò
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êâàäðàòè÷íûé çàêîí ñõîäèìîñòè, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
(55). Êðîìå òîãî, ôàçîâûé çàõâàò, ïðîèëëþñòðèðîâàííûé
íà ðèñ.23(b) ïîäòâåðæäàåò ôàçîâóþ ïðèðîäó íàáëþäàåìîé
õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè. Ôàçà êîëåáàíèé âû÷èñëÿëàñü
â ñîîòâåòñòâèè ñ (41).

Íà ðèñ.24(à) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A, ε) ïðåäñòàâ-
ëåíû ïåðâûå òðè çîíû ñèíõðîíèçàöèè Sk, k = 1, 2, 3 è îá-
ëàñòü Ioff , â êîòîðîé ïåðåìåæàåìîñòü îòñóòñòâóåò. ×èñ-
ëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ
çîí ñèíõðîíèçàöèè Sk ñ îñüþ îðäèíàò (A = 0) ðàñïîëî-
æåíû ñîãëàñíî (49), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîìó
ðåçîíàíñó â (48). Óâåëè÷åííûå îáëàñòè S1 è Ioff ïîêàçàíû
íà ðèñ. 24(b). Ãðàíèöû ïåðâîé çîíû ñèíõðîíèçàöèè, ïîëó-
÷åííûå èç âûðàæåíèÿ (54) (ëèíèÿ, ïîìå÷åííàÿ 'o') îáíàðó-
æèâàþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè.
Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ñèíõðîííîãî ðåæèìà áû-
ëî ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ýòî
ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîèò
èç äâóõ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïîäîáëàñòåé. Â S+

1 ëÿïó-
íîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, â òî âðåìÿ êàê â S−1 îí
îòðèöàòåëåí, è õàîñ îòñóòñòâóåò. Ïðè ýòîì äèíàìèêà îòîá-
ðàæåíèÿ (45) â S−1 îñòàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, è àòòðàêòîð â
íåàâòîíîìíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì
íåõàîòè÷åñêèì.

Çàäàíèå:
1. Èññëåäîâàòü íåïîäâèæíûå òî÷êè òî÷å÷íîãî îòîá-

ðàæåíèÿ (43)-(44).

2. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (49, îïðåäåëÿþùåå îáëàñòè ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â óðàâíåíèè Ìàòüå (48).

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòåé ëà-
ìèíàðíûõ ñòàäèé â îòîáðàæåíèè (43)-(44) ïðè g =
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2 è g = 7.

4. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòè ðàçíîñòè ôàç îòîáðàæå-
íèÿ (43)-(44) è âíåøíåãî ñèãíàëà (ωn) äëÿ ðàçëè÷-
íûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ.

5 Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè
Â ïåðâîì ðàçäåëå ïîñîáèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíå-

íèÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì T0) àâòîêîëåáàòåëüíîé ñè-
ñòåìû, ïîäâåðæåííîé âîçäåéñòâèþ ñëàáîé âíåøíåé ïåðè-
îäè÷åñêîé ñèëû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ôàçîâîìó óðàâíå-
íèþ:

ϕ̇ = ω0 + εq(ϕ− ωt), (56)
ãäå q - 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôàçû ϕ è T = 2π/ω -
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t, ω0 = 2π/T0. Çäåñü äëÿ
óäîáñòâà ìû âûäåëèëè â ÿâíîì âèäå ìàëûé ïàðàìåòð ε.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (56) åñòü
äâóìåðíûé òîð 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ t < T . Èñïîëüçóÿ ñòðî-
áîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå çà âðåìÿ T ñèñòåìó (56) ìîæ-
íî ñâåñòè ê îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè. Ôèêñèðóÿ ôàçó
âíåøíåé ñèëû â ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t0 +T , ìîæíî îïðå-
äåëèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôàçàìè
ϕ(t0) è ϕ(t0 + T ). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì:

ϕn+1 = ϕn + ω0T + εQ(ϕn), (57)

ãäå Q - òàêæå 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæ-
íî íàéòè, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ çíà÷åíèé w,w0 è çàâèñèìî-
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(a) xup

xdown

(b) xup

xdown

Ðèñ. 25: Ñèñòåìà òèïà íàêîïëåíèå-ñáðîñ (a) ñ ïîñòîÿííûì
íèæíèì ïîðîãîì, (b) ñ ìîäóëèðîâàííûì íèæíèì ïîðîãîì.

ñòè q(ϕ − ωt). Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíè-
åì îêðóæíîñòè ïîñêîëüêó îíî îïðåäåëåíî íà îêðóæíîñòè
0 ≤ ϕ < 2π. Ïðè ε = 0 îòîáðàæåíèå (57) çàäàåò ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîâîðîòà. Äèíàìèêà ïîëó÷åííîãî îòîáðàæå-
íèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ω0T è îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíè-
åì ρ = T/T0. Åñëè ρ ðàöèîíàëüíî, òî èìååò ìåñòî ïåðèî-
äè÷íîñòü äâèæåíèÿ. Åñëè ρ èððàöèîíàëüíî, òî äâèæåíèå
êâàçèïåðèîäè÷åñêîå.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, â êîòîðîì ÿâíî ïîëó÷àåòñÿ
îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òèïà íà-
êîïëåíèå - ñáðîñ (integer-�re). Èçìåíåíèå ïåðåìåííîé x(t)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäîâàíèå ñ ïåðèîäîì T0 äâóõ ñòà-
äèé:

(à) íàêîïëåíèå: x ðàñòåò âî âðåìåíè ëèíåéíî x = (t −
tn)/T0, ãäå tn âðåìÿ ïðåäûäóùåãî ñáðîñà;

57



(á) ñáðîñ: êîãäà x äîñòèãàåò ïîðîãà xup = 1, çíà÷åíèå x
ìãíîâåííî óìåíüøàåòñÿ äî xdown = 0 (ðèñ. 25a).

Ïóñòü xdown åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, íà-
ïðèìåð, xdown = ε sin ωt (ðèñ. 25b). Â ýòîì ñëó÷àå ìî-
ìåíò n + 1-ãî ñáðîñà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ìîìåíò n-ãî ñáðî-
ñà ñîãëàñíî tn+1 = tn + T0 − εT0sinωtn. Òîãäà, ââîäÿ ôàçó
âíåøíåé ñèëû ϕ = ωt, ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè
0 ≤ ϕ < 2π:

ϕn+1 = ϕn + ωT0 − εωT0 sin(ϕn), (58)
Çàìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè xdown

ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âèäû îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, â [5] 2 â ñâÿçè ñ ðàäèîòåõíè÷åñêèìè ïðè-
ëîæåíèÿìè ðàññìàòðèâàëîñü îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè âè-
äà:

ϕn+1 = ω + ϕn − F (ϕn), (59)
ãäå F (ϕ) - êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ 2π - ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
âèäà

F (ϕ) = cϕ/π, (60)
îïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π].

Ìîäåëü (59) îïèñûâàåò òèïîâóþ èìïóëüñíóþ ñèñòåìó
ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû ñ èäåàëüíûì çàïîìèíà-
íèåì è èäåàëüíûì ôèëüòðîì â öåïè óïðàâëåíèÿ. Óðàâíå-
íèå (59) ñâÿçûâàåò ðàçíîñòü ôàç ϕn ñèãíàëà ïîäñòðàèâà-
åìîãî ãåíåðàòîðà è îïîðíîãî ñèãíàëà â ìîìåíòû âðåìå-
íè t = nτ , ãäå n = 1, 2..., à τ - ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè;
ω ∈ [0; 2π] - íà÷àëüíàÿ ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà ; F (ϕ) - õà-
ðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äåòåêòîðà, íîðìèðîâàííàÿ íà åäè-
íèöó; c - ïàðàìåòð öåïè óïðàâëåíèÿ.

2Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíîå âíèìàíèå â ýòîé ìîíîãðàôèè óäåëåíî èñ-
ñëåäîâàíèþ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â öåïî÷êàõ è ðåøåòêàõ ñèñòåì ôà-
çîâîé ñèíõðîíèçàöèè
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè ïîäñòðàèâàåìîãî
ãåíåðàòîðà îïîðíûì ñèãíàëîì èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ:

|ϕn| ≤ Const (61)
äëÿ âñåõ n.

0

b

6.283

0
1/7
1/6
1/5
1/4
1/3
2/5
1/2
3/5
2/3
3/4
4/5
5/6
6/7
1

-3.141 0.0

c

3.141

Ðèñ. 26: Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñåë âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè (59). Íà ïëîñêîñòè (c, ω) ïðåäñòàâëåíû
íåñêîëüêî îáëàñòåé, ãäå ÷èñëà âðàùåíèÿ ðàöèîíàëüíû
(ρ = p/q). Ñïðàâà ñíèçó ââåðõ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ρ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ñåðîãî öâåòà. Ìåæ-
äó ýòèìè îáëàñòÿìè ñóùåñòâóþò (íà ðèñóíêå íå ïðåäñòàâ-
ëåíû) îòíîñèòåëüíî ìàëåíüêèå îáëàñòè ñ äðóãèìè ðàöèî-
íàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ.

Êðàòêî îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðè

ω < |c| (62)
îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó

ϕ̄ =
ωπ

c
, (63)
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè

ϕ̄ ∈ [0; π] (64)

(Ñëó÷àé 1 íèæå) è íåóñòîé÷èâîé, åñëè

ϕ̄ ∈ [−π; 0] (65)

(Ñëó÷àé 3).
Äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (êàê ïðè ðàññìàò-

ðèâàåìîì âèäå ôóíêöèè F (ϕ) òàê è ïðè äðóãèõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ, êî-
òîðîå è ïðè ðåãóëÿðíîé è ïðè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðîñòà ôàçîâîé ïåðåìåííîé:

ρ =
1

2π
lim

M→∞
ϕM − ϕ0

M
. (66)

×èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñ-
øòàá îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, òàê êàê ôàêòè÷åñêè ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëîãîì ÷àñòîòû. Îíî íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Òàê êàê ρ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì íà-
áëþäàåìîé ÷àñòîòû âðàùåíèé ê ÷àñòîòå âíåøíåãî ñèãíàëà,
òî îíî ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì èëè èððàöèîíàëüíûì.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî âðàùåíèÿ ðàöèîíàëüíî, òî äâè-
æåíèå â ìîäåëè (59) ïåðèîäè÷åñêîå è, ñëåäîâàòåëüíî, èìå-
åò ìåñòî ñèíõðîííûé ðåæèì. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî âðà-
ùåíèÿ èìååò ìåñòî äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, òî
åñòü â ñëó÷àå ðåæèìà áèåíèé.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (59) èìåþò ìåñòî òðè òèïà ïîâåäåíèÿ
[21,22]:

Ñëó÷àé 1)

Ïðè
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| 1 − c

π
| < 1. (67)

ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ ìåíüøå åäèíèöû, òî åñòü
îòîáðàæåíèå ñæèìàþùåå. Â èíòåðâàëå ω < c íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà è ìîãóò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå òðè
âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ:

a). Ïðè êàæäîì ω îòîáðàæåíèå (59) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî D. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñ-
ëà âðàùåíèÿ ρ = p/q ýòî ìíîæåñòâî - ïðèòÿãèâàþùàÿ ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà q, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå ϕn+q = ϕn + 2πp: çà q èòåðàöèé ðàçíîñòü ôàç ñîâåð-
øàåò p îáîðîòîâ. Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà âðàùåíèÿ
íàáîð D - êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì (59) äåé-
ñòâóåò êàê âðàùåíèå.

á). Ïðè èçìåíåíèè ω, ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò ω è ìåíÿåòñÿ íåìîíîòîííî.

â). Äëÿ êàæäîãî ρ = p/q åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåð-
âàë ω, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ñâåäåí â òî÷êó. Çàâèñèìîñòü
ρ îò ω äëÿ ðàçëè÷íûõ c ïîêàçàíà íà ðèñ. 26. Ñ óâåëè÷å-
íèåì c, ÷èñëî è øèðèíà èíòåðâàëîâ ω, â êîòîðûõ ÷èñëà
âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ðàñòåò.

Ñëó÷àé 2)

| 1 − c

π
| = 1. (68)

Ïðè 1 − c/π = 1 îòîáðàæåíèå (59) åñòü îòîáðàæå-
íèå ïîâîðîòà íà âåëè÷èíó ω. Ïðè 1 − c/π = −1 îòîáðà-
æåíèå (59) îñòàåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì îêðóæ-
íîñòè. ×èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê
ω/2π.
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Ñëó÷àé 3)

| 1 − c

π
| > 1. (69)

Ïðè ýòèõ c èìååò ìåñòî õàîòè÷åñêèé ðåæèì ïîòîìó, ÷òî
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

λ = log | 1 − c

π
| (70)

ïîëîæèòåëåí. Çàâèñèìîñòü ÷èñåë âðàùåíèÿ îò èíäèâè-
äóàëüíîé ÷àñòîòû äëÿ ìàëåíüêèõ |c| àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ
ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé (ðèñ. 26). Ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî èíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ. Ïðè
óâåëè÷åíèè |c| ýòè îáëàñòè ñíà÷àëà óâåëè÷èâàþòñÿ, à ïî-
òîì óìåíüøàþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòè èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë âðàùåíèÿ ñ ðîñòîì |c| ïðåîáëàäàþò.

Çàäàíèå:
Íàéòè êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæå-

íèÿ îêðóæíîñòè (58) è îïðåäåëèòü îáëàñòè èõ óñòîé-
÷èâîñòè.

6 Âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ àê-
òèâíîãî ðîòàòîðà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ðåãóëÿð-
íûå è õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ è âëèÿíèå íà íèõ ïåðè-
îäè÷åñêîé ñèëû. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ñèí-
õðîíèçàöèþ àêòèâíîãî ðîòàòîðà âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì
ñèãíàëîì.
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Äèíàìèêà àêòèâíîãî ðîòàòîðà îïèñûâàåòñÿ íåàâòîíîì-
íûì óðàâíåíèåì:

dϕ

dt
+ sin ϕ = ω0 + Acosωt. (71)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêæå êàê è äëÿ îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæ-
íî ââåñòè ÷èñëî âðàùåíèÿ:

ρ =
1

ω
<

dϕ

dt
> . (72)

Îíî îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû < dϕ
dt

>
ê âíåøíåé ÷àñòîòå ω.

×èñëî âðàùåíèÿ ρ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ
(71), â ÷àñòíîñòè îò ïàðàìåòðà ω0. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè ρ(ω0) òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ. Âìåñòå ñ òåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñëà
âðàùåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêè:

a). ×èñëî âðàùåíèÿ ρ óðàâíåíèÿ (71) åñòü íåóáûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà ω0:

lim
A→0

ρ = lim
ω→∞ ρ =

√
ω2

0 − 1

ω
(73)

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî dϕ
dt

ñ ðîñòîì ω0 âîçðàñ-
òàåò. Ôîðìóëà (73) ïðè A → 0 íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
óðàâíåíèÿ (71)(ñì. ðàçäåë 1.1); à ïðè ω → ∞ - åãî óñðåä-
íåíèåì;

á). Ïðè 0 < ω0 < 1−A ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ = 0 è óñòîé÷è-
âî, ò.å. íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îêðóæíîñòè ϕ = π/2,
ϕ = −π/2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (íà òîðå) (ϕ, ωt) ÿâëÿ-
þòñÿ êðèâûìè áåç êîíòàêòà;
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â). Ïðè A = 1 è ω0 = ω ϕ = ωt - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(71);

ã). Óñòîé÷èâû òîëüêî ÷èñëà âðàùåíèÿ ρ = 0, 1, 2, ....
Ïðèâåäåì äàëåå àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé

íàõîäèòü îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòó-
äàõ âíåøíåãî ñèãíàëà A. Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì â (71), à çàòåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü åãî êàê âîçìóùåíèå. ×òîáû íàéòè ñèíõðîíè-
çîâàííîå ðåøåíèå, áóäåì ñ÷èòàòü A−1 ìàëûì ïàðàìåòðîì,
è ðàçëîæèì ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì A−1:

ϕ = nωt+Aϕ−1(t)+ϕ0(t)+ . . . , 〈ϕ̇−1〉τ = 〈ϕ̇0〉τ = 0. (74)

Â (74) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðàùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòî-
òîé, êðàòíîé ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû. Ïîäñòàâëÿÿ (74) â (71)
ïîëó÷èì äëÿ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà A:

ϕ−1(t) = ω−1 sin(wt) + ϕ0
−1, ãäå ϕ0

−1 = const, (75)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â (71) è ñîáèðàÿ
âìåñòå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà A0, íàéäåì:

dϕ0

dt
= ω0 − nω − sin

[
nωt + Aω−1 sin(ωt) + Aϕ0

−1

]
. (76)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 〈ϕ̇0〉τ = 0 è èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå ïî ïåðèîäó 2π, ïîëó÷èì:

0 = ω0 − nω − sin ϕ0
−1Jn(−Aω−1), (77)

ãäå Jn - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó sin ϕ0
−1

ëåæèò ìåæäó -1 è 1, øèðèíà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíà èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà:

|ω0 − nω| < | − Jn
A

ω
|. (78)
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Â ñëó÷àå, åñëè (71) îïèñûâàåò êîíòàêò Äæîçåôñîíà â ïðè-
ñóòñòâèè âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âî âðåìåíè òîêà, îá-
ëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, çàäàâàåìûå óñëîâèÿìè (78) ìîæíî
íàáëþäàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàê êàê îíè ïðèâîäÿò ê âîç-
íèêíîâåíèþ ñòóïåíåê íà âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè
äèîäà ïðè Vn = nωh̄/2e, - òàê íàçûâàåìûõ ñòóïåíåê Øà-
ïèðî.

Çàäàíèå:
Ïîñòðîèòü îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè 1:1 è 2:1.

7 Ñèíõðîííûé îòêëèê âîçáóäèìîé
ñèñòåìû íà âíåøíèé ïåðèîäè÷å-
ñêèé ñèãíàë. Ìîäåëü Ëóî-Ðóäè

Â ýòîì ðàçäåëå íà ïðèìåðå ìîäåëè âîçáóäèìîé ñèñòå-
ìû îáñóæäàåòñÿ ÿâëåíèå áëèçêîå ÿâëåíèþ ñèíõðîíèçàöèè
â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ-
ñìîòðèì ìîäåëü Ëóî-Ðóäè (Luo-Rudy) [25], èñïîëüçóåìóþ
â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ èçîëèðîâàííîé êëåò-
êîé ñåðäå÷íîé ìûøöû:

Cm
dV

dt
= −Iion − Istimul, (79)

ãäå V - ìåìáðàííîå íàïðÿæåíèå, Istimul - âíåøíèé òîê è
Iion - ñóììà øåñòè èîííûõ òîêîâ:

Iion = Ina + Isi + Ik + Ik1 + Ikp + Ib. (80)
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Íàòðèåâûé òîê Ina, ìåäëåííûé âíóòðåííèé òîê êàëüöèÿ
Isi è êàëèåâûé òîê Ik îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî:

Ii = Gigi(V, t)(V − Ei), (81)

ãäå Gi - ìàêñèìàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èîííàÿ ïðîâîäèìîñòü,
gi(V, t) - êàíàëüíûå ïðîâîäèìîñòè (gating variables), è Ei

- ðåâåðñèîííûé èîííûé ïîòåíöèàë. Äèíàìèêè êàíàëüíûõ
ïðîâîäèìîñòåé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

dgi

dt
=

g∞ − gi

τgi

, (82)

ãäå
g∞ = αgi/[αgi + βgi] (83)

- ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ïðîâîäèìîñòè, τgi = 1/[αgi + βgi]
- ïîñòîÿííûå âðåìåíè, è αgi, è βgi - ôóíêöèè ìåìáðàííîãî
íàïðÿæåíèÿ. Íåçàâèñèìûé îò âðåìåíè êàëèåâûé òîê Ik1,
ïîñòîÿííûé êàëèåâûé òîê Ikp, è âòîðè÷íûé òîê Ib îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Ii = Ai(V − Ei), (84)

ãäå Ei - ðåâåðñèâíûå èîííûå ïîòåíöèàëû è Ai - ìàñøòàá-
íûé ìíîæèòåëü. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî Ai äëÿ Ik1 è Ikp

çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ. Ïðîâîäèìîñòè (Gi (mS/cm2))
äëÿ êàæäîãî òîêà ñëåäóþùèå: Gna = 23, Gsi = 0.07, Gk =
0.705, Gk1 = 0.6047, Gkp = 0.0183, Gb = 0.03921. Ðåâåðñèâ-
íûå ïîòåíöèàëû (Ei (ìèëëèâîëüò)): Ena = 54.44, Ek =
−77, Ek1 = −87.23, Ekp = −87.23, Eb = −59.87. Ðåâåð-
ñèâíûé ïîòåíöèàë Esi çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè êàëüöèÿ,
êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Â íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì âîçìóùåíèè
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Ðèñ. 27: Òèïè÷íûé îòêëèê ñèñòåìû Ëóî-Ðóäè (79- 84) íà
âíåøíåå âîçäåéñòâèå.

ñèñòåìà âîçáóæäàåòñÿ. Åå îòêëèê èìååò ôîðìó èìïóëüñà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 27.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû âëèÿíèÿ
âíåøíåé ñèëû íà ñèñòåìó Ëóî-Ðóäè. Â êà÷åñòâå âíåøíå-
ãî ñèãíàëà Istimul ïîäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìïóëüñîâ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû ðàçëè÷íîé àìïëè-
òóäû è äëèòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-
ðà áåðåòñÿ ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ωext, ò.å. ÷àñòîòó
ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå íà ðèñ. 28- 29. Ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå
âíåøíåãî ñèãíàëà ïðè ìàëîé ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû ωext

èìååò ìåñòî 1:1 ñèíõðîííûé îòêëèê, ò.å. êàæäûé âíåøíèé
èìïóëüñ ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ ñèñòåìû (ðèñ. 28(c)).
Ñ óâåëè÷åíèåì âíåøíåé ÷àñòîòû ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷å-
ñêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ω1

ext ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê 2:1 ñèí-
õðîííîìó îòêëèêó (ðèñ. 28(b)). Ïðè óìåíüøåíèè ÷àñòîòû
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Ðèñ. 28: Ñèíõðîííûé îòêëèê ñèñòåìû Ëóî-Ðóäè íà âíåø-
íåå ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.(a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âíåøíèõ èìïóëüñîâ. (b) ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà äåéñòâèÿ
äëÿ 2 : 1 ñèíõðîííîãî îòêëèêà. (c) ýâîëþöèÿ ïîòåíöèàëà
äåéñòâèÿ äëÿ 1 : 1 ñèíõðîííîãî îòêëèêà. Ïàðàìåòðû: àì-
ïëèòóäà âíåøíèõ èìïóëüñîâ = 50 mV, ïðîäîëæèòåëüíîñòü
èìïóëüñà = 10 ms.
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Ðèñ. 29: Ãèñòåðåçèñ ïðè ñèíõðîííîì îòêëèêå ñèñòåìû Ëóî-
Ðóäè íà âíåøíåå ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. ×àñòîòà îò-
êëèêà ωresp â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ñèãíàëà
ωext äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ÷òî è íà ðèñ. 28.

âíåøíåãî ñèãíàëà ïåðåõîä îò 2:1 ñèíõðîííîãî îòêëèêà ê
1:1 ñèíõðîííîìó îòêëèêó ïðîèñõîäèò ïðè äðóãîì êðèòè-
÷åñêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ω2

ext < ω1
ext, òî åñòü èìååò ìåñòî

ãèñòåðåçèñ (ðèñ. 29). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ñîîò-
âåòñòâèè co ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé àäàïòàöèè: êîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ýêñïå-
ðèìåíòå áåðóòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñëåäó-
þùåãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêèì îáðàçîì îòêëèê ñèñòåìû íà
âíåøíåå âîçäåéñòâèå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìî-
ìåíò, êîãäà âíåøíèé ñòèìóë áûë ïîäàí.

Çàäàíèå:
Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Istimul, ïðè êîòîðûõ

â ñèñòåìå (79) ðåàëèçóþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿ.
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8 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ
ñ øóìîì

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî õàîòè÷åñêàÿ ôà-
çîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ è ðåãóëÿðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðè-
ñóòñòâèè ñëàáîãî øóìà èìåþò ìíîãî îáùåãî. Â ðàçäåëå
1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñëàáîãî âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ çàäà÷à âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å èçó÷åíèÿ
äèíàìèêè ðàçíîñòè ôàç âíåøíåãî ñèãíàëà è îñöèëëÿòîðà
(ñì. óðàâíåíèå (8)). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âëèÿíèå øóìà íà
ñèíõðîíèçàöèþ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ óðàâ-
íåíèÿ Ëàíæåâåíà:

θ̇ = ∆− q(θ) + ξ(t), (85)

ñ àääèòèâíûì øóìîì ξ(t). Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâà-
åì ãàóññîâñêèé, δ- êîððåëèðîâàííûé øóì ñ íóëåâûì ñðåä-
íèì è èíòåíñèâíîñòüþ D. Óðàâíåíèå (85) îïèñûâàåò ïåðå-
äåìïôèðîâàííûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå ñ
ïîòåíöèàëîì V (θ) (ñì. Ðèñ. 30):

V (θ) = −∆ θ +
∫ θ

θ0

q(ζ)dζ (86)

Åñëè øóìà íåò, òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ∆ ÷à-
ñòèöà ëèáî íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (Ðèñ. 30 (a)),
ëèáî ñêîëüçèò âíèç (Ðèñ. 30 (b)). Ïåðâîå ñîñòîÿíèå ñîîò-
âåòñòâóåò ñèíõðîííîìó ðåæèìó. Âîçäåéñòâèå øóìà íà ýòî
ñîñòîÿíèå áóäåò ñëåäóþùèì. Êàêîâà áû íè áûëà èíòåíñèâ-
íîñòü øóìà, ðàíî èëè ïîçäíî ÷àñòèöà ïåðåñêî÷èò â ñîñåä-
íþþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó (â âåðõíþþ èëè â íèæíþþ). Ò.å.
ïðîèçîéäåò ïåðåñêîê ðàçíîñòè ôàç θ ëèáî íà +2π, ëèáî íà
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Ðèñ. 30: Ôàçà êàê ÷àñòèöà â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå V (θ).
(a) Ñëó÷àé ñèíõðîíèçàöèè: ÷àñòèöà ñèäèò â ìèíèìóìàõ
ïîòåíöèàëà. (b) Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòèöà ñêà-
òûâàåòñÿ âíèç.

−2π. Ñðåäíèå ÷àñòîòû òàêèõ ïåðåñêîêîâ ïðè ñëàáîì øóìå
îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå Êðàìåðñà [30], [31]:

ν± ∝ exp
(−∆V±

D
)

. (87)

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåòü áàðüåð
ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò åãî âûñîòû è, ñëåäîâàòåëüíî,
âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêîâ θ íà +2π âûøå. Îáå âåðîÿòíîñòè
ðàñòóò ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè øóìà è ïîíèæåíèåì âûñî-
òû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà V±.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñèíõðîíèçàöèè âîñïîëü-
çóåìñÿ òåîðèåé Ôîêêåðà-Ïëàíêà [29], [30], [31]. Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçíîñòè ôàç θ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ÓÔÏ) ( [29], [30], [31]):

∂ρ

∂t
= −∂[(∆− q(θ)) ρ]

∂t
+D∂2ρ

∂θ2
. (88)
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Ââîäÿ, êàê îáû÷íî, ïîòîê G ðàâåíñòâîì:

G = −dV

dθ
ρ−D∂ρ

∂θ
, (89)

ãäå V - ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (86), ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó çàïèñè:

∂ρ

∂t
+

∂G

∂θ
= 0. (90)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàöèîíàðíîå (íå çàâèñÿùóþ îò
âðåìåíè) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (88) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå:

ρst = C
∫ θ+2π

θ
exp

(
V (θ′)− V (θ)

D

)
dθ′, (91)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:
∫ θ+2π

θ
ρ(θ′)dθ′ = 1 (92)

Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûé ïîòîê âåðîÿòíîñòè G ñâÿ-
çàí ñî ñðåäíåé ðàçíîñòüþ ÷àñòîò êîëåáàíèé ∆ ïðîñòûì
ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ìîæíî íàéòè, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå
(85).

Äåéñòâèòåëüíî,

〈θ̇〉 = 〈−∆ + q(θ)〉 =
∫ 2π

0

(
−dV

dθ

)
ρst(θ)dθ (93)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (89) ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî
çàìåíèòü íà G + D ∂ρst

∂θ
, ïîñëå ÷åãî âñëåäñòâèå óñëîâèÿ

G = const è ïåðèîäè÷íîñòè ρst(θ) áóäåì èìåòü:

Ωθ = 〈θ̇〉 = 2π G = 2 π (ν+ − ν−) (94)

72



Ðèñ. 31: Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ôàçîâîãî äðåéôà
îò ðàññòðîéêè. Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ðàçíî-
ñòè ÷àñòîò îñöèëëÿòîðà è âíåøíåãî ñèãíàëà â îòñóòñòâèå
ôëóêòóàöèé

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè íåîãðàíè÷åííûõ ïî ïåðåìåí-
íîé θ (è, â ÷àñòíîñòè, áåëûõ ãàóññîâûõ) øóìîâ ñèíõðîíè-
çàöèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé:
â ñèñòåìå âñåãäà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü äðåéô ôàçû, ñâÿ-
çàííûé ñ òåì, ÷òî â ñëó÷àå ∆ > 0, êîãäà ñîáñòâåííàÿ ÷à-
ñòà îñöèëëÿòîðà ω0 áîëüøå ÷àñòîòû âíåøíåãî ñèãíàëà ω,
ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ν+ ïðåîäîëåíèÿ (áîëåå íèçêîãî) áàðüåðà â
íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ôàçû îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì
ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ν− ïðåîäîëåíèÿ (áîëåå âûñîêîãî) áàðüåðà
â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ ôàçû.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (94) èìååò ïðîñòóþ èíòåðïðå-
òàöèþ â ñëó÷àå øóìà ξ(t) ìàëîé èíòåíñèâíîñòè, êîãäà
ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó òàêèìè ñêà÷êîîáðàçíûìè ñðûâàìè
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò äëèòåëü-
íîñòü îäíîãî ñêà÷êà, è çà âðåìÿ ìåæäó ñêà÷êàìè ñèñòåìà
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óñïåâàåò "çàáûòü"ñâîþ ïðåäèñòîðèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó çà âðåìÿ t ñîâåðøàåòñÿ â ñðåäíåì ν+ t íåçàâèñè-
ìûõ ñêà÷êîâ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ôàçû, ν− t ñêà÷-
êîâ â ñòîðîíó åå óáûâàíèÿ, òî îáùèé ñðåäíèé ñäâèã ôàçû
ðàâåí:

〈∆θ(t)〉 = 2 π (ν+ − ν−) t. (95)
Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àéíûå ñêà÷êè, ïðîèñõîäÿùèå êàê

â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ, òàê è â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ôà-
çû, áóäóò ïðèâîäèòü íå òîëüêî ê ñíîñó, íî è äèôôóçè-
îííîìó ðàñïëûâàíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ôàçû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü çàêîí òàêîãî ðàñ-
ïëûâàíèÿ â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ìàëîé èíòåíñèâ-
íîñòè ôëóêòóàöèé ξ(t), ó÷òåì, ÷òî ñêà÷êè ôàçû â "+"è
"−"íàïðàâëåíèÿõ âçàèìíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî:

Dθ = Dθ+ + Dθ−, (96)

ãäå
Dθ± = 4 π2 DN± (97)

- äèñïåðñèÿ ôàçû, îáóñëîâëåííàÿ ñêà÷êàìè òîëüêî â "+"
(òîëüêî â "−") íàïðàâëåíèè, N± - ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñêà÷êîâ
òîëüêî "+" (òîëüêî â "−") íàïðàâëåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî ñàìè ñêà÷êè ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìû-
ìè ñîáûòèÿìè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè âî âðåìåíè,
è, ñîîòâåòñòâåííî, âðåìÿ îæèäàíèÿ îäíîãî ñêà÷êà ëèáî â
"+"ëèáî "−"íàïðàâëåíèè áóäåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå:

p±(t) = ν± exp(−ν± t), (98)
à ïîëíîå ÷èñëî ñêà÷êîâ â çà âðåìÿ t â êàêîì-ëèáî íàïðàâ-
ëåíèè áóäåò ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà:
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pN±(t) =
(ν± t)N±

N±!
exp(−ν± t) (99)

è îáëàäàòü äèñïåðñèåé, ðàâíîé ν± t. Îòñþäà äëÿ çíà÷åíèÿ
äèñïåðñèè ôàçû ñîãëàñíî (96), (97) íàõîäèì:

Dθ = 4 π2 (ν+ + ν−) t (100)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñèíõðîíèçàöèè êâàçèãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì íàëè÷èå áåëî-
øóìîâûõ ôëóêòóàöèé ïðèâîäèò ê äðåéôîâîìó ñìåùåíèþ
ôàçû, âûðàæàåìîìó ðàâåíñòâîì (95), à òàêæå ê äèôôó-
çèîííîìó ðîñòó ðàçáðîñà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôàçû ïî
çàêîíó (100). Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â âûðàæå-
íèè äëÿ ν± (ñì. (87)) ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ, êàê
ñêîðîñòü äðåéôà, òàê è ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ðåçêî óáû-
âàþò ïðè óìåíüøåíèè èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé.

Çàäàíèå:

1. Îöåíèòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü äðåéôà ôàçû (94) â ñëó-
÷àå q(θ) = sin(θ).
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